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§ 1 - INTRODUCTION

1.1. Notations
On désigne par P un opérateur différentiel d'ordre m défini

dans un ouvert () de ]Rn ’
a
P = E::: a (x) D
a X
lalsm
dont le symbole principal est p ,
a n
p(x,g) = Zaa(x) £, (x,6) € QxR .
o | =m

On notera H 1le champ hamiltonien de p , dont l'expression en coordonnées
p

locales est

Q
un
(0%
»
Q
»
Q
721% No%

1.2. L'unicité de Cauchy

[6e]
Soit S une hypersurface C orientée de () passant par un
point xo . Comme S est orientée on peut définir localement S+ et S-

régions respectivement "au dessus'" et "en dessous'" de S :

On dira que P possede 1l'unicité de Cauchy par rapport a S prés de
x0 s'il existe un voisinage V de xo tel que pour tout u & Cm(V) les
conditions

(1.1) Pu = O et suppu C S+
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impliquent u = O sur un voisinage de xo

1.3 Des résultats connus

On se limite d'emblée a des opérateurs d'ordre 2, de symbole
[ee] (oo}
principal réel C , dont les termes d'ordre inférieur sont L (pour d'autres

cas voir HBrmander [53, Zuily :6]). On a tout d'abord un résultat d'unicité.

. \ s e . —¢
Théoréme (HBrmander [5]):Dans le cadre spécifié plus haut, si, pour tout (R \O,
2
=H £) = 0 implique H £) <O
(1.2) p(xo,g) p((P)(xo,Q) impliq p(?)(xo”’) ,
alors P possede 1l'unicité de Cauchy par rapport a S (dont une équation

est ¢(x) = y(xo), avec S+ = {¢(x)= ¢(xo)}) pres de X -

On dispose également d'un résultat de non unicité avec perturbation

d'ordre O .

. Al ’ 3 . 7 . 0 n
Théoréme (Alinhac [1J). Dans le cadre spécifié plus haut, s'il existe §oﬁﬂl‘\0,tel que
2
(1.3) p(xo,go) = HP(@)(xo,go) =0 et Hp(@)(xo,go) >0,

avec d_p(x ,6 ) #0 et S non caractéristique pour P (i.e. p(xo,@'(xo))% 0
r (o] (o]

o

si @(x) = @(xo) est une équation de S), alors il existe un voisinage V
@
de X s des fonctions a, u C C (V) tels que (P+a)u = 0 et suppu

cle(x) 2 9(x )} = s+

1.4 Position des courbes bicaractéristiques (courbes intégrales de Hp) .

L'hypothése du théoreme d'unicité cité en 1.3. signifie que toutes les
bicaractéristiques (nulles) tangentes a S au point xo sont tournées

vers S- avec un contact d'ordre 2 .

Pour le théoréme de non unicité précédent, on suppose qu'il existe une
bicaractéristique tangente a S au point X tournée vers S+ avec un

contact d'ordre 2 .

On se propose d'étudier ici des cas dans lesquels toutes les bicaractéristi-
ques: sont "tournées du bon c6té" (i.e. vers les zéros de u) sans faire

d'hypothése de stricte convexité.

§ 2. LES RESULTATS

2.1 Le cadre du probleéeme

2.1.1. Soit P un opérateur différentiel d'ordre 2 , a coefficients C

. . . ©
pour la partie principale, LlOC pour les termes d'ordre inférieur , défini
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sur un ouvert () de H{l, de symbole principal p(x,f) supposé réel.

Soit ¥ wune famille d'hypersurfaces orientées de () i.e. la donnée d'une

[e¢)
classe de fonctions ¢ € C , réelles sur () , de gradient ne s'annulant pas,
équivalentes pour la relation

~

(2.1) 9~ ¢ qui signifie

pour tout x de () , il existe A(x) > O tel que P'(x) = A(x)¢'(x)
, <]
(remarquons que A est alors nécessairement C )

On suppose que p est de type principal sur () , i.e.

(2.2) %g (x,£) ne s'annule pas sur () X Egl\ O . Egalement on fait 1'hypothese
que X est non caractéristique pour P , i.e.

(2.3) {{p,@},@} ne s'annule pas sur () ,

ce qui est indépendant du choix du représentant ¢ de ¥ .

2.1.2. On dira que P posseéde l'unicité de Cauchy compacte relativement

a ¥ si la propriété suivante est vérifiée.

Pour tout x € () , il existe un ouvert Vc Q , X € V , tel que, pour tout
o

voisinage W de x inclus dans V , si
o

[ee]
u€cC (W) ,Pu=0 sur W,

(2.4) suppu C {x,¢(x) = ?(XO)} et en outre
suppu N {x,¢(x) = @(xo)} c c W (compact inclus dans W),
on obtienne u = O sur un voisinage de x .
o

On dira que P possede 1'unicité de Cauchy compacte O-stable relativement

N

[ee]
a J si, pour toute fonction a € C (), P + a posséde 1l'unicité de

Cauchy compacte relativement a ¥ .

2.2. Enoncé des résultats

2.2.1. unicité de Cauchy compacte

- Théoreme 1 : (Condition suffisante d'unicité de Cauchy compacte)

Soient P et J} comme dans le paragraphe 2.1.1. On suppose que, pour tout
(x,8) € O x R,

(2.5) p(x,E) = Hp(@)(x,g) = 0 implique Hi(@)(x,g) < 0.
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Alors, P posséde l'unicité de Cauchy compacte relativement ali .

Théoréme 2 (C.N.S. d'unicité de Cauchy compacte O-stable) :

Soient P et X comme dans le paragraphe 2.1.1., P étant a coefficients
c” .

Pour que P posséde l'unicité de Cauchy compacte O-stable relativement

\

a 3 , il faut et il suffit que (2.5) soit vérifiée.

2.2.2. Condition suffisante d'unicité de Cauchy

A - . ©
Soit P un opérateur différentiel d'ordre 2 , a coefficients C dans
sa partie principale, L pour les termes d'ordre inférieur, défini dans

n , . .
un ouvert () de IR de symbole principal réel, de type principal en xo .

[e0)
Soit S wune hypersurface C orientée passant par x dont une équation
o
[0e]
t1 t = €c ' o . S t
est localement ¢(x) @(xo) ) y 9 (xo) # On suppose que es

non caractéristique pour P en X i.e. p(x ,?'(xo)) # O . On note
o

-
7

s+ ={x€qQ, p(x) = p(x )} , ST(V) le fibré en sphére du cotangent TW(V),
o

P

ol V est un voisinage de x .
o

On pose

(2.6) 3 = {(x,8) €5 (V), p(x,9) H(9)(x,5) = 9(0-y(x ) = 0] .

On peut démontrer qu'il existe un voisinage V de x tel que ZV soit
-t (o] o

une sous-variété de codimension 3 de S’ (V) . °

Corollaire : S'il existe un voisinage V de x , VC VO , tel que pour

-_— o

tout p € ¥ ,
v

(i) H2(g) (p) < O ,

(2.7) Py )

(ii) HessH” (¢) (p) <0 siH I (p(p) =0,
p |y p

alors P posséde l'unicité de Cauchy par rapport a S prés de x (cf.1.1.).
o

3. Commentaires

3.1. Invariance des hypothéses

Les hypothéses sont invariantes par changement de coordonnées ainsi que

par changement de fonction ¢ définissant ¥ pour les théorémes, et S
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pour le corollaire,

3.2. Position des bicaractéristiques

- Lemme -
Soient P et J} vérifiant les hypothéses du théoreme 1 . Alors pour tout

- _n f s

€ i = H x ,F =0 la bicaractéristique
x €0, 8 SR NO, sipx,8) =H (9,50 , i a

tangente issue de (x ,E ) reste localement "du bon cdté" , i.e. vérifie
o ’?o

A

¢(w(s)) < 9(w(0)) pour s dans un voisinage de O
( (i) = H ((1)) ’ U.)(O) = (x P
P o

tangente a un contact d'ordre fini avec une hypersurface de la famille ¥ ,

R

)) . En particulier, si une bicaractéristique
o

v

nécessairement ce contact est d'ordre pair et du ''bon cdté" i.e.

2
P(Xo,éo) = Hp (¢) (xo,go) =0 , 1<4 <2k,
et 2K (x 9§ ) < 0
P o o

Pour démontrer ce lemme on utilise que dp A d{p,y} £ 0O sur p = {p,y] =0
et on trouve une carte locale symplectique au voisinage de (x g ) dans
o’%o

laquelle p = 51 . On peut comparer ce résultat au paragraphe 1.4 ci-dessus.

3.4. Globalité de 1'hypotheése (2.5)

I1 semble impossible de faire une hypothése en un seul point x dans le
o
cas ou il existe des bicaractéristiques tangentes ayant un contact d'ordre

strictement supérieur a 2 . Ceci est illustré par l'exemple suivant :

Dans Hé’ , X = (t,xl,xz) de variables duales (T,gl,gz) , on se place au
voisinage de 0 = (0,0,0) avec ¢ = t . Posons
(3.1) p =T g E, * £ - xh) (g, -5 2 s tgz .

°1°2 1 2 1 °2 1

[ee]
Cet opérateur est a coefficients C réels, d'ordre 2, de type principal,

non caractéristique, et vérifie pour g € H%3\ o]

p(0,g) = Hp(?) (0,6) = 0 implique

(3.2) (Hi(@)(o,g) < 0) ou

(2 (0,5) - (9 (0,8) -0 et H§(¢>(o,g> <o .
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Néanmoins dans tout voisinage de O , sur S , on peut trouver x et

¢ C R\ 0 tel que
pix,8) = H (9)(x,8) =0 et HE(WX:%‘) >0 .

Donc au point x , le théoreme d'Alinhac C 1] permet de construire un

contre-exemple a l'unicité de Cauchy.

3.5. Compacité
La condition (2.5) n'est pas suffisante pour que P possede 1'unicité

, 2
de Cauchy au sens (1.1). Par exemple 1l'opérateur (des ondes) D+ + Dx Dx
1 2

ne posséde pas l'unicité de Cauchy (pour des termes d'ordre inférieur
quelconques c) par rapport a la surface d'équation t = 0 (cf.[2],[3],[5]
th.8.9.4.). On évite dans les théoremes ces problemes de "convexification"

en utilisant la notion d'unicité de Cauchy compacte.

3.6. Exemples
h . . @ ’ . .
3.6.1. Considérons un opérateur P a coefficients L , défini dans un

4
voisinage de O dans IR , de symbole principal

p = 12 + il §2 + gi + t ((1+X1)§1 + 52 + 53)2 ,
Les variables de Hﬁt étant x = (t,xl,xz,XB), et leur variables duales
g = (7,51,52,§3). Soit J 1la famille d'hypersurfaces orientées donnée
par ® = t , clairement non caractérsitique pour p . Le symbole p vérifie
les hypotheses du théoreme 1 , les bicaractéristiques tangentes sont tournées

du bon cdté (t < 0) a un ordre < 4 ; en outre, en tout point voisin de O ,
on peut trouver des bicaractéristiques tangentes a l'ordre 4 exactement,

de sorte qu'aucun résultat de stricte pseudo-convexité n'est applicable ici.

.

3.6.2. Soit P un opérateur défini sur un voisinage de O danszB, a

@
coefficients L , de symbole principal

2 2 2 2 2
F -F - t%F
+ t(x1 + xz)( ) i

=T + F_F
p -~ .)1 .)2

°1-2

et soit S 1l'hypersurface d'équation, (t,x ,x2) étant des coordonnées

1

locales et (7,51,52) des variables duales. Le corollaire implique 1'uni-
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cité de Cauchy (au sens (1.1)ici) pour P par rapport a S pres de O 3
R
Remarquons qu'en O il existe des bicaractéristiques tangentes a l'ordre &4

et que par conséquent un résultat de pseudo-convexité ne peut s'appliquer a

priori ici.

$ .4 . INDICATIONS SUR LA PREUVE

La technique employée consiste a établir une inégalité de Carleman pour
P . Pour cela on étudie 1l'opérateur
(4&.1) eV ev\l’ = P(X:Dx‘iv\l“(x)) =P

"/

ou V¥ est une fonction ¢ réelle et v wun 'grand paramétre" positif. On
est. par suite conduit a étudier le "symbole" p(x,7f-iv¥'(x)). Pour cela on
développe un calcul symbolique a grand paramétre analogue au calcul classique
(a cela prés qu'on ne demande pas de "gagner" quand on dérive par rapport

\

a v).

4.1, Calcul symbolique avec grand paramétre

4.,1.,1, Définition
Soit1 2p>86=20, m€ R .

On dit que a(x,E,v) € x? si
b

6
(i) a(x,e,y) € Coo(anx R' X I) ou I = [1,+ [ ,

(ii) pour tout (a,B,\) C N x N x IN, il existe C > O tel que, pour
tout (x,E,/) € R® x R'x I

m-plBI+6,al

B 6\7/\ alx,e,v) | = clv+lgh .

(04
]ax ag

On démontre les propriétés usuelles du calcul symbolique : composition,

. L L, 2 , p ., s ° .
adjoint, continuité L . On démontre également une inéegalité de Garding :

o
4.1.2, Inégalité de Garding précisée

m
Soit AY un opérateur de symbole a(x,f,/) € 21 o 5
’

\ m
= + b b €
a am y Ou 21

-1
,0

Si a 20 , alors il existe C = O (indépendant de v) tel que, pour tout

m
ué‘f(mn)
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2
Ihg(Avu,u) + C Hu“ m-1 , =0,
”

2
avec nunj’v - 62 1P Jae? ag .

4,2, Estimation sur les symboles

En utilisant les hypothéses sur p et ¥ , on prouve tout d'abord une

estimation du type

n
12 Ge,D % ecs®+rh , xeq
51 9% .

.

ou a = y(x)p(x,f-iy¥'(x)) , . x étant une fonction de
troncature, (£,[') € R'x R \ (0,0) 3 de cette estimation, on déduit une

inégalité sur Rv du type

| »2 1 ‘;(' 2 N . -2
(4.2) ,leu.|L2 + |l(py) u”L2 = C(5) ;lu”l’v ,
avec C(§) —> + »

, (diameétre suppu < &) .
6—0

Puis en posant
p(xyi—if W'(x))‘: jl(x,iyr) + il jZ(X,E,F) )

on prouve une estimation du type

.12 .2 : .
CllJll * 02|32l tad, v b, Ui} =0, (D) &80,

o]
ouc, , c2 sont des constantes et a,b des fonctions C sur la spheére

Ceci nous permet d'établir une estimation de la forme

| 2 * 2
(4.3) P ul™y - il

2
codll® =0,
L L ”

2

ce qui avec (4.2) nous donne une inégalité de Carleman.

Cette méthode s'inspire de la preuve de [4] pour la résolubilité locale
d'opérateurs de type principal dans le cas non dégénéré (p = p1+ip2 ,

dp Adpz;éO sur p, = p_ = 0).

1 1 2
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