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XIX.1

1. PRELIMINAIRES

1.1 Considérons un corps élastique peu compressible @ccupant un ouvert

N
borné @ de R { N> 2) de frontiére réguliére, soumis & un champ de forces

2,f3) et fixé au bord 092 . Dans le cadre de l'élasticité

linéaire le déplacement q =(u1,u

vQlumiques ? = (fl’f

2,u3) est alors la solution unique du systéme de

l'élasticité

il

) ->
-u AR -1 grad div 2=f dans 9,
€
(1.1)
=0 sur 0 ;
les constantes de Lamé sont U > O fixé et A =-é -HU ; le paramétre € > 0 est

choisi petit et caractérise la petite compressibilité du solide considéré.
€
Comme cela a &été montré par Lions [5] la solution u  de (1.1) converge

vers la solution du probléme de Stokes

—,
—uAﬁ+g—r_5{ip=f dans Q ,
(1.2) divd=o0 dans § ,
A=0 sur of) .

Dans la suite je présente quelques résultats obtenus en collaboration
avec M. Lobo-Hidalgo et E. Sanchez-Palencia [1] , [2] concernant les relations entre

le spectre des opérateurs (1.1) et (1.2).

: 1 3
1.2 Introduisons les espaces V = HO(Q) , H= L2(Q)3 et la forme sesquilinéaire,

hermitienne et coercitive sur V X V

f N Bui 531 1 "
a (4,V) = j (v ) -B?'—Ti+—divudiv3)dx
Q  i,k=1 x %k
On désignera alors par A€ 1l'opérateur linéaire et continu de V dans V' = H_l(Q)3

associé a la forme a€ et aussi l'opérateur correspondant, non borné dans H, de
. s € - . . P

domaine D(Ae) c V ; évidemment A est, dans H, un opérateur autoadjoint défini

positif & résolvante compacte dont le spectre est formé par la suite des valeurs

propres de multiplicité finie

A
{
+
8

—
N M

chacune étant répétée selon sa multiplicité.
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On établit le comportement asymptotique des valeurs propres par
application des résultats généraux pour les systémes elliptiques (voir par ex.

Grubb [3] pour une présentation de ces résultats) ; on définit N(t;a®) = /2. 1
A<t
J
et on obtient
(N - =+ 8)/2
N/2 2

€
(1.3) N(t;A ) = ¢ Et + O(t ) pour t 2 + ®
A

od 6 >0 est arbitraire et, dans ce cas particulier ,

w. _ N/2
e o =N woy N/2 hes () [1 + _(%1\:1[_)—_1—(1 S
A (2m)

ot wN désigne le volume de la boule unité de IQJ.

Remarquons aussi que le systéme (1.1 ) est elliptique au sens de
1

2y
€ . .
teur A est d'indice O (considéré dans <$(V,V') ou bien comme opérateur non borné

1 -
Asson-Douglis-Nirenberg pour tout € € ¢ avec £ # {—‘E y - ,0} ; donc 1'opéra-

dans H), pour tout

1 1
€€¢\{"'u,_2uyo}.
2 3
1.3 Soit VD = {3 € Hcl)(Q)€ ;div 3= 0} et HD sa fermeture dans L ()~ ;
considérons la forme sesquilinéaire, hermitienne et coercitive sur VD X VD
N du v,
D .
a (3,3) = Llj X S—i' g*é dx .
Q i,k=1 o xk

On désigne par AD l'opérateur linéaire et continu de VD dans Vé associé a la
D . s R
forme a , ainsi que 1l'opérateur non borné autoadjoint défini positif dans HD. AD
est & résolvante compacte dans HD et son spectre est formé par une suite de
valeurs propres de mulitplicité finie
D D

0 < ;1 < ;2 <... =» + o ,

chacune étant répétée selon sa multiplicité.

D'aprés un résultat de G. Métivier [6] on sait que le comportement

asymptotique de N(t;AD) = (e 1 est

tP<t
1
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N/2

(1.5) N(t,AD)fv CA t pour t - +
D
ou
w

(1.6) c, = Now -1 v V2 nes@.

D (2m)
D'aprés (1.4 ) nous remarquons que
(1.7) cA = lim c .

D € -0 A

Si T € p(AD), ensemble résolvant de AD, alors le probléme

~uM +gradp=f+ ¢4 dans Q ,
(1.8) divid=g dans

u=0 sur 9f ,

admet une solution unique (ﬁ,p) € HIO(Q)3 x Lz(Q)/a pour tout (E,g) € H_1(9)3><L2(Q)/¢;
ici LZ(Q)/¢ désigne le sous-espace de LZ(Q) formé par les fonctions & valeur

moyenne nulle .

i ; g -1 ,0,3 e + >
On sait, voir Temam [8] , que £ € H "~ (Q) vérifie <f,v¥ =0 pour
- —
tout ; € VD si et seulement si f = grad r avec r € LZ(Q)/c ; ici < , > désigne la

dualité entre H_I(Q)3 et Hi(9)3 . On en déduit que si dans (1.8 ) on a g =0 et

- — 2
f = grad r, avec r € L"(Q) /¢, alors la solution est (O,r).

Si g € G(AD), spectre de AD, alors (1.8) admet une solution si et

—)
seulement si (f,g) vérifie la condition de compatibilité
(1.9) <f,v> = J g qadx ,
Q
pour tout (3,q) solution du probléme homogéne.

Dans la suite nous utiliserons l'estimation suivante de la solution de

(1.8 ).
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Proposition 1.1 : Soit T € p(AD); alors la solution de (1.8) vérifie
l'estimation
(1.10) 19, o+ el <c@{ITh _, +lgl , }

H_ () L™ () /¢ H (R) L) /¢ '

B + D |zl
dist(Z,0(A)))

oi C(C) = (A + ) (E+ F |t]l) avec A, B, D, E, F dépendants seulement

de  etde u .

Pour la démonstration il suffit de se rappeler (voir Temam [8]) que

1'opérateur div est surjectif de HO(Q)3 sur L2(Q)/¢, que

el <c, @ lgrad pll _,
L (/¢ H (Q)
et enfin que pour C € p(AD) on a

(e}

-1 = 2 -
- f < .
H(AD C) { dist(C.0 B £l -
\Y D D
D

1.4 Soit maintenant C € ¢ avec T # C? ,i=1, 2,..., et considérons,
pourlg € H_l(Q)3 donné, le probléme

E € w3,
(1.11) ©

_)
-uAd —ég}“a*ddivﬁ8 = F+ A

Le résultat suivant compléte celui de M. C. Pelissier [7]

Proposition 1.2 : Pour tout O # € € ¢ avec |e| assez petit le probléme (1.11)

admet une solution unique [ qui est une fonction holomorphe de €

Démonstration : Puisque AE - CI est d'indice = 0, il suffit de montrer la

surjectivité. Pour cela on cherche

(1.12) u =u + €U + 70 +...
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avec ﬁi € Hi(Q)3 tels que la série soit convergente dans HZ(Q)3 pour |eg| assez
petit.

Par un raisonnement habituel on substitue l'expression (1.12) de @
dans (1.11) et on essaye de vérifier les équations trouvées pour les différentes

puissances de €.

En prenant la puissance e_l on trouve g?ga div 4° = 0 et donc

1 3
puisqu'on cherche @° € HO(Q) , %° doit vérifier
.. 20
divuau =0 dans Q.
En prenant les termes constants on doit avoir
—uAﬁo—g?a—.’adivﬁl =f+ zd°;
si donc on pose
A, 2
(1.13) p = -div u dans L7 (Q)/¢ ,
, o O 1 3 2 . -
on voit que (3§ ,p ) € HO(Q) X L7 (Q)/C est la solution du systéme

o —s o0 = >0
- pAU +gradp =f+ Cu dans Q ,

>0

(1.14) diva =0 dans Q ,
= 0 sur 9f? R

et, grédce & la proposition 1.1, satisfait 1l'estimation

>0, (o] -
<
ral 3 7 ftp i 5 ceH) IEll 13"

Hé(Q) L™ (Q) /¢ H " ()
En prenant les termes d'ordre € on doit avoir
u AR - grad aiv 2t = !

et donc si on pose

p = - div u2 dans L2(Q)/¢
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on voit, en se rappelant de (1.13), que (31,p1) € HZ(Q)3>< LZ(Q)/G est la

solution du systéme

- u A 31 + grad p1 = 31 dans § ,
. a1 o
divu =-p dans O ,
ul = o sur 99

et grdce a la proposition 1.1, satisfait l'estimation

-1
nh , o+l <c@ 1p°l
HO(Q) L°(Q)/ ¢ L™ (R) /¢
.2 0
Lc @ Iell 13
H "~ (Q)
On peut continuer de la méme maniére : on en déduit que la série (1.12) est

convergente pour |el < 1/C(z), €# O, et que %€ verifie 1'estimation

(1.15) 130 , < =B
H! () i-lelcr)  H (@

Q.E.D.

On peut prolonger la définition de ﬁe pour € = O en lui donnant la
valeur ﬁo solution de (1.14); ﬁe , ainsi défini, est une fonction holomorphe de €
dans le disque {e € ¢ ; lel <1 /c@} .

-0
u

Par ailleurs dans (1.14) € VD et donc satisfait aussi

-0 ->
AT - ¢ ° = 1f,

oid Il est la projection orthogonale de LZ(Q)3 sur HD ou bien de H_l(Q)3 sur Vé

On peut donc interpréter les résultats obtenus en disant que
>£ [ -1—= >0 - .-
u () = (A -¢) f converge, pour € - 0, vers U () = (AD -z) mf dans
1 3
HO(Q) fort; de plus cette convergence est uniforme pour tout ¢ € K compact de

- - - . - 3
p(AD) et grédce a (1.15), pour tout f dans un ensemble borné de H 1(Q) .
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1.5 Le résultat de la proposition 1.2 peut étre complété en considérant les
projecteurs dans LZ(Q)3 :
€ _ 1 € -1
(1.16) P = 2iTrJ (a z) ag ' € #0,
Y
et
(1.17) S N -7) T
) * 2im JY D !

ol Y est une courbe simple fermée contenue dans un compact K de p(AD) et entourant

D
une valeur propre Ly de AD .

. . € . =
Proposition 1.3 : Pour |e| assez petit, P est une fonction holomorphe &

valeurs dans £1L2(9)3) qui prend la valeur PB pour € = O .

> 2 s =
Démonstration : Soit £ € L (Q)3 fixé. Du théoréme de la convergence dominée on

déduit que :

- D
lim 2 - Rl , =0
€ -0 L™ ()
ou, grdce a (1.15), la convergence est uniforme pour tout ?'dans un ensemble borné

-)
de LZ(Q)B. De plus. 'ﬁe::P€ f est, grdce & la proposition 1.2, une fonction

holomorphe de €, pour |el|petit, & valeurs dans L2(Q)3, qui prend la valeur

D> € 3
P = P,f pour € = O. Puisque P est borné dans (£(L2(Q) ), on obtient le
résultat par un raisonnement classique (voir par ex. Kato [4], chap. VII , § 1.1).

Q.E.D.

Toujours grdce aux propriétés classiques des projecteurs qui convergent

en norme, on a, pour J|eg| assez petit,
D
(1.18) dim Im P€ = dim Im P,

L. €
et on peut choisir les vecteurs propres de A de facon qu'ils convergent forte-

2 3
ment dans L7 ({2) ° vers les vecteurs propres correspondants de AD .
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2. APPROXIMATION ANALYTIQUE DES VALEURS PROPRES DE AD

. D f o< s s os
2.1 Soit C* une valeur propre fixée de AD, de multiplicité m.
€
Théoréme 2.1 : Soit |e| assez petit. Il existe m valeurs propres de A , even-

tuellement non distinctes, fonctions analytiques de € :

€
4 _ D 1 22
cm—c* + &:C(l)+€ ?;(1)+...
(2.1) 4 e
_ D 1 2 .2
\C(m)— Ce + gC(m)+€ Z;(m)+...

t m vecteurs propres linéairement indépendant, fonctions analytiques de € , qui

pour € = O engendrent ker(AD - CB). Pour € réel les valeurs propres (2.1) sont

réelles.

R s . - .
Remarque : Si A était une perturbation analytique de AD, le résultat serait
classique (et dd & Rellich, Nagy, Kato, voir Kato [4]) mais dans le cas présent
€ . .
A n'est pas une perturbation analytique de AD .

=

Démonstration : Gréce & la proposition 1.3, on peut construire pour |le| assez

petit la "transformation function" U(e), comme dans Kato [4] chap. II, § 4.2,
holomorphe de € & valeurs dans dﬂL2(9)3) avec U(0) =1I et

p€ = ue) P2 vl e

Suivant une démarche classique, on considére la famille d'opérateurs

2 vl a v ;

or, il est possible de choisir les U(€) unitaires pour € réel, et les opérateurs
Xe, € réel, sont alors aqtoadjoints.

Le projecteur PB , qui décompose AD , décompose également XE , car
les 2 opérateurs commutent ; dans Im PE , les opérateurs AD et ig sont des
matrices et le probléme des valeurs propres de a® dans Im P® est €équivalent

a celui de & dans Im PE .
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€
Toujours grdce & la proposition 1.2, on voit que X est holomorphe dans
l'espace de dimension finie Im Pg et donc on peut y appliquer la théorie classique
développée dans Kato [4] chap. II, § 1 ; puisque -\ est pour € réel, un opéra-

teur autoadjoint on en déduit le résultat.

Q. E. D.

2.2 Désignons par ﬁil) , 2 =1,...,m, une base de vecteurs propres
associés aux valeurs propres Cig) ; i1 s'agit donc de solutions du probléme

+€ 1 — L2 € €

ul&u(z) = grad div u(l) = C(g) u(z) dans @ ,

(2.2)

+€ 1,..3

H .
u(l) € O(Q)
On sait par le théoréme 2.1 que
€ o -1 2 52
2. b =3, o+ + 4 +... £=1,2, ..., m
(2-3) ) T Rw o T Y ’ s '
ol les ﬁi € Hl(Q)3 t les &, . engendrent ker(A_ - D )
(2) - o et les Uiy ©n9 p - &x’ -

i »1
30 Y2)
dans la démonstration de la proposition 1.2 : on remplace l'expression (2.1) de

Pour calculer les dans (2.1) et les dans (2.3) on opére comme

>

, et l'expression (2.3) de u dans (2.2), et on essaye de résoudre les équa-

CE: €
(2) (2)
tions trouvées pour les différentes puissances de € .

Le coefficient de la puissance de 8—1 donne, pour chaque £ = 1,...,m

>0

div u(ﬁ) =0 dans § ,
et le terme constant donne
1 >
-u A ﬁ?Q) - grad div 3}2) = gz u?z) dans 9 ;

donc, en définissant

- _ -
P (2)
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(3?2), p?l)) satisfait, pour chaque % =1, 2,....,m, le systéme homogéne
-uA T+ g;EE q = CE v dans & ,
(2.4) divv =0 dans § ,
¥ =0 sur of) .

%*
On retrouve ainsi que les 30, € VD engendrent ker(AD - QD); on peut les détermi-

(%)

ner, a une transformation unitaire dans ker(AD - QE) prés, par la condition

d'orthonormalisation

-+0 0
(2.5) (u , u ) = 0 2,k =1,...,m ;
(L) (k) L2(9)3 2k
les (ﬁ?z), p?z)) pour £ =1,2,...,m forment alors une base de l'ensemble des

solutions du probléme homogéne (2.4).

1 -1 .
En prenant les termes d'ordre € , on voit que C(%) et u(x) doivent,

pour chaque £ =1,...,m, satisfaire les équations

_ -)1 1 _ D .,1 - 1 >0
[ uA u(z) + grad p(z) Cx u(ﬁ) Q(Q) u(z) dans 9 ,
. >1 - _ o
(2.6) < div u(z) = p(l) dans § ,
k ﬁtﬁ) =0 sur 0f) .

Par ce qui a été rappelé en 1.3, 1l'équation (2.6) admet une solution

si et seulement si ( Ctl) ﬁ?z) r - p?g))m vérifie la condition de compatibilité
(1.9). Dans le cas présent, si (3,q) = X o, (ﬁo B po ) désigne une solution
k=1 k (k) (k)

arbitraire du probléme homogéne (2.4), alors (1.9) devient, grdce a (2.5)

k

n~s

Q. J e ° ax £=1,...,m
1 k

a El =
2 "R Q Py Px)

1 - e
si bien que les - Q(Q) sont les valeurs propres de la matrice autoadjointe positive

M de coefficients

_ f o o
ka JQ p(l) p(k) dx £, k=1,...,m
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et donc les coefficients sont réels < O et déterminés de fagon unique.

1
"W
Avec le choix précédent des Ciz) , les équations (2.6) admettent une
solution, non unique : la solution qui convient est précisée lors de 1'étape

).

suivante (calcul des C2

(L)

D . PR
2.3 Si [, est une valeur propre simple, et donc m = 1 dans ce qui préceéde,

on a

et Ql <0 si po £ 0 .

On peut se demander si en général la matrice M est toujours définie positive :

A 1
c'est surement le cas si - 4 A w = CE w et wE€ HO(Q) implique w = O .

Si M est définie positive, alors ona C < 0 pour tout & =1,...,m

(2)
et donc pour € réel , |e| assez petit, on a
€ D
Q(z) < Ty pour 2=1,2,...,m ;

ce résultat est raisonnable d'un point de vue physique car pour € ~Ny O le corps
devient de plus en plus rigide (& la compression) et donc les fréquences des vibra-

tions propres doivent augmenter.

2.4 I1 est intéressant de comparer les formules (2.1), valables pour chagque
valeur propre Ci fixée de AD avec les formules (1.3) et (1.5), qui donnent le

comportement asymptotique de la n-éme valeur propre de A€ et de AD :

e C—2/N n2/N

Cn c pour n -» © ,
A
D -2/N 2/N
- ~C / n / pour n = © ,
n AD

ou, grédce a (1.4) et (1.5), on a

c—2/N _ c—2/N

€ A
A D
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Cette formule est cohérente avec l'interprétation physique rappelée en 2.3 et
montre par ailleurs que la dépendance analytique en € de ¢ i ne se conserve
pas en général par passage a la limite pour n -» «©

Ce dernier phénoméne s'explique : en effet, d'aprés le théoréme 2.1,
toutes les valeurs propres Z;E de AD sont approchées de fagon analytique par des

valeurs propres de Af® ; mais il n'y a aucune raison pour que soient

€
“n, 0 c
ainsi considérées toutes les valeurs propres de A ; les autres valeurs propres
peuvent ne pas dépendre analytiquement de € , comme le montre l'exemple suivant

inspiré des considérations du § 6 de Métivier [6] .

N
Exemple : Soit Q = Jo,2w| et considérons les problémes analogues a (1.1) et
(1.2), avec condition de périodicité. En développant en série de Fourier on voit

aisément que les valeurs propres de AD sont

2
CD = ulvl de multiplicité N - 1
N €
quand V parcourt Z ; les valeurs propres de A sont
€ 2 ot s
C = u vl de multiplicities N-1
€ 1
A~ = (u+ E0 IVI2 simple ,

N € .
quand V parcourt Z . Les valeurs propres ) ne sont pas analytiques en € .
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