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Nous étudions ici des problémes de contrdle optimaux dans lesquels 1'état
du systéme est défini comme 1'unique solution d'une inéquation variationnelle
stationnaire.

La principale difficulté provient du fait que 1'état n'est pas une
fonction différentiable du contrdle mais qu'il est seulement lipschtiz. Il est
alors délicat de donner des conditions d'optimalité du premier ordre qui
décrivent correctement la situation.

Ce probléme a déja été étudié tant sur le plan théorique que sur le
plan numérique par plusieurs auteurs. Ils ont utilisé
soit une approximation de 1l'inéquation variationnelle au moyen d'une pénalisation ,
Yvon [1], Saguez [7], soit la différentiabilité presque partout d'une application
lipschitzienne , Mignot [7], Saguez [7], Zrikem [10], soit encore la notion de
gradient généralisé, Barbu [1], [2]. Ici en utilisant la notion de dérivée conique
(cf. Mignot [6]), dans le cas ol il n'existe pas de contraintes sur le contrdle,
nous obtiendrons des conditions nécessaires du premier ordre qui contiennent
strictement celles obtenues par Barbu [2] dans certains cas (voir exemple modéle)

Dans la section 1, nous décrivons le probléme ; les principaux résultats
sont donnés dans la section 2, dans la section 3 nous donnons des résultats
auxiliaires et démontrons les principaux théorémes. Dans la section 4, nous donnons
les résultats pour deux exemples, faisons quelques remarques supplémentaires et

énongons des problémes ouverts.

I. POSITION DU PROBLEME

Afin de simplifier, nous prenons un exemple modéle et ncus laissons au

lecteur le soin d'adapter les démonstrations aux différentes variantes possibles.
. - n . s L qe

Soit 2 un ouvert borné de R et I sa frontiére. Nous considérons un

espace de Hilbert V tel que
1 1
HO(Q) <&V GH (),
+
et tel que si u € V alors u € V.

Nous notons par ((.,.)) et par | .|l le produit scalaire et la norme

associée dans V.
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Nous considérons la forme bilinéaire a(.,.) définie sur V X V par

s

n
ale,P) = L J 2 EQ,_.,EQ, dx +
9]

[, 20 (
= My . b. Bx,w dx + coyPax ,
J 1 i

i, 3=1 io1 ig 1 Jq

[ee]
ou aij' bi' c appartiennent 4 L (f2). La forme bilinéaire a(.,.) est continue sur
V X V et nous supposerons qu'elle est coercive

(1.2) 3a>0, VOEV a(d,0) = allgll?

Si <.,.> désigne la dualité entre V'et V nous avons

(1.3) Vo, €V, a(p,P) = <ad,p> , od A € L(V.V'")
Définissons maintenant
(1.4) K={¢ ,0 €V, ¢$o=0 p.p. sur Q}.

L'ensemble K est un (cone) convexe fermé, non vide de V. Nous sommes

alors en mesure de définir correctement le probléme de contrdle.

Soit f donné dans V' et soit Uad un convexe fermé de L2(Q). Pour chaque

v € Ua nous définissons y = y(v) (l'état du systéme) comme la solution de 1'inégua-

d
tion variationnelle

(1.5) a(ly, ¢-y) = <f+v, ¢-y>, V¢ €K,
y € K.

Nous pouvons interpréter 1.5) comme suit

Ay=f+v+€;
(1.6) y>0; E>o0,
<€,y> =0 o

Des arguments classiques [3] [5] montrent que (1.5) a une unique solution.

Maintenant pour zd’E LZ(Q) et N > O, nous définissons la fonction colGt J

par,
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(1.7) J(v) = %-IQ (y(v) - zd)zdx + g— Jdvzdx '

et nous cherchons vor le contréle optimal, solution de

(1.8) © ad
J(v ) = Min J(v) .
© v €U

ad

Remarque 1.1 : On peut considérer des exemples variés de convexes de contrdles

admissibles ou de fonctions cofit pour lesquels on obtiendrait des résultats analogues.

En particulier on peut considérer les cas suivants :

Exemple 1.1 :

v=ul(Q ; K=1{6,¢ €EVv, $ >0 p.p. sur I'}].

Alors pour le méme type de forme bilinéaire et le méme contrSle nous
obtenons un systéme dont 1l'état est gouverné par le probléme de Signorini et nous
pouvons introduire la fonction cout suivante : (avec zd € L2(F))

2 N 2

J(v) = %-{ (y(v) - zd) ar + E-I Vo dx
r Q
Exemple 1.2 : Si y(v) est défini comme dans l'exemple 1.1 nous pouvons considérer
une autre fonction coiit (avec zg €H (D))
BL (v) -z 12 +9‘—J (v) 2ax
Va 412 2 g
H (D)

1

J(v) = 5

. 9 . s P
ol = désigne la dérivée conormale associée a A.

avA

Exemple 1.3 : Si { est un ouvert régulier borné de R" tel que sa frontiére T
. 2
est 1l'union de deux composantes connexes Fo et Fl' pour v € L (Tl) nous considérons

y(v) la solution de

Ayv) = £, dans Q ,

y(v) =0, _g_%_ﬁ’_) =0, —g—-%g-‘—’—)— .y(v) =0 sur T

(1.11) A A

y(v) =v sur [ ,
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et la fonction coit (zd € H—l/z(To)),

1,9y (v) 2 N [ 2
(1.12) Jiv) == |5 - 5 17 +a (v) “dr.
2 v, d 1/2(Fo) 2 Jr1

Dans ce cas nous avons & définir ce que nous entendons exactement par

solution de (1.11) quand v € L2(T1).

Exemple 1.4 : Pour £f € R, v € R, zd € R, nous considérons,

(1.13) y(v) = (£+v) "

C Ll -2 4 N2
(1.14) J(v) = 2(y(v) zd) + 2(V) .

Tout ce qui suit s'applique & ce cas trés simple mais qui néanmoins

contient les principales difficultés et qui donnera des contre exemples significatifs.

II. KESULTATS PRINCIPAUX

Nous commengons par un résultat simple d'existence du contrdle optimal.

Théoréme 2.1 : Tl existe un contrdle optimal vy € Ua (en général il n'y a pas

d
unicité) .

Afin d'obtenir des conditions d'optimalité du premier ordre nous

supposons que U_j = L2(Q).

4
Si y est solution de (1.5) nous définissons :

(2.1) zy = {x,x € Q, y(x) =0}
(cet ensemble est défini & un ensemble de capacité nulle prés)

(2.2) sy ={¢, d €V, >0 g.p. sur zy , <E,¢> = o}

(g.p.!quasi partout)

(et & =Ay - f - v est défini par (1.6)).
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Théoréme 2.2 : Le contrSle optimal vy satisfait les conditions suivantes

(i) VOE v

(ii) si v, = y(vo), il existe P, tel que ,

p
p €S ’
(o] yo
( _
(2.3) ﬁ vy € syo, a(w,po) & JQ (v, zy) Y dax ,
L P, + NvO =0 .

%
Remarque 2.1 : Si nous définissons (Sa )O (le cdne polaire de S par rapport a
* Yo Yo
la tforme adjointe a (.,.)) par :
%k
a ,o
(2.4) s ) ={¢,9€EV, VYPES , al,¢) <O},
y y
o o
nous pouvons encore écrire (2.3) sous la forme
(
S
po({ v ’
- *
S _ - _ . a o
(2.5) jpo (a) (YO zd)e(sy) ’
o
+ = .
po Nvo o
\
"n éliminant 1'état adjoint p_ nous obtenons le
Corollarre 2.3 : Il existe au moins une solution (y,v) du systéme suivant
aly,d - y) = Jf(f+v)(cb—y)dx , vV ¢ €K,
Q
y € K,
(2.6)
1
r > - = -
% a(yp,v) N J (y zd)d)dx ’ VY € Sy
9]
t-v € S
\ Y

et (y ,v ) e«t une telle solution.
Yo'V
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3. DEMONSTRATIONS

3.1 Démonstration du théoréme 2.1

Nous savons que J(v) =2 0, V v € Uad

Soit j = inf J(v) et soit vn une suite minimisante. Nous avons
vVeETU
ad

lim J(v.) =3 .
n - o n

2
Comme N > O , (vn) est une suite bornée dans Ua c L), et

n€ N d
nous pouvons en extraire une sous suite faiblement convergente (v )k €N telle
que :
2
V NV dans L () faible quand k » » .
n o
k
< . .. . 2

Comme Uad est convexe fermé, vy € Uad . Comme { est borné l'injection de L™ ({2)
dans V' est compacte, donc Vo Vv, dans V' fort quand k - .

k
Ainsi nous avons :

y(v_) - y(VO) =Y, dans V quand k -» «

Utilisant la semi-continuité inférieure pour la topologie faible dans

LZ(Q) de la norme nous obtenons :

j= lim J(v_ ) =2J(v) ,
k » °©
et
J(Vo) = Min J(v) .
v €U
ad

3.2 Démonstration du théoréme 2.2

Nous donnons d'abord les résultats obtenus en approximant 1'inéquation
variationnelle par une suite d'équation pénalisée. Cette méthode a été utilisée par
Barbu [1.2] et Mignot-Tartar [8] mais comme nous le verrons, elle ne donne pas

l'ensemble du théoréme 2.2.
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Néanmoins cette méthode montre le fait important que le contrdle optimal
vy appartient a v .

Pour &§ > O considérons :

r + g— si r < -§.
§
B (r) = - 5%—’r2 si -§d<r<o,
0 si r < 0.

Pour € > O nous notons par ye(v) l'unique solution (qui existe) de

1'équation pénalisée :

ay.m+ Ly o=y,

(3.1)
ye(v) eEv.
Utilisant une technique due & Barbu [2] nous définissons une fonction coiit
J
€
(3.2) g =2 v -z lax+ Y| wax+ L | wv)lax,
€ 2 Q € d 2 Q 2 Q o

ou vy est la solution de (1.8) donnée par le théoréme 2.1.
Nous pouvons alors obtenir aisément le résultat suivant (les démonstrations

sont classiques) :

Théoréme 3.1 : Pour chaque € positif, il existe ve € L2(Q) tel que
J (v.) = Min J (v) ,
e yei@

de plus on a
1 .68 _
rAy€+€B(y€)—f+v ’
y€€V,
* 1.6, , _ _
(3.4) ) Ap, + (B 'y p_ = (v, - 2

p€ €V

I
@)

+ + -
\ P N Ve (VE Vo)
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Utilisant le théoréme 3.1, nous allons obtenir des estimations a priori qui

impliquent les résultats de convergence suivants :

Théoréme 3.2 : Quand € tend vers O nous avons :

2
v_- v dans L () fort,
€ [e]
ye - yo dans V fort,
p€ = P, dans V faible,

avec
(3.6) P, + Nvo =0
et
(
=f+v +
Ay, Yo E;o !
Y, = 0, go =0, <§o,yo> = 0,
*
. = - +

(3.7) { A P (v, - 24 Ny’

<no'yo> = <€o'po> =0

P> < .
\<nopo < O

Remarque 3.1 :

1) Dans la suite nous n'utiliserons pas (3.7) mais plutét (3.6) qui montre
que Vv € V.
2) En fait avec la propriété v, € V nous obtiendrons directement un systéme plus

précis que (3.7) comme le montrera un exemple dans la section 4).

. ‘s 2
Démonstration : Nous savons que pour v fixé dans L™ (), quand € tend vers O,

1
ye(V) - y(v) dans V fort ( car la pénalisation E-Ba(.) est adaptée au convexe K).

A partir de (3.3) nous avons ,
1 2 N 2
< = — - —_ .
Je(ve) %}vo) 5 IQ(YE(VO) zd) dx + ) JQ(VO) dx

Donc J (v )—sJ(v ) quand € - O et
€ o o

(3.8) lim sup J (v ) < J(v.)
€ € o
€= 0
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De plus (v_) est borné dans LZ(Q) (indépendant de € ), nous pouvons donc

, €>0 \ .
extraire une sous-suite (notée encore ve) telle que :

Ve ___;.G; dans L2(Q) faible si € - O.

Alors v€ - 50 dans V' fort si € - 0O, nous en déduisons que
v) > y(V d for i € - 0.
ye( 8) y( O) ans V fort si
Ainsi

J[ 5 - volzdx -

[ (v 124 4 L
J (vo) dx + 2 | o

o 1 _ 2
lim inf Je(va) > > J |y(vo) zdl dx + o

€ >0

N2

- v )lax
Q (o) (o]

(
)
1 - 2
= J(Vo) + E-J (vo - vo) ax ,

(d'aprés (1.8)).

A partir de (3.8) et (3.2) nous obtenons :

J (v - J(v si € -0
€( e) ( O) '

2
Ve 2V, dans L () fort si € - O,

Alors y€ = yg(ve) tend vers yo = y(vo) dans V fort si € tend vers O.

Multipliant la seconde équation de (3.4) par p€ et utilisant le fait que
(86)'(y2) 2 O nous obtenons que p8 est borné dans V, indépendamment de € . Aprés
extraction d'une sous-suite nous avons , Pe"po dans V faible si € = O.

La derniére équation de (3.4) donne P, + Nvo = 0, et alors toute la
suite p€ converge vers P, = —Nvo.

Ceci donne la premiére partie du théoréme 3.2. Comme il a déja été
mentionné,la seconde partie du théoréme 3.2 sera une conséquence du résultat

général, néanmoins nous en donnons ici une preuve directe en supposant que f est

dans LZ(Q).
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Posons
1,0
=- = = - (f +
Ee - B (y) =2ay, - ( V)
no=-L %o, =ap -, -2y,
€ € e "¢ € € d
D'aprés (3.5) nous savons que, lorsque € = O :
! a = -
ge - go dans V' ol Eo Ayo (f + vo),
] f : ~ * )
Ne =N, dans V' faible ol n, = A P, - (Yo - zg)-

+
D'aprés la définition de B nous avons <n€,y€> = 0 . Quand €

' .
ne“‘no dans V' faible ,

+ +
y€ Y =Y, dans V fort ,

ainsi,
+
<n€,y€> - <no,yo> dans R , et
<n_sy,> =0 .
Nous avons également,
1 §
< > = =
ge’pe € JQB (yg)pa dx
1 1 2
e Jr (y, + Q)p dx - ?S—I Pe¥edx
{y <-6} ¢ {- <y, <o}
et
1 [ .8 1 1|‘
< > = - ' = -— — — 2
Ner¥e = JQ(B ) (Ye)p€ y _dx - J{ 6}D€y€dx GJ g fepedx}
y o]

€
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Alors

(3%+ 6)p€dx ,

1 1
<€ P > - —<n 'Y > = —
e'fe 2 g e 2¢ J{y<-6}

et
1

1 1 2 2 2 .. f 2. ,1/2
I<g ,P>-—<n,y>l<—[J ((y )™ + 67)ax] [ < _g)pg) ax]
eve 2 oEE © Hy, <-8) ¢ Sy yre

Multipliant la premiére équation de (3.4) par —1-86 (ye) nous voyons dque

3
é IB(S (y )1 5 est borné et donc aussi
S Rl (9))
= [Jf () ? + §%yax1/? .
{y < -8}
€
Comme V < Lq(Q) , avec g > 2 nous avons
1/q —'g‘:—
[Jr (p€)2dx] 1/2 < [Jr (pe)qu] .[mes{y€<— 6}]2(q 2)
{y < -8} {y_<-6}
€ €
Tas
< cliplmesly < -9,

comme || pEII est borné si nous montrons que mes{y€<—6} tend vers O quand £ tend

vers O nous aurons
<€ +/p > - L <n ,y. >> 0
€ € 2 € "€
et
<€€'pe> - 0si € - 0 car <n€,y€> 20 sie=»o0
Nous savons que

1 J y2dx< M,
2 3
€ {y€<- 5}
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donc

12 } 52dx <M, et

e '{y_ < -6}

€
Imes {y_ < 8§} < M 52,
€ 62

ainsi

<g€,p€> >0 si €0,
et

< > = .
EOIPO o

Multipliant 1'équation donnant 128 dans (3.4) par p_r nous obtenons ,

M |re

s, , 2
a(pe,pe) - J Q(y€ - zd)pedx = - L}(B ) (ye)pedx € 0.

Quand € » O

pe__w. po dans V faible,

d fort .
YE———~>YO ans V

Il en résulte :

Jr (yo - zd)podx < lim inf[a(Pelpe) = r

a(p ,p ) -
°° Q €20 JQ

(v = zg)p, ax] <o,

et

< > < 0.
norPo =

Ceci termine la démonstration du théoréme 3.2.
Maintenant en utilisant le résultat de régularité vo € V naus démontrons le

théoréme 2.2.
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Nous savons (cf. Mignot [6]) que 1'application v + y(v) posséde en

=

chaque point v une dérivée conique w ~ Dy(v) (w) c'est & dire que pour chaque

w EV' on a

y(v + tw) = y(v) + tDy(v) (w) + &(t), V t = O.

avec Dy (v) (w) solution de l'inéquation variationnelle

(3.9) Dy (v) (w) € sy(v) et V ¢ € Sy(v)
a(Dy(v) (w), ¢ = Dy(v) (w)) = <w, ¢ - Dy(v) (w)>
ou Sy(v) est défini par (2.2).

I1 en résulte que l'application v » J(v) posséde en chaque point Vv une

dérivée conique w > DJ (V) (w)

(3.10) DJ (v) (w) = f (y(v) - z_)Dy(v) (w)dx + N r v.w dx .
Jg a Je
Lemme 3.1 : Si v, est un contrdle optimal, nous avons
(3.11) vwev , DJ(VO)(W) =0 .
Démonstration : Il est évident que
2
Vw €L (R , DJ(VO)(w) = 0,

o . 2 .
l'inégalité (3.11) en résulte car L () est dense dans V' et DJ(VO)(.) est conti-

nue sur V'.

Théoréme 3.3 : Si Vo € V la condition d'optimalité (3.11) est satisfaite au

point vy si et seulement s'il existe P, tel que

P € Sy(vo) ’
* o

* —-1 a
(3.12) p_-(A) (y(v) -2z) € (S )
o o y(vo)

d
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Remarque 3.2

1) Le théoréme 2.2 résulte immédiatement des théorémes 3.3 et du lemme 3.1.

2) (3.12) et la définitionde y(vo) contiennent(3.7).

Démonstration du théoréme 3.3

Pour & € V et y € K, soit Py(E) la solution de

’ - > I - P ’ ’
a(Py(E) ¢ Py('c:)) a(€.¢ y(!E)) Vo € Sy

(3.13)
P €s ,
Y(E) v
et
*
Py(g) la solution de
6 - B (E), P (E)) > ald - P (E),E) Vo ES
a - ’ = a - ’ ’ ’
(3.14) Y y Y Y

P (E) € 8
yg y

Alors nous avons, pour tout £ dans V ,

3.15 =p ,
( ) E=P (&) + QY(E)
(3.16) PT(E) + O (E)
. g€ = v 13 Qy g€).
ol Qy(g) € (S;)o (cdne polaire de SY par rapport & a)
* a* o *
Q (§) € (S_ )~ (cdne polaire de S_par rapport a a ).
Y Y ' Yy
avec
a( (&) , Pp_(£)) =0,
(3.17) Y Y
(B (E) , Q) =0
a ’ =0 .
. Yy Y
Notons que nous avons
(3.18) VoES Ve (s;>° a(y,0 < o,
* a* o *
(3.19) VoES, vy € (s, ) a(p, ¥ ) <o .
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Maintenant la relation (3.9) est équivalente & (y = y(V))

Dy (V) (w) = Py(A"lw),

et si Nvo € V, on peut écrire

_ (
DJ(VO)(w) = [Q (yo - zd)Dy(vO)(w)dx + N JQ VoW dx
—ae. ah, @anly - z) +a@ lwaw)
Y, W ! Y, d Yo
-1 * -1 -1
= a(PyO(A w), (A ) (yo - zd) + Nvo) + a(QYO(A w),NVo).
soit
LRS!
Eo =-(A) (yo - zd) - Nvo ,
El = - Nvo .
Nous avons
(3.20) DJ (v) (w) = -a(P (A'lw),E ) - a(Q (A_lw), g,)
o Y, o Y, 1

Supposons que (3.11) ait lieu au point v eEv :

DJO(V)(W) =20 ,VweEV'.
Si on pose u = A_lw la condition précédente devient, compte tenu de (3.20)
(3.21) a(Py (u),go) + a(Qy (u), El) <0 Yu€EVv.,

o o

Cette relation est équivalente &

b 3
. a o
i) Eo € (Sy(vo)) '
(3.22)
ii) El € Sy(vo)

En effet en prenant u € SY(VO) ’ Py (u) = u, Qy (u) = 0 donc (3.21)

P o o
s'écrit

a(u,go) <0, VYuc€ Sy(vo)

ce qui implique (3.22) i).
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De méme en prenant u € (Sa )O on obtient (3.22) ii). L'implication

y(vo)
(3.22) = (3.21) est conséquence de (3.18) et (3.19).

Ceci termine les démonstrations des théorémes 3.3 et 2.2.

4. EXEMPLES. COMMENTAIRES ET PROBLEMES OUVERTS

Nous donnons les résultats pour les exemples 1.1 et 1.2,

Exemple 1.1 :

- le contrdle est distribué : v € L2 Q) = Uad

- 1'état y(v) est solution du probléme de Signorini

a(y(v) ,@=- y(v) = j (f+v) (- y(v))dx , V@Y € K
Q
(3.23) K= {w,weHl(m. @/T = o}

y(v) € K
. . . 2
- le cofit est frontiére (zd € L (I')

2 N 2
- + =
ly (v) zdl ar > J vidax

(3.24) J(v) = -é— Jr
Q

r

2
Comme dans le cas modéle il existe un contréle optimal Vo, v0 € L ()

J(v ) = Min2 J(v) .
° ve L

1
Les contrdles optimaux possédent la régularité supplémentaire vy € H (f2)

(obtenue gréce a la pénalisation de 1l'état).

Systéme d'optimalité

/

Rappelons que si y est solution de (3.23), alors y € H2(Q), y € H3 2(I‘) et

%‘E €H1/2(1"). Soit alors

Z

{x, x€T, y(x) = 0}

S {tp,cp€H1(Q), ©/z>0 q.p. er—a—dl" = 0}

Y

I

1
{0, p€EE (), @©/z>0 qg.p., ©=0 p.p.

sur {x, x €T, —a-y-(x)#O}}
on
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Nous pouvons alors énoncer la

Proposition 4.1 : Soit v, un contréle optimal de l'exemple 1.1. Alors il
. 1 . .
existe v, = y(vo), P éléments de H () tels que (vo,yo,po) soit solution du
systéme d'inéquations variationnelles suivantes
i) inéquation (3.23)
ii) inéquation adjointe

a(w,po) > J (v, - zd)cpdT , V@ € sy

T o

p €S

o YO

iii) condition d'optimalité

+ =
po Nvo 0}

Exemple 1.2 :

- le contrdle et l'état sont définis comme dans l'exemple 1.1 mais le coiit

J(v) est donné par

y 2 2
| (v) - z_| viax .
avA el

N
J(v) = + = [
H-l/z(r) 2 g

1
2

Comme précédemment on a existence de contrdles optimaux et ces contrdles appar-

tiennent a Hl(Q).

Systéme d'optimalité

Soit v, un contrdle optimal. Alors il existe Y, = y(vo), P, appartenant a
Hl(Q) tels que (vo,yo,po) soit solution du systéme d'équations et d'inéquations
quasivariationnelles suivantes :

i) inéquation d'état (3.23)

O dans Q
oy

*
ii) {A P,
-1/2 o _
P (_AF) ( 53; zd) sur T .

(O-AF ) opérateur de Laplace Beltrami sur la variété TI')
iii) Condition d'optimalité
a(p,-Nv_ + p) < —a(cp,po) r V@ E Sy ’
o
- + S .
Nvo Py € y

(e]

(Sy a la méme signification que dans 1'exemple 1.1)
e}
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Commentaires

1. Montrons que le théoréme 2.2 avec l'information supplémentaire vy € V implique
le théoréme 3.2 et plus particuliérement (3.7).

Si nous posons

<n0lw> <0 , VY E S_Y ’
o

ainsi
< > < < > = .
o’ Pg o et Eo'Po °
- < . > =
De plus Y, € Sy et Y, € Sy donc "o Y, 0

o o
Tout ceci montre (3.7).

2. Nous allons donner un contre exemple élémentaire montrant que le théoréme
2.2 est strictement plus fort que le théoréme 3.2 .

Prenons V= R et pour v € R

yv) = (-1+v)"

(y(v) est solution d'une inéquation variationnelle dans R) .
La fonction colit est définie par

T = (y(v) - D2+ 2,

alors
J(v) = 2v2 -4v+ 4 ,si v=21,
{ v2 + 1, si v<1.
Ce contrdle optimal vy est unique, v, = O. Mais le point v, = 1, auquel corres-
pond y(vl) = 0 et p(vl) = -1 satisfait (3.7) mais ne satisfait pas (2.3). Et la
seule solution de (2.3) est v, = O avec y(vo) =0 et p(vo) = 0. Ainsi nous voyons

que (2.3) est plus fort que (3.7). Notons aussi que dans ce cas O appartient au

gradient généralisé de J au point Vl'
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2 1
3. L'application v= y(v) est lipschitzienne de L" () dans H (), elle est donc
R, . 2 s
différentiable Gateaux aux points d'un ensemble dense A, Ac L (). Si VOE A
le systéme d'optimalité donné par 1é théoréme 2.2 se simplifie (en fait le cbne

Syo devient un sous-espace vectoriel) (cf. Mignot [6]).

4., Problémes ouverts

- Comment résoudre directement le systéme d'optimalité (2.6) ? Ceci est important
pour les applications numériques.

- Que se passe-t-il si on remplace le convexe K par d'autres convexes comme
1
K' = {v,v € HO(Q), lgrad v(x)] < 1 p.p. dans Q}
Dans cette situation nous ne savons pas si l'application v - y(v) admet en
chaque point v une dérivée conique.

- Que peut on dire dans le cas d'évolution méme avec le convexe K. De nouveau

nous ne savons pas si v y(v) admet une différentielle conique en chaque point.
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