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§ 1. INTRODUCTION

L’objet de ce travail est l’étude des propriétés des équations de la

forme :

lorsque

et P est un polynôme vérifiant I m P(~) ~ 0 pour

Il est bien connu que pour p = 2, le problème de Cauchy (*) est bien

posé, i.e. : pour tout U 
o 
E L2(1Rn), @ il existe une solution U(t,x) du problème

(*) qui vérif ie :

Il est aussi bien connu que pour p ~ 2, le problème de Cauchy (*) est

mal posé, et qu’une inégalité du type (ii) est alors fausse (il suffit de pren-

dre P D) = A)

Néanmoins, dans le cas P(D) = A, les deux propriétés suivantes four-

nissent, pour p # 2, un moyen d’analyser le problème (*) :

a) Un résultat de S. Sj~strand [7], sur les moyennes de Riesz s’énonce, en

posant e U la solution de (*) lorsque P(D) = l~, et pour U 0 E 

Ceci induit que certaines moyennes en la variable t de la solution de l’équa-
tion de Schrodinger vérifient des inégalités de type (ii). Ce qui permet d’es-

pérer, dans le cas lm P(~) &#x3E; ~, montrer que (*) est bien posé dans le cadre des

semigroupes distributions, et d’en déduire des estimations de la résolvante de



2

b) L’inégalité classique :

induit à prouver de telles inégalités dans le cas Im P(~) = 0, et d’examiner

l’existence d’un poids M(t) qui interviendrait dans une telle inégalité :

c) En fait, les deux problèmes (a) et (b) sont liés, et leur conjonction nous

permettra d’examiner le problème "avec potentiel" :

La première partie de ce travail (Problème (a)) a été faite en col-

laboration avec H. A. Emami Rad, et a fait l’objet de [ 1 ] , [2] et [ 3] . Les

preuves des résultats de la seconde partie (Problème (b)) ont fait l’objet de

[4] et [ 5] .

§ 2. SEMI GROUPES DISTRIBUTION DE CLASSE o, D’ORDRE k : (en abrégé SGD a(k»

Définition 1 : Nous notons Tk le complété pour la norme

La proposition suivante fournit les propriétés utiles de Tk :

Proposition 1 : Tk est une algèbre de Banach pour la convolution additive sur
R ; ; cette algèbre contient les fonctions Y(t)e-Àt pour de plus,

pour toute w E 3)( R ), la famille de f onct ions e s t équibornée+ &#x3E;0
dans Tk.
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Nous donnons maintenant l’équivalent abstrait des solutions des

équations du type (*) :

Définition 2 : Soit X un espace de Banach. Un semi groupe distribution de

classe a et d’ordre k est une représentation continue ~ de l’algèbre T k dans
l’algèbre à5(X) vérifiant la régularité à l’origine suivante : il existe un

sous espace D dense dans X tel que pour tout x appartenant à D, la distribu-

tion à valeur dans X : fi©x, est une distribution fonction continue sur

1R+, nulle pour t  o, et valant x à l’origine.

Remarque : Cette définition précise la notion de semi groupe distribution

régulier introduite par Lions [6] , de manière adaptée aux équations (*) dans

LP ( 

De même que dans Lions [6J , nous définissons le générateur infini-

tésimal d’un SGDG(K) ~, comme étant la fermeture de l’opérateur (non borné)

dans X : ~(-8’), et le théorème suivant en fournit les propriétés spectrales :

Théorème 1 : Soit ~ un SGDa(k) sur un espace de Banach X. Soit A son géné-

rateur. A est fermé, de domaine dense, et son ensemble résolvant contient les

nombres complexes de partie réelle strictement positive. De plus, on a la

majoration :

Le théorème suivant est un théorème inverse, de type Hille Yosida,

avec perte de deux unités.

Théorème lbis : Soit A un opérateur fermé, de domaine dense, dans un espace

de Banach X. S’il vérifie la majoration :

alors A engendre un SGDa(k+2).
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La démonstration du théorème 1 repose sur le fait que les fonctions

Y(t)e-Àt appartiennent à T pour Re X % 0. En effet, on démontre que

(À-A)-I = ~ (Y(t)e ). L’inégalité découle de la continuité de C sur Tk*

La démonstration du théorème Ibis se fait par une construction des
par une intégrale de Dunford.

§ 3. PROBLEME DE CAUCHY (*) DANS LP( Rn) : (1 1  p  ~)

Le théorème suivant montre que le problème (a) énoncé dans l’intro-

duction admet une réponse positive, au sens des distributions en la variable

t, à valeur dans LP( ]R ) pour les variables x. Il précise l’ordre de cette

distribution.

Théorème 2 : Si I m P 0, alors iP(D), regardé comme opérateur (non borné)
fermé dans LP( engendre un SGDa(k) dans LP( pour tout entier k % n/2.

La démonstration de ce théorème se fait par analyse de Fourier, en

utilisant un théorème sur les multiplicateurs de Fourier dans fourni

par Stein [8] ] p. 96.

Le théorème 1, et l’interpolation entre L1+E et L2, où iP(D) engendre
trivialement un semi groupe fortement continu permet alors de montrer :

Théorème 2bis : Si lm P 0, alors tout À appartenant à C, de partie

réelle strictement positive, appartient à l’ensemble résolvant de iP(D), opé-
rateur fermé dans De plus, pour tout v de partie réelle strictement

positive, et tout e réel strictement positif, on a la majoration :

Remarque : si P est homogène, alors p peut prendre les valeurs 1 et °°, et on

peut faire c = o dans le théorème 2bis.
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~ 4. INEGALITES (LP, POUR LE PROBLEME (*) :

Le problème (b), énoncé dans l’introduction, est le problème de

l’existence d’une fonction M(t) telle que toute solution U(t,x) du problème

(*), avec donnée initiale S (~~1), satisfasse l’inégalité :

Ce problème est équivalent, pour p=l, et par analyse de Fourier, à

l’appartenance de f (e it P(~)) à l’espace la fonction M(t) étant la

norme de cette fonction dans L~ 

L’analyse de P(~» se fait par un feuilletage de l’extérieur

d’un compact de Ô9 pour les surfaces P(~) = cte, et l’estimation de l’inté-

grale définissant P(~» par la méthode de la phase stationnaire.

Le point essentiel est alors de montrer que sous les hypothèses :

(Hl) P(~) = 1 ¡~I ¡2m + Q(~) où Q est un polynôme réel de degré supérieur ou
égal à 2m-1.

il existe un difféomorphisme de l’extérieur d’un compact de 0153P sur
donné par :

où, en posant p, on a

a appartenant à la classe de symboles de Hormander x ~). L’estimation

de P(~)) se ramène alors à l’étude d’une intégrale 1,0 oscillante sur ~,
dont la phase n’a que deux points stationnaires, tous les deux non dégénérés,
uniformément en les paramètres. On a alors :

Théorème 3 : Sous les hypothèses (Hl), (H2) et (H3), on a, pour toute

U 0 E S( dl) et en notant U(t,x) la solution du problème (*) ,
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Utilisant le fait que la transformée de Laplace en la variable t

de U(t,x) fournit la résolvante de iP(D), nous déduisons du théorème 3 :

Corollaire : Sous les hypothèses (H1), (H2), (H3), et pour

1  p ~ 2, on a l’inégalité

§ 5. PROBLEME (*) AVEC POTENTIEL

Nous nous proposons de démontrer que le problème de Cauchy

est bien posé au sens des distributions en la variable t à valeurs dans

Lp(]Rn). (Ici V(x) est l’opérateur de multiplication par une fonction V(x)

appartenant a un espace Lr( ]Rn) à préciser) .

Pour cela, nous estimons la résolvante

par une méthode de perturbation, et en utilisant le corollaire du théorème

3; puis nous utilisons le théorème Ibis pour conclure.

Théorème 4 : Pour 1  p ~, sous les hypothèses (HI), (H2), (H3)

sur P, et pour V E Lr( JR ) avec r = )p -P, , (iP(D) + V) engendre un

SGDJ, à croissance exponentielle, d’ordre k supérieur à (n+2) il - Il + 2.
L p 2
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