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§ 0. INTRODUCTION

Soit 0 un domaine borné, strictement pseudo-convexe dans 0153n.

Rappelons que le noyau de Bergman B ( z, w) est défini de la façon

suivante : B( z, w) est une fonction holomorphe sur OXÕ (0 le

conjugué complexe de Q)qui satisfait

pour toute fonction u(z) E 0(0) n L2(0).
Fefferman [2J~ Boutet de Monvel-Sjbstrand [11 ont démontré

que ce noyau avait un développement asymptotique sur le bord
, 00 

, 

an de 0 dans le cas où celui-ci est C ; supposons que 0 soit défini

par ~z; f &#x3E; 01 avec f une fonction COO telle que df / 0 sur ~n. Alors

on a une série asymptotique

Si le bord de 0 est analytique, cette série asymptotique converge

au noyau B( z, z) .

Théorème 0 : Supposons que f soit analytique. Alors il existe deux

fonctions analytiques a et b définies dans un voisinage de bn telles

qu’on ait B(z,z) = af n 1 + b lo g f .
En plus, B(z,w) satisfait le système holonome simple

d’équations microdifférentielles, qui détermine B(z,z) modulo une

fonction analytique définie dans un voisinage de àQ.

Théorème 1 : Le noyau de Bergman B(z,w) satisfait le système holonome

simple d’équations microdifférentielles : si deux opérateurs micro-

différentiels P(z,D ) et satisfont P(z,Dz)Y(f(z,z)) -
z w z

Q(z,D_)Y(f(z,z», alors B(z,w) satisfait )B(z,w) = 

z z w

,oÙ Y est la fonction de Heaviside.
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§ 1. OPERATEURS MICRO-DIFFERENTIELS (voir [3])-

Soient X une variété complexe de dimension n, T X le fibré

vectoriel cotangent de X. On va définir le faisceau d’anneaux ~X
des opérateurs micro-différentiels ; soient (x~...,x ) un système de
coordonnées locales de X, (x1,...,xn;~1,...,gn) le système de

coordonnées locales de T*X tel que w = dx. soit la forme canonique.
J J

Pour tout ouvert 0 de est défini de la manière suivante : °

sont des fonctions holomorphes définies sur 0, homogènes de degré j par

rapport à §.

1 ) On a localement = 0 pour j»0
J

2) Pour tout compact K de 0, il existe une constante C K telle que

01.
K J "

On écrit pour (pi (x,§» Q e,x(Q) définit un faisceau sur
J x J J 

I*X qui possède une structure d’anneaux pour la loi de composition bien
connue : pour P = 7,Pi(x,Dx ) et Q=Z Q.(x,D ), R= PQ = ERi(x,Dx) est

J x J x J x

donné par

On note par Éxm&#x3E; le sous-faisceau de ex formé des tels

que P. = 0 pour j&#x3E;m. Si 0(m) est un faisceau des fonctions holomorphes
Q
homogènes de degré m, on a un homomorphisme canonique a : 0(m)

donné par Pè- Pm, qui définit un isomorphisme, par passage au quotient,
m

eX(m)/eX(m-1) -’. C(M) - &#x26; A contient 71 % A comme un sous-faisceau 
est un faisceau d’anneaux des opérateurs différentiels et n la

projection de sur X.

- 

Considérons un Idéal a gauche de eX. L’Idéal des symboles
~ due est, par définition, l’Idéal engendré par les
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est un Idéal cohérent si et seulement si est un
Idéal cohérent de Considérons le système d’équations micro-
différentielles : Pu = 0 pour tout P Cy. On dit que ce système est
holonome simple si l’ensemble A des zéros de l’Idéal des symboles (appelé
la variété caractéristique) est une sous-variété lisse de codimension n de

T X et si , / corneide avec l’Idéal des fonctions qui s’annulent sur

A. Pour un opérateur micro-différentiel P(x,D) = (i.e. une
J x

section de eX)’ 1 l’opérateur Q(x,D) = E Q, (x, Dx) défini par

est dit un opérateur adjoint de P et noté par P# (x, D ) . Si on note a
x

l’ isomorphisme (x,) H (x, -§) de sur lui-même, P - P* déf init

un ant i -isomorphisme ex::!- a-1ex, i. e. si P est défini sur Q, alors P*p A A
est déf ini sur 0aet (PQ)* = Q.’p*, Ù")* = P.

§ 2. MICRO-FONCTIONS HOLOMORPHES

Soit Y une hypersurface lisse de X, TÿX le fibre conormal de Y.

Supposons que Y soit définie par f = 0. Considérons le faisceau F-sur Y

défini de la manière suivante : pour tout ouvert U de Y, ~(U) est

l’ensemble des fonctions multi-valuées t dans un voisinage de U dans X

de la forme t = af - N + b 1 o g f avec a et b des fonctions holomorphes

définies dans un voisinage de U dans X et N un entier. Cette définition

ne dépend pas de choix de f. On note par Y(f) la classe d’équivalence
de log f dans Y( f ) ne dépend pas du choix de f et de la branche

de log. En notant par 7t la projection de IfFX sur X, on définit eYlx = 
’

Lemme 
2.1 : Soit e Ylx le faisceau des champs de vecteurs tangents à Y.

Alors (3yt.. est 1somorphe a (voir [3]).

On donne ici seulement l’explication de l’action de eX sur

c’y 1 x -Soit p un point de T-*X- 1-*-X. Choisissons des coordonnées locales

(x1,...,xn) tel que p = (o;dxl). Posons E = [x, = Un opérateur

micro-différentiel P(x?D ) défini dans un voisinage de p s’exprime
x
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On définit

Alors, pour u(x) E ~, Pu converge et définit un germe de1°’P°Ur
0  lel « 1 Si on considère P u comme un germe de ’,11"/Cx, il ne dépendZj 

pas du choix de e / 0 assez petit, et il définit un homomorphisme

L’homomorphisme ex - Cylx défini par Pé- PY(f) devient un

isomorphisme de (si v E (a Ylx 1 viogf = (vf)/f est

holomorphe sur Y et donc G Ylx Y(f) = 0). "

§ 3. TRANSFORMATIONS CANONIQUES QUANTIFIEES

Soient X2 deux variétés de même dimension ni nl(resp-n 2
un ouvert de 

Définition 3.1 : : Le couple (~l*) est dit transformation canonique

quantifiée s’il satinait les conditions suivantes

a) ~ est une transformation symplectique homogène de °1 sur Q 2 (i.e.

si (,j = 1, 2) est la forme canonique sur T*X V, $~(Dy = wx1
est un isomorphisme de eX sur 

- 2 1

Proposition 3.2 : : Si (,) est une transformation canonique quantifiée,
1’ ) * "(11(P)) pour tout P E Cx 2 - 

.

" 2

Soit une transformation symdectique homogène de Q sur n 2 3
A un graphe de w ( 1 . e . {~(p~(p)~) e T,,(X 1 x x 2 p E Alors on a

la proposition suivante.
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Proposition 3.3 : Si Y : 1 9x est un isomorphisme,
20132013201320132013201320132013201320132013 

2 2 1 1

l’Idéal de ex X engendré définit un système
12 2

holonome simple de variété caractéristique A. Réciproquement, si ’
est un système holonome simple de variété caractéristique A, alors,

pour tout P E eX ’ il existe un et un seul opérateur Q E eX tel que
2 1

P- Q E ’ et P- Q donne un isomorphisme de e x 
2 

sur 

. 

- 2 1

Donc, il y a une équivalence entre l’ensemble des et

l’ensemble des systèmes holonomes simples 1u = 0 de variété
caractéristique A.

§ 4. Soient Xi’ X2 comme dans la dernière section, Y une hypersurface

lisse de X 2 Soit Pi et p~ les projections de r* (Xi x X2) = 
sur T*X1 et définies par (xi, X2 1’§ 2) ’--* (xl;§,) et (x2; -2)
respectivement. Posons A = x X ï1i et soity 1 2 X2 1 2 

p = (x 0 X0;§0 0) un point de A. Supposons que Y soit défini parl 2 1 2

Les conditions suivantes sont équivalentes ·

est un isomorphisme local au voisinage du p.

est un isomorphisme local au voisinage de p.

§ .5. Revenons à la situation du noyau de Bergman. Soit Q un

domaine dans ~n - X à bord réel analytique, strictement pseudo-convex,

z o un point de 3n. Soit X R la variété réel analytique sous-jacente à X,

X le conjugué complexe de X. Alors X x X est un complexif ié de X. Soit

Y un complexifié de 00. Alors Y est une hypersurface de X x X. Soit
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f(z~w) = 0 une équation de Y. On peut supposer que f est positive sur

Q. Comme 3Q est strictement pseudo-convexe,

donc, A = définit une transformation canonique entre et

dans un voisinage de à f(z z ) et 3-f(z z ) (Lemme 4-1).
zoo zoo

Considérons le système holonome ex x - &#x26;- Alors il définit une

transformation canonique quantifiée *, qui est donnée par 
w

P(z,D ) avec la relation
z

Comme Q H Q4é est un anti-isomorphisme, 0/ : t ex défini par

i(Q) = est un isomorphisme, et il définit, donc, un système
holonome simple

(autrement dit,

Le théorème 0 signifie que B( z, w) détermine une section 

le théorème 1 signifit que B(z,w) satisfait le système holonome simple

J en tant que section Comme il existe une et une seule so-

lution à un multiple constant près, on peut déterminer B(z,w) modulo

une fonction holomorphe définie dans un voisinage de Y.

§ 6 On donne le raisonnement heuristique du théorème 1. Supposons

que P(z,D ) et Q(w,D_) satisfassent P(z,D )Y(f) = Q(w,D_)Y(f). Alors
z w z w

on a, pour toute fonction u(z),

D’autre part, on a
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On obtient, donc,

pour tout u , qui entraïne

§ 7. Considérons une famille [ (1) t E :R de domaines bornés strictement

pseudo-convexes à bord réel analytique et comparons les noyaux de
2

Bergman Bo de °0 et Bt de nt modulo t .
Supposons que le bord de nt soit donné par ft(z,i) = 0 ; on a

= f(z,z)+ th(z,z) modulo t~ avec f= f et h = «

On obtient donc

Soit R(z,Dz) un opérateur micro-différentiel en z qui satisfait RY(f) =
z

Alors on a :
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Comme B est un noyau de Bergman pour f = 0, on a

o

ce qui entraine que

§ 8. EXEMPLE

Considérons le cas classique

On obtient

Le noyau de Bergman B(z,w) de 0 satisfait donc le système holonome simple :
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et B = satisfait ces équations.
Par exemple, posons h = E et considérons le noyau de

J ~ 

Bergman Bt de S2t = lf + th  °1 module t2. On a

On a donc

Posons

Alors on a

Donc on a

On trouve

avec

Donc, si h~ 0, Bt contient un facteur logarithmique .
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