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VIII.1

§ 0. INTRODUCTION

Soit ) un domaine borné, strictement pseudo-convexe dans € .
Rappelons que le noyau de Bergman B(z,w) est défini de la fagon
suivante : B(z,w) est une fonction holomorphe sur QxQ Q 1e

conjugué complexe de Q)qui satisfait

[ Blzmun |awl? = u(z)
Q

pour toute fonction u(z) € 3(Q) N L2(Q).

Fefferman [2], Boutet de Monvel-Sj8strand [13 ont démontreé
que ce noyau avait un développement asymptotique sur le bord
30 de Q dans le cas ou celui-ci est C ; supposons que () soit défini
par {z;f > 0} avec f une fonction c” telle que df # O sur 3Q. Alors
on a une série asymptotique

-n-1+j

© 3
a. f + b.falogf .
J ; J

o J=o0

B(Z, E) ~
J

™8

Si le bord de ) est analytique, cette série asymptotique converge

au noyau B(z,z).

Théoreme G : Supposons que f soit analytique. Alors il existe deux
fonctions analytiques a et b définies dans un voisinage de dQ telles
qu'on ait B(z,z) = ar 1, blog f .

En plus, B(z,w) satisfait le systéme holonome simple
d'équations microdifférentielles, qui détermine B(z,Zz) modulo une

fonction analytique définie dans un voisinage de 3Q.

Théoreme 1 : Le noyau de Bergman B(z,w) satisfait le systeme holonome
simple d'équations microdifférentielles : si deux opérateurs micro-
différentiels P(z,D ) et Q(w,D.) satisfont P(z,D )Y(f(z,z)) =
Q(z,D_)Y(f(2,2)), alors B(z,%) satisfait P*(z,DZ)B(z,W) = @*(W,D_)B(z,W)

'ou Y est la fonction de Heaviside.
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§ 1. OPERATEURS MICRO-DIFFERENTIELS (voir [3]).

Soient X une variété complexe de dimension n, T"X le fibré
vectoriel cotangent de X. On va définir le faisceau d'anneaux Ex
des opérateurs micro-différentiels ; soient (x1,...,xn) un systeme de
coordonnées locales de X, (xl,...,xn;gl,...,gn) le systeme de

coordonnées locales de T¥X tel que w = ¥ §j dxj soit la forme canonique.

Pour tout ouvert Q de T¥*X, 6X(Q) est défini de la maniere suivante
ex(@ = [(p;(x8)) ¢, 3 Op(x8)

sont des fonctions holomorphes définies sur Q, homogenes de degré j par
rapport a k.
1) On a localement pj(x,g) = 0 pour j>>0

2) Pour tout compact K de 2, il existe une constante CK telle que

suplp.| = (-j)!CI_(J pour j < O}.
K J
On écrit Zipj(x,Dx) pour (pj(x,g))j Qe €X(Q) définit un faisceau sur

T™X qui posséde une structure d'anneaux pour la loi de composition bien

connue : pour P = ZPj(x,Dx) et Q::Z}Qj(x,Dx), R=PQ = ERj(x,Dx) est
donné par
) ) 1 (0%
RL(X,E) = . P )(D Q. )

o€ zZ"
+
2=j+k—[al

On note par &X(m) le sous-faisceau de €y formé des P=§3Pj(x,Dx) tels

que Pj = 0 pour j>m. Si ®(m) est un faisceau des fonctions holomorphes
homogenes de degré m, on a un homomorphisme canonique o " EX(m) - (m)

donné par P+ Pm, qui définit un isomorphisme, par passage au quotient,

8x(m)/€K(m-1) 3 3(m). €y contient n_iibx comme un sous-faisceau ou Q}X
est un faisceau d'anneaux des opérateurs différentiels et ©m la
projection de T*X sur X.

Considérons un Idéal ; a gauche de 8 L'Idéal des symboles

j de ] est, par définition, 1'Idéal de O engendré par les
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om(‘jr18x(m)). 7 est un Idéal cohérent si et seulement si g/ est un
Idéal cohérent de GT*X' Considérons le systeme d'équations micro-
différentielles : Pu = O pour tout P 6,7. On dit que ce systeme est

holonome simple si 1'ensemble A des zéros de 1'Idéal des symboles (appelé

la variété caractéristique) est une sous-variété lisse de codimension n de
¥ - . p . .
TX et si / cofncide avec 1'Idéal des fonctions qui s'annulent sur

A. Pour un opérateur micro-différentiel P(x,D) = % Pj(x’Dx) (i.e. une
section de 6x), 1'opérateur Q(x,D) = Z}Qz(x,Dx) défini par

T————-——.
L=j-|al

ol

g

Q, (x,§) = 7 (F DY P (x,-8)

est dit un opératcur adjoint de P et noté par P*(x,Dx). Si on note a

1'isomorphisme (x,5) ~ (x,-§) de T*X sur lui-meme, P+~ P¥ définit

un anti-isomorphisme &, =% ale , i.e. si P est défini sur Q, alors P¥

x,
est défini sur Q2 et (PQ)* = Q*p¥, (P*)* - p.

§ 2. MICRO-FONCTIONS HOLOMORPHES

Soit Y une hypersurface lisse de X, T@X le fibré conormal de Y.
Supposons que Y soit définie par f=0. Considérons le faisceau ¥ sur Y
défini de la maniere suivante : pour tout ouvert U de Y, F (U) est
1l'ensemble des fonctions multi-valuées ¥ dans un voisinage de U dans X
de la forme y = af_Nd-b log f avec a et b des fonctions holomorphes
définies dans un voisinage de U dans X et N un entier. Cette définition
ne dépend pas de choix de f. On note par Y(f) la classe d'équivalence
de log f dans 3ﬂ=\716x|Y). Y(f) ne dépend pas du choix de f et de la branche
de log. En notant par m la projection de T¥X sur X, on définit<3Y|X =

CHERIF
X

le faisceau des champs de vecteurs tangents a Y.

Lemme 2.1 : Soit@YIx
[Alors(jylx est isomorphe a 8X/SXC§1X (voir ES]).

On donne ici seulement l'explication de 1l'action de €x sur

GYIX' Soit p un point de T;x-T§X. Choisissons des coordonnées locales

(xl,...,xn) tel que p = (o;dxl). Posons T = {xl = €}. Un opérateur

micro-différentiel P(x,Dx) défini dans un voisinage de p s'exprime
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P(x,D) = E l aa(x)Da

aEZfl
Agreeer® 20
a a
ou D% = D11,. .,Dn“ )
-1 *1 v v
On définit (D1 )Zu(x) = fs u(t&xz,.li,xn)dt& (D1)Z = D, pour v 2 0 et
-1,-v o 1 2 n o

(D, 7)g," pour v < 0, (D )Z = (D, )Z D,5+++sD " et P, = T a (x)(D )Z .
Alors, pour u(x) € 5:, qu converge et définit un germe de«jrpour
0 < lsl << 1. Si on considere qu comme un germe de grﬂ}x, il ne dépend

pas du choix de € £ O assez petit, et il définit un homomorphisme

Sylx,p ~ Svlx,p

, . - PP .
L'homomorphisme &x GYIX défini par P+ PY(f) devient un

isomorphisme de €x/6xé%1x sur & (si v EG&Y'X y vliog f = (vf)/f est

Y[Xx
holomorphe sur Y et donc(@YIXY(f)z 0).

§ 3. TRANSFORMATIONS CANONIQUES QUANTIFIEES

Soient X1, X, deux variétés de meme dimension n, 01(resp.02)

2
un ouvert de T*Xl(resp.f[‘*x2 ).

Définition 3.1 : Le couple (§,y) est dit transformation canonique

quantifiée s'il satifait les conditions suivantes
a) & est une transformation symplectique homogene de Ql sur 02 (i.e.

si Wy (v=1,2) est la forme canonique sur T*X , &*w = Wy )
v v X2 xl
b) V est un isomorphisme de &, sur duly

— x2 1

Proposition 3.2 : Si (3,y) est une transformation canonique quantifiée,

o(P) o (3) = o(y(P)) pour tout P € &, -
- 2

Soit & une transformation symﬂectique homogene de 01 sur 02,
A un graphe de & (i.e. {(p,3(p)?) € T™*(X,xX,) 3 p € Q). Alors on a

la proposition suivante
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Proposition 3.3 : Si vy : 8x2|02 - Q*(sxilol) est un isomorphisme,

1'Idéal 1 de 5x % X engendré par {P*-W(P);P € €y } définit un systeme

1 2 2
holonome simple de variété caractéristique A. Réciproquement, si ;J
est un systeme holonome simple de variété caractéristique A, alors,

pour tout P € €x » il existe un et un seul opérateur Q ¢ &x tel que
2 1

P*- Q ¢ j' et P+~ Q donne un isomorphisme de 6x sur Q*(€x )

= i 2 1

Donc, il y a une équivalence entre 1'ensemble des { et
1'ensemble des systemes holonomes simples Zu.: 0 de variété

caractéristique A.

& 4. Soient X1, X2 comme dans la derniere section, Y une hypersurface

. . a . . ~
lisse de X, x X,. Soit p, et p, les projections de T*(X1><X2) = T*X1><T*X2

5
sur T#X, et T*X2 définies par (xi,x2;§1,§2) - (x1;§1) et (x2; —52)

respectivement. Posons A = T?(X1><X2) - T§ ><x2(x1

x X_.) et soit
1 2

p = (xg,xg ;§:,-—§g) un point de A. Supposons que Y soit défini par

f(x1,x2) = 0.

Lemme 4.1 : Les conditions suivantes sont équivalentes -

a) Py A T*X1 est un isomorphisme local au voisinage du p.

b) pg A T*X2 est un isomorphisme local au voisinage de p.

c) (0 a f
*1 (x3,x9) # 0
d f dx d f
) 1 *2
§ 5. Revenons a la situation du noyau de Bergman. Soit Q un

domaine dans m“ = X a bord réel analytique, strictement pseudo-convex,

z un point de Q. Soit X, la variété réel analytique sous-jacente a X,

R

X le conjugué complexe de X. Alors Xllﬁ XxX est un complexifié de X. Soit

Y un complexifié de 3. Alors Y est une hypersurface de XxX. Soit
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f(z,w) = O une équation de Y. On peut supposer que f est positive sur
0 d f
z
-f -
BZ azazf

0. Comme 30 est strictement pseudo-convexe, (zo) £ 0 et,

donc, A = T@(X)(f) définit une transformation canonique entre T*¥X et

T*X dans un voisinage de azf(zO,Eo) et azf(zo,io)(Lemme 4.1).

Considérons le systeme holonome & Alors il définit une

-® , .
XxX Y[|X
transformation canonique quantifiée ¥, qui est donnée par Q(W,Dw)'ﬂ

P(z,DZ) avec la relation
Q" (W, D)Y(£) = P(2,D )Y(f) .

Comme Q =~ Q* est un anti-isomorphisme, ﬁ': 6i - ax défini par

@kQ) = (¥(Q¥))* est un isomorphisme, et il définit, donc, un systeme

holonome simple
~
3 : Q*(W}Dw)u = ¥(Q)u

(autrement dit, P(z,Dz)u = Q(W}Dw)u si P*(z,Dz)Y(f) = Q*(W,DW)Y(f)).

Le théoreme O signifie que B(z,w) détermine une section de<3Y|X><i" et

le théoreme 1 signifit que B(z,w) satisfait le systeme holonome simple

j en tant que section de C . Comme il existe une et une seule so-

YIxxX
lution a un multiple constant pres, on peut déterminer B(z,w) modulo

une fonction holomorphe définie dans un voisinage de Y.

8 6 On donne le raisonnement heuristique du théoreme 1. Supposons

que P(z,Dz) et Q(W,Dw) satisfassent P(z,DZ)Y(f) = Q(W,DW)Y(f)- Alors

on a, pour toute fonction u(z),
P*(Z,Dz)u(z) = P*(z,Dz) I B(Z,W)u(w)ldwl2
Q

= [ [P*(2,0 Bz ]ulw) awl2.
Q V4

D'autre part, on a
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P¥(z,D Ju(z)
zZ

1

jQB(z,W)[p*(w,Dw)u(w)]!dwl2

'fB(Z,W)Y(f(w,ﬁ))&ﬁ(w,Dw)u(w)]Idwlz
Par intégration par partie, on trouve

[IPCwsD ) {B(2y ) Y(£ (wy i) Julw) | aw]?

1

[ Bz, [P(w, D DY(£Cwy i) ] u() | aw]?

1}

[ Bz QG D) Y(£(wy ) Ju(w) | awl] 2

qu*(w,nw){a(z,w)u(w)}]Y(f(w,w))|aw|2

IQ[Q*(W,DW)B(Z,W)]u(w)|dw|2.

On obtient, donc,
I EP*(Z,D )B(Z,W)--Q*(W,D.)B(Z,W)]u(w)ldwl2 =0
Q X v

pour tout u , qui entraine P*(z,DZ)B(z,W) = Q*(W,DW)B(Z,W).

§ 7. Considérons une famille {Q de domaines bornés strictement

thte R
pseudo-convexes a bord réel analytique et comparons les noyaux de
2
Bergman Bo de Qo et Bt de Ot modulo t~.
Supposons que le bord de Q, soit donné par ft(z,i) =0 3 on a

= = = 2
= h = =
ft(%’Z) £f(z,2) + th(z,2) modulo t° avec f fo et h aft/atltzo'

On obtient donc

Y(ft) = Y(£f) + th&(f) modulo £2.

Soit R(z,DZ) un opérateur micro-différentiel en z qui satisfait RY(f) =

h6(f). Alors on a

Y(ft) = Y(f) + tRY(f) = etRY(f) modulo t2.
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-tR¥ 2
LPrOPOSition 7.1 : B =e B =B -t R"‘B0 modulo t°.

En effet, si PzY(ft) = QWY(ft)’ on a

-tR R
P etRY(f) = QwetRY(f) modulo t2, et donc e t Pzet Y(f) = QE Y(£).
z

Comme Bo est un noyau de Bergman pour f=0, on a

“tR. tRywn _
(e l:'ze )BO—QWBO,

. 2
ce qui entraine que

§ 8. EXEMPLE

Considérons le cas classique

n
q={z€ee" x|z %<1}
j=1 !
n
Posons f(z,w) = ¥ z.w.-1. Alors on a D Y(f) =z, &(f),
121 J J Z . J
J= J
D_ Y(f) = zjf)(f) et donc
J

(£z. D )Y(f) = (2z.2z.)6(f) = (1+ £)o(f) = 6(f).
k -z i

On obtient

DEjY(f) = zj(Z z, Dzk)Y(f)

2.Y(£) = (Zz, D )y o v(e) .
J zk z‘_j

Le noyau de Bergman B(z,w) de 0 satisfait donc le systéme holonome simple

-DW B=(-¢D zk)z,B
j %K J

w.B=D (D =z )" 1p.
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et B = 1/fn+1 satisfait ces équations.
Par exemple, posons h = T aj|zj|4 et considérons le noyau de
J

Bergman B, de Q = {f+th<0} modulo t2. on a

t

ho(f) = -(T a. 22 D° )(-22z.D +1)‘1y(f) .
Iz iz

On a donc

B, = B+ t(<D,z>+ 1) (T a,.D? 22)B = B+ t(Z a, D> 22)(<z,D>+n+1)"1B.
t Jj z. 3] J z. ]
J J
Posons
n
1 1 n! -k
a(t) = ————1log 1 - X —_—T .
(1+T)n+1 (1+T)n+1 ket k(n-k)!k!
Alors on a
(<zyD>+ n+ 1)a(f) = 1/fn+1
Donc on a
B, = e t(h a" (£)+4@a'(£)+2calf))
avecﬁl>=2a:j Zj;j ’ c=Zaj-
On trouve
B, = (f+th)'n"1+——-—-—t(“+131+h2
(f+th)
+ t[ha" (f+th) +49 a'(f+ th)
+ 2ca(f+th)]
gy
=+t log (f + th)
(f+th)
avec Vy = (n+]}(n+2)h(1+f)_n“3--4(n+1)ﬁP(1+f)_n_2 - 2¢(1+ f)_n-l.

Donc, si hZ 0, B, contient un facteur logarithmique .

t
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