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§ 1. INTRODUCTION

On considere en théorie cinétique des gaz des syvztemes du ‘vio

suivant

BUi - = ' \
+ grad U,.C,+ £ a, ., U.U =0 x € R t 20
ot x 1" i, isji,k j k
ik
U,.(x,0) =U . (x) i=1....,p
i oi
N =2 . s N
ou les Ci sont des vecteurs fixes distincis de R et les i,k des
. L9t
constantes réelles (a, ). Ce systeme décrit 1'évolutica d' ung ¢

isg,k - Pisk,j
dont les particules ne pourraient se propager gqu'avec une des vitesses

E: et ou n'auraient lieu que des collisions binaires (les ai;j,k defintesqut
la fréquence ainsi que le résultat probable de chaque collision).

Ui(x,t) représente la densité au point x et au temps t des particules avaot

—’
la vitesse Ci ; on a donc la contrainte
() U, (x,t) 2 0 iz=1,p; x€R , 120

Dans chaque collision la quantité de mouvement et 1'énergie cinétique
doivent étre conservées (les particules ont toutes la méme masse dans <e
modele * d'autre part les particules n'ont pas de moment cinétique propre) °

ceci implique les relations suivantes

T a, . =0
i ij;i,k
by C =0
a. . . =
(:) ) i Lid.k1
—
T a . |C.J%=0 Gk =1,...,p
(j 1id,k 1

Les'collisions'" de deux particules de meme vitesse sont sans
—
effei ; comme d'autre part, la collision d'une particule de vitesse Ci et
- . . .
d'une de vitesse C, ne peut que faire diminuer le nombre des particules de ces
J

deux types et augmenter celui des autres types, on a les 1ncaglites -

<0 <i i . ,
3.4k si 1 #£j et 1 £k
> .. .
(%) ai;i,j 0 si i # )
a =0 ¥ i, 3
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Par analogie avec 1'équation de Boltzman, que les équations
considérés ici sont censées approcher, on se restreint a des systemes

satisfaisant la condition suivante (liée a la notion d'entropie)

) v,
(:) :] a, >0 : ¥v, 20 § : a,_ . ,vV.v Log~—l 2 0
i i P— i;j,k j k a.
i,j,k i

qui implique

(:) ¥ic 2: a. . . a.a_ =0

jk ik Ik

§ 2. EXISTENCE LOCALE ET PROPRIETES

Pour tous les systémes (:) on peut obtenir facilement le

résultat suivant

Théoreme 1 : Si Uoi € ﬁ”(RN%i.=1,.uo,p, alors :aTo > 0 tel que la

solution existe et est unique dans Co([O,To[,(ﬁm(RN))p). Si K est
—,

—;
1'enveloppe convexe de O, C],...;E;,alors la valeur de Ui(x,t) ne dépend
que des valeurs Uoj(y) avec y€ x + tK , j=1,...,p ®

I1 suffit par exemple de considérer la méthode itérative :

aUn+1
1 > s b 4
—t +graa UL C sat™™l 2" -z oa, . UROD
<:) ot x i i i i j.K i;j,k j k
b

n+1 _
U, (x,0) = Uoi(x)
avec A € R .

Si on rajoute des conditions sur les coefficients, on obtient

des propriétés supplémentaires de la solution

Théoreme 2 : Sous 1'hypothese (E) , si UOi 2 0, ¥i, la solution vérifie
Ui(x,t)ZO , ¥ i, =
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I1 suffit d'appliquer la méthode itérative @ avec A > 0 assez

grand.

Théoreme 3 : Sous l'hypothese @ , si U est a support compact ¥1i ,

oi
on a
7 d r _
5T . Z;.Ui(x,t)dx =0
R
— -
() < -d—j T U.(x,t)C.dx = O
dt RN i i i
d ) 212,
CGpd oy TV ovlc|%ax =0

R i

Sous les hypothéses @ et @ , si Uoi 2 0 et est a support compact ¥i ,

on a

u

d i
—_— — - <
@ T J N E Ui(Log = 1) dx 0 n
R i i
. . = 272
Il suffit de multiplier les equations @ respectivement par i, Ci’ ICil y
U, )
Log -a—l- - 1, de sommer en i et d'intégrer en x (ce calcul, justifié si les

donnéds sont régulieres, s'étend si Uoi € Lw(RN))C

Théoreme 4 : Si Uoi(x+ a) = Uoi(x) ¥ x € RV ¥i, alors Ui(x+a,t) :Ui(x,t)
¥x€RY, ¥t= 0 ¥i .

Si ¥i Uoi est indépendant de x,,alors -V-i Ui(x,t) est indépendant de x -

1’ 1’
Ceci résulte simplement de l'unicité de la solution. Dans le cas

N ’, . o [
ou les UOi sont peériodiques, on a 1'analogue de @ et @ en remplagant

RN par une période.



I.4

§ 3. LE MODELE DE BROADWELL

Un systeme tres simple (trop méme!) satisfaisant <:) ) (E) ) (:)

est le suivant :

( LY
ST +——ax + aU1U2- bU3U4= 0
oy 90y, al,U, - bU; U= 0
J ot dx
@ ‘aus ou,
-BT- + -a-T - a U1U2+bU3U4=O
BU4 BU4
(5% "5 - @ U, U, +bUsU, =0
avec a, b > 0 .
(:) est vérifié si aa e, = ba, a, car la quantiteé <:) s'écrit
alors
al, U
172
(anUZ-bU3U4)LogEﬁ?J-; 20

Ce systéme donnerait les densités de particules pour un gaz formé de 4
types de particules, se déplagant avec les vitesses z 1 parallélement

aux axes.

L'analogue dans 123 de ce modele serait



OU1 b
[ — a A ] - cl_ U IR i =
5T 4 Ny { h)[lU2 rl3|:t ¢ lSIG 0
ST T
-2 (.‘( B} TU - : - = U
T i h)ljU2 ([‘3ll l5l(3 ¢
oll ab
3 3
2 2 LU s (erd Ul - F U =0
) ST 3y clyp Uy e (e gl r gl
."7 ﬂ
6(.‘\1 au
el ammmesma L : U ~+ - I [——
37 v 1[1 24 (c d)l3ll IASK(’ (0]
O”,_ O(P
2 =2 L, UL - AU, U, - (e U_UL =0
at Az 1 2 3 4 56
3|,‘( Ql(
) )
e e TR PR § et [ o+ (e t)L_U =
5T = ) 112 (ll3 b4 e l)l5 6 0
-
avel a, b, ¢, d, e, t > 0
(E) est voritié si (aib)alaz . (’¢3n'4 - cd5a6 = 0 et
- ano, - (vﬁd)agai-etasaﬁzzo

Bien gue @ =01t extremement simple, aucun théoreme d'existent.

globule n'est conan pour ce systeme.

I3 * . , N
En utilisant le théoreme 4, nous allons consgidérer le cas ou les
données initiiales ne dépendent que de x et donc considérer le systeme

simplifié.

1 30 aU
Bll 4 BUl ) 6U2 ,,BUZ ) _OlS’_ ) l4 o
at dx ot dx 3t 7 ot

o= Joow ]
f aUll2 bl3U4

Naturellement ce qui suit se généralise au svsteme @ avec donndées tnde~

pendantes de v et 2.
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§ 4. EXISTENCE GLOBALE POUR DES DONNEES "PETITES'"

Le premier résultat non trivial d'existence globale a été obtenu

par Nishida-Mimura [1]°
Théoreme 5 : ¥ k > 1 Je_ > 0 tel que si

zj U . (x)dx< e et 0<U .(x) <M ¥i; ¥xcR
i R ol (o] o1l [0}

alors la solution de(gb existe globalement et vérifie 0 < Ui(x,t) < kM
¥i; ¥x€ R ¥t=> 0 .

Démonstration : Nous connaissons 1l'existence de la solution dans un

intervalle 0 < t = T, il suffit de montrer que O < Ui(x,t) < kNO pour

x€ER, 0< t < T pour avoir 1l'existence globale.

Posons M = Sup U (x,t)
i,x,t€[0,T]
t
Uol(x-t)- Jo f(x-s,t - s)ds

t
< Mo + b-[o U3U4(x -s,t-s)ds

D'apres (E) on a Ul(x,t)

. -t
SOlt@l U (x,t) < M_+DbM jo U (x-s,t-s)ds

De méme, on aura les majorations

@2 U, (x,t) < M_+bM jz U, (x+s,t-8) ds
©) Ug(x,t) s M+ aM [ U (x,8)
3 3 x,t) < ot @ Jo U1 x,s)ds
O U, (x, ) s M+ aM [T U (x,8)ds
JU

L s 0D 1 :
En intégrant 1'identité 31 (U1+U3)+ax = 0 sur le triangle

{(s,y)|0ss<t ; X-t+s < y < x} on obtient 1'identité

X

t t
J’o U‘__,’(x—s,t-s)d.s+‘[’0 Ul(x,s) ds = j (U01+ UOS)(y)dy

x~-t



Donc @1 et impliquent U, (x,t) S M_+bMe_

@3 et impliquent U3(x,t) s M +aMe

oU
Lo . ... O 2 .
! — -
En integrant 1'identiteé 51 (U2+ U4) 5% 0 sur le triangle

{(s,p)]0s st ;x=< y Sx+t-s} on obtient 1'identité
x+t

t t
IOU4(x+s,t-s)ds +jo U2(x,s)ds= j' (U02+U04)(y)dy

X

(9)2 et @ impliquent Uz(x,t) < M0+bMeo
@4 et @ impliquent U4(x,t) < M+ aMe

On a donc finalement

M= Sup U.(x,t) < M + max(a,b)Me
. i 0o o
i,x,t

et donc en prenant @ €, < kLm;ﬁm on a
b

M

0 kK M . =

< <
M 1—eomax(a,b) o

Corollaire 1 : Si 0 < Uoi(x) <M, ¥ ; x€ R et =i

x+T

1
<
@ swp D[ U (Payse < ey

x€R i x-T

alors la solution existe pour 0 £ t < T et vérifie

M
o

1-¢ max (a,b) °

0 < U (x,t) < ¥i; xéR, tefo,T]

~
. . . . - . vl <
Démonstration : Soit x € Ret Uoi(y) {Uoi(y) si |xo vyl T
0

si lxo-y| > T

1 . . ~ s o
alors pour k = T-emax(a,b) ’ e satisfait @ et Uoi vérifie
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~/
Donc la solution de avec donnees initiales Uoi vérifie

M
o

1 -~ e max(a,b)

~
0 < Ui(x,t) < ¥i, x€R, t=20,
. . ~ .
mais d'apres le théoreme 17Ui(x,t) = Ui(x,t) si lx-xo‘-+t < T;ce qui

donne 1'estimation voulue. n

Remarque 1 : On peut naturellement adapter cette démonstration a de
nombreux systémes.
L'inconvénient majeur de ce résultat (ainsi que celui du para-

graphe suivant) est d'étre relatif a un probléme en 1 dimension . L]

§ 5. EXISTENCE GLOBALE POUR DES DONNEES " GRANDES"

Le second résultat (M. Crandall, L. Tartar [2)) résulte du

corollaire et d'une utilisation adéquate de 1'entropie.

Théoreme 6 : Si les données initiales sont périodiques de période p
et vérifient O < Uoi(x) < Mo algrs la solution existe globalement et

vérifie

At

© ¥k>1da, 20 OSUi(x,t)SkMoek ¥i; x€ Rt 20
Démonstration : Soit a; > 0 vérifiant an a, = ba3a4,alors on a
d P Us
75?-2 I UiLog-;— dx < 0. Donc.,pendant 1'intervalle d'existence, on a :
P Ui(x,t) P Uoi
;j U, (x,t)Log ~=————dx s I =% ] U, Log—= dx
i o i i o i
et donc
P Ui(x,t) Zai
; j Ui(x,t)(Log ———ET——L dx < T +——p
i o i
x+T
On peut majorer j Ui(y,t)dy en décomposant l1'intégrale en deux :
: x-T
la ou O < Ui < aiem,on a une contribution S2aiemT et la ou Ui 2 aiem, on
p U

Ui(LOg Ei)+dy (en supposant 2T < p et m =2 0).
o i

. . 1
a une contribution < E J



Donc en posant A = T a;, on a
i

(x+T n 1 AR
sup ; J Ui(y,t)dy < 2Ae T + H(Io+ - )
i

@

Ceci a lieu tant que t < Tmax temps d'existence.

. k-1 ..
> =
¥k>1 sice Kmax(a.b) , on peut choisir Tk tel que
Inf 24e™T + 2(1 +AR) < ¢
k m "o e
mz 0

Alors on peut appliquer le corollaire 1 avec comme données initiales

Ui(x,to) pour déduire que

0 < Ui(x,t) < k sup Ui(x’to) si t < ts<t +T
i,x,
Alors A =-1-Jgg-£- donne @ »
k Tk :

Corollaire 2 : Si les données initiales vérifient 0 < Uoi(x) < MO alors

la solution existe globalement et vérifie une inégalité du type :
0 < Ui(x,t) < cp(t,Mo).

’, . . 3 A N
Démonstration : Pour majorer Ui(xo,to) on considere le probleme avec

~
données initales U .(x) = U .(x) si |x-x| st prolongées par
oi oi o o
périodicité : p = 2t . Alors Ui(xo,to) = Ui(xo,t ) et on peut appliquer
o

.

o
N ~/
1 & U, .
e théoreme CE) a U,
Io peut se majorer par une fonction de Mo et to et donc on peut
~
majorer Ui(xo,to) par une fonction (qu'on peut expliciter si 1'on veut)

de Mett . =
o

Remarque 2 : On peut obtenir des résultats d'existence avec données

initiales dans LY(R) avec q assez grand. =

Remarque 3 : Pour tout systéme de type (E) - (5) 1'existence de 1'entro-

pie ramene le probléme de 1l'existence globale a la recherche d'une

majoration du type
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v »
He> O, T>0 : ¥ IUoi(x)dx <eg 2 la solution existe pour 0<t <T
i

]" Nishida-Mimura : Global solutions to the Broadwell's model of

Boltzmann equation for a simple discrete velocity gas,

a paraitre, Proc. Intern. Symp. on Math. Prob. in Theor. Phys. at
RIMS, Kyoto Univ., Janvier 1975.

Crandall-Tartar : a paraitre.



