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~ 0. INTRODUCTION

On étudie dans IR n+l (de point courant (x ~ t)), le système

ou Ã2’ (ordre 1) et A (ordre 0) sont des pseudo-rlifférentiels1 
co

dépendant de façon C de t.

On fixe un point (x ,0, ) de la surface initiale t = 0 et on
o o

travaille microlocalement près de ce point, avec les hypothèses suivantes :

(H1) ,1 et À2 sont réels, et coïncident sur t =0. Précisément,’ 

1 1 -201320132013 ’

. = (i =1,2), avec de plus (x ,0 )- X(x ) )/0;
1 

- 

1 1 2 0 0 0 0

cette dernière condition équivaut à (r - r ) (x ,O,E ) 0(p. _ i +’..).2 1 o -0 1 1

Le système L est donc strictement hyperbolique pour t ’0, mais non symétri-
sable pour t z- 0. On sait (cf. [5 , [6J) que le problème de Cauchy pour L
est bien posé, quelque soIt A, mais que la régularité de la paramétrix

dépend de A . Ici on construit explicitement cette paramétrix, ce qui

permet de préciser quantitativement (en généralisant cette dépendance,
d’établir le mode de propagation des singularités, mais aussi de discuter

la réflexion des singularités sur le bord t = 0, ou leur "diffusion" à

travers t = 0 (cf. 76Î pour l’étude précise d’un exemple).

à 1. PROPAGATION DES SINGULARITES ET REGULARITE

On la relation canonique de définie
1

par C(p.) = [(x,t,,’f),(y,TI), tels que appartient à la

bicaracti,ristique nulle de p. i issue de -?t(y,’TB»)}.

On désigne (Où ’ est un voisinage conique de (x,,F-r 0 », 0 a

1’;space des distrihutions à support compact dont le front d’onde (ou

spectre sinu] icr) est contenu dans #U,,.
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Le théorème suivant résume ce que l’on sait de la régularité
des paramétrix (cf. 

Théorème : Soit L le système hyperbolique précédent, avec les hypothèses

(H1) et (H2) .

Il existe un voisinage conique de (x , ) , et des opérateurs
0 0

00

i) LE 
+ 

= 0, modulo C , près de (x o ,0).
ii) Pour tout t o -&#x3E; 0 assez petit, E (resp. E ) restreint à t -&#x3E; t "

o + - o

s’écrit (modulo un opérateur régularisant dépendant de t ) comme un
o

opérateur intégral de Fourier de relation canonique C(p) (resp. C(p)),
et d’ordre -1/4 + m 

+ 
+ 0 + 0) microlocalement près de

+ 
P 4 - 

P

(xo, o) avec
o o

(ce qui signifie que pour tout E &#x3E; 0, il existe un voisinage conique

tel que est d’ ordre - 1/4 + m +e).e o o 
" 

_ 

iii) E+ et E- sont des solutions "indépendantes" dans le noyau de L en
ce sens qu’il existe des opérateurs scalaires tangentiels, proprement

support és, d’ordre 0 d’ordre 1/2 tels que

Remarquons (cf. partie II) qu’il n’est pas possible de remplacer

les nombres m 
+ 

du point ii) par des nombres inférieurs. Ce sont donc des

invariants.

Deux aspects du théorème doivent être notés :

. les noyaux E+ possèdent des singularités "pures" pour t &#x3E; 0 (le théorème

ne dit rien pour t 0, nous verrons pourquoi), c’est-à-dire réparties

uniquement le long d’une des deux relations canoniques.

. Toute solution de L%= 0 s’écrit comme superposition de E et E
+ -

appliqués à des fonctions déduites des traces de 1k.
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a) On peut donc réduire le problème de la réflexion des singularités
sur t= 0 à un problème d’hypoellipticité pour un opérateur pseudo-diffé-
rentiel sur le bord, de la façon suivante (schématiquement) : si L’?~,= 0,

il existe fli et W telles que ’1b = E + V + E - W ; si la bicaractéristique
de p 1 n’ est pas dans le front d’onde de ’u 0 ( mi cro 1 o cal ement ) .

La condition de trace imposée = 0 s’écrit de façon pseudo-diffé-
rentielle sur *L-7 et W. 

b) En appliquant le théorème à l’opérateur L obtenu de L par le chan-

gement t en -t, on peut décrire les singularités, pour t 0, de toute

solution du noyau de L. En général, les solutions "pures" obtenues pour
t &#x3E; 0 se révèlent être "mêlées" pour t 0, ce que l’on nomme "diffusion"

de la singularité à travers t = 0. Cette diffusion peut être d’ailleurs

inégale sur les deux caractéristiques, comme le montre l’exemple suivant

(cf. j_0~) : on étudie l’opérateur

Pour (x ) = (0,+1), ’ on a ici m = -2013-2013Rea(O) ; ’ on observe la
o o , + 4 4

diffusion de la solution pure E 1J dont les singularités pour t &#x3E; 0 sont
+

portées par la bicaractéristique t~. Deux cas se produisent :

. a(0) / -1, -3, ... ,-(2k+1), ... Alors = + pour t  0,

où E est d’ordre m .
+ +

. Si a(t) _ -(2p+1) + O(tk) (p entier &#x3E; 0, k entier k 1), alors, pour

t  0, E l’ú = Ë V + E B1J , , où l’ opérateur tangentiel B est 
+ + -

si k 2 + 1 (À entier 3 0) .

à 2. CONSTRUCTION DE LA PARAMETRIX

Elle s’effectue essentiellement en trois étapes :

1) On réduit l’étude du noyau de L à celle du noyau d’un opérateur du

type P = D2 +2eTD Dy + c-st du premier ordre, indépendanttYP P D§§ + 
J j 

+ "(X,D,Dq) , °Ù ’ i’st dU PÎ’’ÎÎi" °"d", idôPndant

de T.
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2) On écrit des solutions dans le noyau de P sous la forme 

grâce à un changement d’échelle s = Tif 11/2 dans les équations de transport
sur q. , 

3) On ajuste les traces.

Il nous semble que le point crucial est 2), c’est pourquoi nous

esquissons assez vite les points 1) et 3).

1) Réduction de L .

. D’abord, on "symétrise" les caractéristiques : on a en effet

En posant (Tu)(x,t)

T ( x, 0, ) - x . , on transmue 1 ’ opérateur x + d en 1 + reste d’ ordre 0. En

transmuant le système L par l’ o p érat eur T, on ol&#x3E;tient L’=:T- 1LT,

1

. Ensuite, on "redresse" les caractéristiques de L . A cet effet, on choi-

sit j (Lr ° / 0 et l’on prouve :1 

0 J
il existe h d’ordre zéro et une bijection canonique

(x t,e d’un voisinage conique 1 de {x 0) sur son
9 , t 9.1 e 09 0 

e

image, homogène d’ordre 1, telle que

i) pour t = 0, 1 = F , t = 0.

ii) le symbole s’ écrit, dans à l’aide des nouvelles

(E’ = signe de rlg i ° en (x , 0 )).+ j j o "o

La preuve suit les lignes classiques L4-1 , [7 , avec un petit

raffinement pour obtenir i).

On sait alors que si H a pour symbole h, il existe un opérateur

intégral de Fourier F, qui respecte la trace sur t = 0 (grâce à i))~ tel

que soit de la forme
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. Enfin, en utilisant l’hypothèse (H ) (~.¡ 0). on réduit L" à un opéra-

teur à coefficients polynomiaux en t.

Auparavant, on rend’Broite" l’une des deux caractéristiques de

L" par un changement de variables T=t, 
j j i 1

il-j. L’opérateur devient

On prouve alors qu’il existe des opérateurs (matrices 2 x 2) pseudo-diffé-

rentiels d’ordre 0, inversibles, B et R, et un opérateur (scalaire)

d’ordre 1, 7r= 7r(X,Dy5DT) , tels que si 1r est solution de

-

solution de L = 0. De plus, la partie principale n1 de n est tangentielle,
et

La preuve suit la même idée que dans la réduction asymptotique de et

est assez difficile. On peut la rapprocher de la procédure de découplage

exposée en L8~.

2) Solutions dans le noyau de P.

On pose Ir= et alors

on pose s = T E 11/2 (?=~p ~ @ lw 1 = 1 ) l’équation devient
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On cherche q sous la forme

conduit aux équations de "transport"

ce qui

etc.., où P . désigne l’opérateur coefficient de p ~ dans la somme’ 

-J
écrite plus haut (E = P1) .

Le point important est de pouvoir choisir les q . avec un "bonrr
1 -J

comportement lorsque s + co , en sorte que les q _J . ( X T I I 12 ) se compor-

tent en un certain sens comme des symboles (pour T~ 0) , et que la somme

q-l .

qo+ - +... ait un sens.

a) Forme des solutions

En posant (J = 9 s (9 = ou S = suivant que c = + 1 ou - 1 ) , on se
J

ramène au cas où E s’écrit on choisit

et L est de la forme

(cela résulte de l’application de la méthode de Laplace). Alors P (q )
o o

s’écrit comme une somme de termes de la forme

k entier &#x3E;- 09 C étant une

fonction C7’. Négligeant k, on notera simplement (~) un tel terme. Montrons

que si W = (T) , il existe une solution de E(u) = W qui est une somme (finie)

de termes (~) ; en effet, si u=j e e-1 v(z)dz’,E(u) = W s’écrit
L

et le résultat suit d’un

calcul élémentaire de primitives.
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On en déduit que q-l (choisi comme ci-dessus) est une somme

de (~), ~~~; alors q-2 est une somme de termes P (~)~ a À,

et ainsi de suite. Si l’on convient de négliger pa(~) devant pa 
, 

(~’)

lorsque a =a’, ~, &#x3E;.~,’ (voir b))~ on a plus précisément (par récurrence)

étant entendu qu’on a éliminé de l’expression de q . tout terme négligeable
-J

par rapport à l’un des termes écrits. 
-J

b) Comportement des solutions q .
___ 

’ -J

C’est le point essentiel qui justifie les choix faits en a). Il résulte

du lemme : soit

Lorsque la direction du demi axe Ox ou du demi axe Oy,

pour tout entier k ~ 0, ~ réel (esquisse de

preuve : posons

Le comportement des i (a) est facile à obtenir. Lorsque 

mème Ik ( 6 ) s’exprime à l’aide des (0), Lorsque Re~ s -1 , on

établit des relations de récurrence entre les Ik ). Notons que si À est

voisin d’un entier positif ou nul lorsque (X,W) est proche de (Xow 0
3. 3i Ir 

2 

0 0

. .. r +co , .. - ..

on remplace q 
o 

par 1 
o 

e e t dt, ’ et tout le calcul

»

du point a) doit être fait en remplaçant les par les 1 , qui ont

le même comportement et les mêmes propriétés.

c) Les symboles Sm’k
On note ainsi, suivant Boutet de Monvel [3, la classe des fonctions

03 

’

C dans un voisinage de satisfaisant aux

inégalités
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dans les conditions habituelles.

Les résultats de a) sur la forme de q_ i et de b) sur le

comportement des I k,~ se synthétisent aisément en celui-ci : notons (par

abus), q -J .(X,T,~) 
= q_ alors q , est microlocalement rès

de (x w ), pour T ? 0 un symbole de classe ST ’ 2m - j + o , où
0 0 

p ’ Y T=o

(ce qui signifie que, pour tout e &#x3E; 0, il existe un

voisinage conique /71 FI de tel que, restreint à  , q_i est de
c o o c -j

m+,2m-j+2c , . 3., celaclasse Compte tenu des résultats asymptotiques de 13 , cela
T=o - °

permet de donner un sens 
à 

la somme q---q + 
q-l 

avec E Sm+o,2m+o
permet de donner un sens a la somme q = q + -----+ ... , avec q 

o p =0

pour T ~ 0.

3) Si W a son front d’onde concentré près de (X 0 ,w 0 ), la fonction

est donc, pour une solution de = 0,

modulo C . Pour revenir à L, il faut (en général) prolonger cette solution

en une solution ’U valable pour T voisin de 0. On montre dans ~2! qu’on

peut réduire ce problème aux cas classiques où le problème de Cauchy est
correct L5’, L6.~.

D’autre part, toutes les constructions faites en 2) dépendent

de 1. Dans les coordonnées d’origine, on aura donc (en faisant

figurer l’indice c)

En désignant par (BR) l’opérateur BR dans les coordonnéesE -

d’origine, on aura

N

On définit alors des opérateurs E de ~ ’ 
1 voisinage assez petit de

t 
^’ -1 

IL

(x ,~ )) dans 2 ’ par E W - TF (avec des tronquages convenables) . °
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Ces opérateurs sont des solutions "pures" dans le noyau de L;

le choix e=-e’ avec les valeurs de m correspondantes, conduit aux
+

opérateurs E = E , qui satisfont clairement aux points i) et ii) du
+ +c

théorème. 
- -

La question des traces se pose du fait que (BR) E n’est pas (en

général) un opérateur tangentiel. cependant, cet opérateur s’applique à

des éonctàons flT vérifiant une équation du type (022 - t2 022 +R )Ù= 0
at2 ax2 1
et ex.

J

(R 1 d’ordre 1) ; pour de telles fonctions, ° on perd seulement "1/2 cran"

de régularité par trace par rapport (xO) ; cela permet d’exprimer
- --,

les traces de sous la les

~. 1 se calculant à partir de (BR) et Ri.

Le reste de la preuve du point iii) est surtout une vérification

laissée au lecteur.
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