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§ 0. INTRODUCTION

Au voisinage des problemes elliptiques différentiels, il y
a des approximations "non-elliptiques" ne conservant pas sur les réseaux
les propriétés fondamentales des opérateurs approchés, la situation que

l'on va illustrer avec un exemple simple.
Soit 1l'opérateur
D, - -i L (1)

. 1 1
On va considérer trois approximations de (1). Soit Rx h = {XERx,x=kh,
’
k =0,%1,...} une famille de réseaux sur la droite de pas h. On désigne

et 5
,h x,h
en avant et en arriere et l'on introduit les opérateurs

par GX les opérateurs de translation d'un pas respectivement

_ _X,h 2
Dx,h - ih ( )

- 1 - ) h
D = a3 (3)

x,h ih
Enfin, on pose
- 0 -9

S 1 _ x,h X)h 4
Den =32 (Dx,h * Dx,h) = 2h (4)

On prend 19(R;) comme domaine de l'opérateur (1) et les
traces des fonctions de 9(R}'{) sur R}'{ comme domaine des opérateurs (2)
b

(4).. On a,’o‘cpe.g:

h

= 0(h)
0(n) (h - 0)
(v, - °> )9 = 0(n?)
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Donc, apparemment 1'opérateur (4) approche mieux 1l'opérateur (1) que

(2), (3). Néanmoins, cet opérateur ne conserve pas sur Ri,h la propriété
fondamentale de (1), & savoir, celle de n'avoir pour solutions de
1'équation homogene correspondante que les constantes, car on a parmi les

solutions de 1'équation



X
la fonction (-l)H qui possede sur Ré de tres mauvaises propriétés de

h
’
régularité, vu que les dérivées au sens de différences finies ce cette

fonction sont

X

(2) 507 %(-1)® L 0(a™)(n - 0)

(-2i)kh‘k(-1)K ~ o(h‘k)(h - 0).

ps
k h
Dx’h(_l)x

n

k h
Dx’h(—l)

Par contre, toutes les solutions des équations

D u=20 Dx,h

sont constantes sur R1 .
x,h
Introduisant les analogues discrets des normes de Sobolev

d'ordre 0 et 1 :

2 2 2 2 2
lalld = §R ) [ 20, [lallf g = (ll§ o+ Doyl s
x,h

on constate que la majoration,

s o[*n, yully , + [l

lully o.n * lully p)

avec une constantg C indépendante de h est impossible, car il suffit de
prendre u = h(-1)0 ¢(x), ¢ €, pour obtenir une contradiction avec
(5), le premier membre étant 0(1) et le second 0(h) (h = 0). On va
passer maintenant a l'introduction des analogues discrets des espaces
de Sobolev HS(RE) et ensuite a l'introduction et 1'étude d'une algebre
des opérateurs aux différences finies qui permettra d'établir la

théorie elliptique de ces opérateurs.
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§ 1. ESPACES DES FONCTIONS DE MAILLES

Y

1) Notations : On désigne par Z" 1'ensemble des points de Rg a

. n n .
coordonnées nombres entiers et par Rx n °u Rh la famille de réseaux
9

de pas h dans Rz qui s'obtient de Zn'par 1'homothétie

n n
Rx,h =h#Z , he€ ]o,hoj.

h0 est supposé fixe et suffisamment petit.

n

€,h
. N
duals & R : T, = {E € RD, Ihgji < n}.

On note par T ou par Th tout court la famille des tores

Les symboles 6, 1, et Bx L, sont réservés pour les opérateurs

’ s 9
de translation d'un pas 1eJlong de 1'axe des xj respectivement en avant

et en arriere.

On introduit
b . = (in)e, -1), D . = (in)Y(1-5 )
Xj’h xj,h ’ Xj’h Xj’h

les opérateurs de dérivation au sens des différences finies, respective-

ment en avant et en arriere, multipliés par -i.

On pose

g, = (07 Cexpling )-1),

Gg = (c§1$'~'9€§n)’ wg = Cg'h:i

On note pour tout multi-index «o

_ n o 1 n s 2,s/2
Den = Dﬁfh .,.Dxn’h , T o= By, 2 0, <2 = (14]2] %) 5,

¥z et



Définition 1.1 : On appelle fonction de mails (f.m.) toute application

w: Jo,b Jx z" - ¢P (1.1)
continue en h € ]O,hO].

Pour tout h € ]O,ho] on peut considérer une f.m. u(x) comme

une application

. - aP
u : Rx,h ¢t (1.2)

On désigne par44L l'ensemble des f.m. & décroissance rapide pour |x| - o,
4(ﬂ désignant 1'ensemble dual des f.m. & croissance lente pour |x| - o,
On désigne par A/(O,ho) le sous-ensemble de.d% de f.m. @(X) pour

lesquelles sont finies les semi-normes

sup sup <x>j|Dz h@l <o, ¥(j,a)
h X ’

a) A toute f.m. u € 4{h on fait correspondre sa transformée de

Fourier discrete

@) - gy 2w e R (1.9)
x,h

avec la formule évidente d'inversion

u(x) = (20)™ M5 F(g)ag
€,h
et celle de Perséval

Su(x)vx) b" - (a0 [ A(e)T(e)ag

X
€h



En outre,
F (0% u) = ¢*¢", F 2° u) = ¢* b F (x*u) = (ia.)%@"(g)
x~E,h  "x,h 13 x—~E,h ' "x,h 3 x-E,h g
I1 est clair que QTE = Fxﬂg,h Afh est 1l'ensemble des fonctions‘ﬁh(g) €
€ cg’ , périodiques en & de période 2n/h , ¥ h € J0,h_].
De méme, J(h = F 4{' est 1'ensemble des distributions

h= “x£,h " h
périodiques de périodes 2n/h d'ordre fini, ¥ h € ]O,hoj.

AJ(O,h ) = {u: sup sup<¢ >J]aa uh, < o},
n x5 g
b) Opérateurs de restriction T et de prolongement 4%.

Pour toute fonction u € C(Rn) est définie la projection (restriction
sur R% ) *
x,h
n
MU = u(x), x € Rx,h

Pour toute f.m. u € 4{h est définit 1l'opérateur de prolongement 4£n

-n
= i ~ 14
£y u(x) = (2n) fn e *-55b(e) ag, xERz (1.4)
T
€,h
Proposition 1.1 : on a 1l'inclusion :

nh .,JC J(O,ho)

les semi-normes

9],

= sup sup <x>k E::: |D§ h @l y P E-cf
h lal=3 = 7

X

étant finies, ¥ k, j, ¥ ¢ € 4‘ et vérifiant les inégalités
k/2 2 2.k/2
. < 2 1 + h .

ol [@]k j sont les semi-normes correspondantes dans CK La démonstration
b

est immédiate.



3) Espaces HS(O,hO) ¢ On introduit les normes

a2 = (2m) ) <g >*[E"(5) | %as (1.5)
’ n
"¢, n
Clullg - e lallg (1.8)

et 1'on désigne par HS(O,hO) l'ensemble de u E-J% 32 la norme (1.6) finie.

Pour s = m 2 0, m entier, on vérifie aisément que Hm(O,ho)

est l'espace des f.m. u telles que

sup 27 57 lD;,h u,2hn < o

h
xGRi’h Ialsm

. . 2 , s ps s
Evidemment, Hs (O,ho) < HS (O,ho) si s, < Sg- L'opérateur Ty étant défini

sur HS avec s n/2, on pe%t demander si

nHo © HS(O,hO).

h

La réponse est fournie par le

Théoreme 1.1 : Soit u € Hs’ s > n/2. Alors nu € Ht(O’ho)’ ¥t ss et

les inégalités suivantes sont vérifides :

Irgall, g = Bl + 0, 878, <PIE (9)]%a0) /2
g’h (1-7)

hall, = Cjngald,

Démonstration : On pose

et 1'on utilise la formule de Poisson :

Y(g) = X(g) + W(g)



avec

w(g) = 2 ﬁ/(§+2noch_1).

0£0€Z

L'inégalité de Cauchy-Schwartz donne

2s 2s n

la«g)]2 < C_h 5'<€ + 2nah > |ﬁ(g+2nah'1)]2 , ¥E €T p (1.8)
[0

Multipliant (1.8) par <C 52t ot intégrant par € € T

on obtient 1la
premiere des inégalités %1.7).

n
g,h’

Pour prouver la seconde, on utilise (1.8) et le théoreme de Lebesgue .

Remarque 1.2 : Il résulte des inégalités (1.7) que pour tout u € Hs

avec s > n/2, on a :
Hu” = lim Hn uH , ¥t S s,
t h=0 h™'"t,h
Pour s quelconque on peut se donner une autre projection qui garantit

l'inclusion voulue et donne sur les réseaux une f.m. qui pour h

petit differe peu de la fonction donnée initialement. Notamment est

vraie la
Proposition 1.2 : Soit u € Hs' Alors il existe i vérifiant les con-
ditions
t
a) vp €H_ ., ¥t 20, h th||s+7t < Cs’tHu”S
b) movy € H (0,h ), [|n, v, |1, = clul
s-s'
c) “u-vhHs_S, < Cs,s' h Hu”s,, ¥ s' < s,
Démonstration : Soit & (£) € c: (Rg) , 129 (g)20, 8 (§) =1 dans un

voisinage du zéro, supp 8, C {|gls1}. On pose

¥,(8) = & (ng)d(e)

Les propriétés a), c) sont évidentes. La progiété b) résulte du théoreme
1.1 et de a).
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Proposition 1.3 : Soit u € Hs(O’ho)' Il existe un prolongement lku = vy

vérifiant les inégalités
-t .
hollvlly,e s €5 (Llully, ¥ ¢ = 0. (1.9)

Démonstration : On utilise le prolongement :

vh(x) = -lnu(x) = (2n)™" ITH eix'gﬁh(g)dg, ¥ x € Rz. (1.10)
€,h

On peut trouver dans [6] une étude assez détaillée des espaces de fonctio
de maillesy compris ceux qui pourrait étre utilisés dans les problemes

aux limites discretes.

§ 2. OPERATEURS AUX DIFFERENCES FINIES. CLASSES DE SYMBOLES Kv'
SYMBOLE GRADUE. CLASSES Eb.

1) Classes K de_symboles canonigues

Soit une fonction a(x,E) € Cm(Rz Rg \{0(mod 2n)}) & valeurs dans 1'espace
des matrices carrées d'ordre p, périodique en £ de périodes (2m,..,2n).

On suppose, en outre, qu'il existe
lim a(x,g) = a(=,8)
X =00

et 1'on note

ou(x,€) = a(x,g) - a(=,£).

Pour tout couple de multi index o,B et tout j entier 2 0, on

pose

ag(X,g) = Di ag a(x,§)

J o
<> Fx-’ a

7. (x,8) "

<x>J§a

1]

et 1'on introduit les normes



I el ooy = (20" supexod | B (,5) | ol vax
g2 S
X
(2.1)
+ (2m) ™" sgpla“(w,g)l lw§||°‘|'V
avec W = (w ,o”,wg ), J = -i(eig- 1)
Définition 2.1 : On définit pour tout v réel la classe k ~des fonctions

matricielles avec les propriétés ci-dessus et telles que les normes (2.1)

sont finies, ¥ a, j; les éléments de kv sont dits symboles canoniques.

Remarque 2.1 : La fonction h™ a(x,hE) homogene d'ordre v en (h_1,§)

est analogue & un symbole homogeéne d'ordre v dans le cas pseudodifféren-

tiel. En outre, si pour tout compact k C Rz Rg on a

lim h™"a(x,hg) = a(x,8) £ 0,
h=

alors a(xgg) est homogtne d'ordre v et o(x,E) € Afv (classe de Kohn-
Nirenberg}HUrmander,[lj, [2]).

Définition 2.2 : Soit une suite numerlque monotone {d'} 4{ - —o et
J
une suite de symboles canoniques {Ja} Ja € k . On appelle symbole
%

gradué et 1l'on note dr(a) la somme formelle

df(a) = I J.a(x,g), ja €k
. S .
j=0 J

2) Classes £

Soit une fonctlon a(h,x,g) sur ]O,hojx_Rix Rg a valeurs dans l'espace
des matrices carrées d'ordre p. On suppose que a € Cw(Rxx Rn),

a € C(]O,hojx sz RE), a est périodique en £ de périodes (2n/h,...,2n/h).
Avec les mémes hypotheses de comportement a 1'infini (’xlﬂm) et les

mémes notations que ci-dessus on pose

2. <x> ||oc] = (em)™" jRn i“‘z’ <X>j|5’~'a(xs§)|<ég>|a,_vdx+ (2.2)
X 7 &
-n o lal'v
+ (2n) “sup|a (h,oo,g)|<gg>
h,§

’
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Soit ¢(t) € C”(ﬁi), ¢ =1 pour t 21, 9 =0 pour 0 st <1/2, 1 29 > 0.

On note
@g = @(lggl)

Définition 2.3 : ©Pour tout v réel on définit la classe Sv des fonctions

matricielles a(h,x,E) ayant les propriétés ci-dessus et telles qu'il

existe un symbole gradué

Gr(a) = X Ja(x,g), Ja € ks , 8 =V, §, = -®

j=0 j ° J
tel que pour tout N 2 0, N entier, les restes
"%k k
a(h,x,g) - @g h a(h’xag)9 N>0 (2
N_(h,x,8) = 0<j<N '
a(h,x,g), N=20

vérifient les inégalités

~/

T<x>'j§oc Ilocl—sN < ¥3§, o N

Théoreme 2.1 : Soit un symbole gradué dr(a) = X Ja, Ja € kS ; S, =V
J=0 J

Alors il existe un symbole a(h,x,E) € €, ayant dr(a) pour symbole gradué.

Démonstration : Soit ¢(t) la fonction introduite ci-dessus et {tk}

une suite numérique to =1, t;, = 0, kK » «. On note

k
k -8, k
b(h,xyg) = @(tklgg‘)h k a(x,h,g) (2-5)
et 1'on pose

k
a(h’x’g) = I b(h,X,g)
k=0
= 0 assez rapidement, on prouve

Choisissant t, de maniere & ce que t

k k
que a € IV. D'autre part, on vérifie aisément que a(h,x,g) a pour

symbole gradué Gr(a) donné initialement.



§ 3. DEFINITION D'UN OPERATEUR AUX DIFFERENCES FINIES (o.d.f.)

Soit a € £ . On définit une famille des o.d.f. AR,
h . 1 - 1
AV -

par la formule

he -1 h ,
Ate = Pl oy a(h,x,€) B qus T, ¥u e
ou Tz est un opérateur tel que pour tout s on a :
h
T HS(O,hO) c HT(O,ho) (3.1)

On appelle symbole de Ah et 1'on note G(Ah) la fonction a(h,x,E). Tout
opérateur Tz ayant la propriété (3.1) sera dit régularisant. Le symbole
gradué de a est dit symbole gradué de Ah et est noté : dr(Ah),

ih€k

On vérifie aisément que

Exemples : a) af(h,x,E) = e
j i€k J .
a €r£0, Gr(a) = ZJa, %a = elg , Ja = 0, j =21, s, = 0

Sj quelconque, pourvu que sj = -, sj <0, j=1. L'opérateur Ah corres-
pondant est la translation en avant ex h d'un pas le long de 1'axe
2

des x.. J
J

b) a(h,x,§) = - ’Cglz €Ly, %a(x,g) = —|w§|2, s, = 2,

Ja = 0, sj sont arbitraires, pourvu que sj-*—w, Sj <2, j>0.
Le symbole - |QE|2 définit 1'approximation classique Ah de l'opérateur

de Laplace, dite "croix" qui s'éxprime par la formule

2 = D n D%

n  u(x+he.) - 2u(x) + u(x-he.)
R i i
j=1 h

ou ej est le vecteur-unité le long de 1l'axe des xj,

¢) a(h,x,8) = hzlg,4 + lg|2 + byC + b2E +C, ac€ &2,
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0 _ 2
a = |w|4+ |w|2, 1a=b1w+b2w a=C, 3a=4a=-—=0, v=s =2,
Sl=1’ S = 0, 8,7 - o, Sj<0'
L'opérateur correspondant s'exprime par la formule :
h 2 = 2 = =
A" = h (Dx,th,h) + Dx,th’h + bli’h + bng,h + C.

- 1 i -2(i+1
Q) albxg) = <2 €5, Jalx,8) = (-1)3[u |72 e

€ k_2j-2, Sj = - 2(j+1). L'opérateur A correspondant est la fonction
de Green discrete de l'opérateur 1 - Ah’ ol &y est le laplacien discret

de 1'exemple b).
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a(
~
|N
T<x>
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