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XII.1

INTRODUCTION : LA TRANSFORMATION DE HILBERT

Etant donnée une fonction f sur R, soit u la solution du
probleme de Dirichlet dans le demi-plan supérieurin: {(x,y);y >0}
= f(x).

u oV
v est la fonction harmonique conjuguée, c'est-a-dire =— + <= = 0,
Ju dy  ox

3x = By (avec une condition qui la déterminc d'une fagon unique, par

exemple v(®) = 0), alors on pose g(x) = (Hf)(x) = %3 v(x,y). On a Av = 0,

avec donnée-frontiere f, c'est-a-dire Au = 0 et liw u(x,y)

la fonction F = u + iv est holomorphe. Puisque -iF = v - iu est encore
holomorphe, il est a priori évident que si Hf et H2f existent, on aura

H2f - 1.

Sous des conditions assez générales u est donné par l'intégrale

de Poisson

a(x,y) = 3 J" SO s Rk,

N -1 -1 1 X
ou Py(x) = Ren 7 - Comme éfmni - = Qy(x) == 5 On aura formelle-

ment

vix,y) = ;][" Ii:o f(t)-(—;-:;‘z)(——éf;—z-— dt.

Or on démontre que

[0}
(1) 0 p(t) —E— at - 1 —ii%%f— dt - 0

Y T

-® (X—t) +Yy |X-t|2y

lorsque y = 0. Ceci conduit a définir la transformée de Hilbert comme

la valeur principale de Cauchy

o]
Hf(x) = v.p. % f -—ii%l— dt.

X
-

Plessner a demontré ue Hf existe si f € L2 En effet un calcul montre
-2 . - .
que G}Py)(E) = e WY Q}Qy) = -isgn €. e 2ny|§| = -isgn §.(3Py)(§).

. Lo ~ ~ ~
Si l1'on définit f par g(f) = -isgn §.8(f), alors f**Qy: f * Py’ donc de



XII.2

(1) on conclut que Hf = T existe et l'on voit aussi que H2f = -f et
hied] 5 = “f“ 9 Plus tard M. Riesz et Titchmarsh ont démontré que Hf

. L.
ex1s%e aussi si f € Lp, 1 <p < o=,
Au lieu du demi-plan supérieur on peut aussi considérer le

disque ou un domaine arbitraire du plan complexe, ce qui a été fait par

Zarantonello dans un travail non publié.

§ 1. LE CAS ELLIPTIQUE

Désignons par (x,y) = (Xl’""’xn’Y) un point du demi-espace
n+l
.=

iRnXIB+ . Etant donnée une fonction f sur Ifn on
considere la solution u du probleme de Dirichlet dans Il2+1 avec donnée-

supérieur R
frontiere f. La fonction conjuguée sera cette fois la fonctionm
v o= (vl,...,vn) 3 valeurs dans R"” dont les composantes satisfont au

systeme d'équations de M. Riesz

3u av1 oV Ju ij v avk
—_ 4+ T +...+ =™ = 0, == = 4 = .
oy Xy ox axJ oy axk dx
Les fonctions Vj sont harmoniques et (u’vl,.,,,vn) est le gradient {/h
d'une fonction harmonique h. On pose g = (gl,n.n,gn) = Hf, ou
g(x) = 1im v(x,y). Sous des conditions tres générales u(x,y) = £*P_(x),
y—0 y
ou
P(Eil y
2
Py(x) - n+1 n+1
2 20242
T (|x]7+y")
La fonction conjuguée est
F(Eél x
Qy(x) - n+1 n+l ’
2 2 2, 2
T (lxl +y )

de fagon a ce que v est donné par f ¥ Qy. Une relation analogue a (1)
suggere de définir la transformation de Hilbert-Riesz par la valeur prin-

cipale de Cauchy
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r(n+1)
(2) g(x) = Hf(x) = —2" 1lim I f(t) x -t g4,
n+1 -0 !X_t|n+1
2 TV |x-t|=2e
n
On voit de la méme maniere que dans le cas n = 1 que Hf existe si f € L2,

2 2 2 2 .
lell5 = Hg1HL2 +---+HgnHL2 = HfHL2 et Hg = -f ou

(3) Hg(t) = v.p.c [ a(x). (x=t) 4

let,n+1

Calderén et Zygmund [4] ont démontré que g existe si f € LP avec 1 < p <=
et que f — g est une application linéaire continue de LP dans lui-méme.

On peut poser alors le probleme pour d'autres domaines que le demi-espace :
est.ce que sila composante normale u de Y7h a une limite f a la frontivere,
la composante tangentielle v de \/h aura-t-elle une limite g,et a-t-on

Hg“ < C”f” ? Pour la boule unité ce probleme vient d'étre résolu
parLﬁorényi %E Vagi [2, §9] qui se servent d'une théorie édifiée par

eux d'intégrales singuli®res sur des espaces homogenes.

L'algebre de Clifford sur R est engendrée par n éléments
€,,...,e_ qui vérifient e? =1 et e;e. + e.e. = 0 pour i d j- Elle a
1 n " J i7j ji d
dimension 2 et a pour base les produits e. e. ...e. avec
1 1o Tk
< 1 < i < <i < = i
1 1, 12 e S n. Alors F u + e1V1+...+envn est une fonction

holomorphe au sens de Fueter de la variable y + e +...ote X et la

X
171
formule de reciprocité Hg = -f vaut encore si dans (3) le produit sous

le signe intégral est pris au sens de l'algebre de Clifford.

La forme du noyau dans (2) nous conduit & étudier les distri-

butions KK définies par
A
o> = [k x| Mo () ax,

ou k est une fonction localement intégrable, homogeéne de degré 0. La
fonction A +~ KK € 4' est holomorphe pour les valeurs pour lesquelles
1'intégrale converge, c'est-a-dire Re A > -n, et elle admet un prolonge-
ment analytique dans tout le plan complexe, sauf les points A = —n—j(jGIJ),
ou elle a des poles simples. Si 1'on pose Ma = I dak(d)dd, pour

n-1
a € lﬂn le résidu au point A = -n-j est
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s. = (-1)3 2 1 M a%.
’ o=

On peut donner des formules explicites pour K, lorsque Re A < -n et pour

A

les parties finies Pf K, = lim (K)\ - s.(x+n+j)“1) ri1;(3.4) et (3.5)7;
A=-n-j " A--n-j J

retenons seulement

<K__,9> = lim { k(x)|x| "o(x)dx + M 9(0)1log €}
e=0 |x]|=2¢ o

Si M = 0, alors K_n * f est un opérateur intégral singulier [4].
Si k =1, alors KA devient la distribution qu'on dénote |x|x.

Elle est fonction méromorphe de A, ayant des péles simples aux points

A = -n-2k avec résidus

nols

S — ._._._.2_2____._ Ak6 .

2k
22kk1r(§+k)

La connaissance de S0 donne un moyen facile de calculer la solution

élémentaire de A. En effet si n £ 2, 1'identité

A*2=(x+2ﬂx+nﬂxﬂ

(4) o] x|

donne pour A au voisinage de -n

A+2

S
Al x| = (A2)(A+n) {—>— + ...} = (A+2)8_ +...,

A+n

d'ou, en posant A = -n,
n

2

ax[® = (2-m) s,
r(3)
2

c'est-a-dire la solution élémentaire cherchée est

,xl2—n.
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Pour n = 2 on divise les deux membres de (4) par A + 2 et 1'on cherche
le développement de Laurent de |x|x+2/(k+-2) au voisinage de A = -2. On
obtient
A+2
|| =
b —5T5 = My ¢+ log|x| + ...} = 218 +...,
d'ou
A+2
1 1 X
E =37 loglx] = 5 }\P_f_g A+ 2

Comme A F(%) a des poles simples aux points A = -2k(keN),

la distribution IXIA—H/F(%) est fonction entiere de A € €, a valeurs dans

A'. Au point A = -2k sa valeur est

n
i (-a)%s
n+2k ’

r(==—)

ce qui a conduit Marcel Riesz a définir les distributions

-A
F(L_
(5) R - —= | x| A0

/<

]
ann/uf(%)

Le facteur F[(n—k\/Q] introduit des pdoles au points A = n + 2k, ou l'on
définit R, comme la partie finie du second membre de (5), qu'on peut dé-

A
terminer explicitement [1;(4.2)]. On a R_ K = (—A)ké, il suit de (4) que

2
aos -A
ARK+2 = -R, et un calcul dii & Deny montre que 5RK(§) = Pf(2n|§|) .
Le gradient N, = - /R, , est donné pour Re A >0, A £n+ 2k +1
par
n-A +1
r( 2 ) X A-n
N, = - |xl .
A 2knn/2F(K;1) ,xl
Ceci est vrali en particulier pour A = n-1 bien que A + 1 = n est
"critique" pour R Pour A = 0 on obtient le noyau de (2).

A+1°
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Si Re oo + Re B < -n et les fonctions k et e, homogenes de de-
gré 0, sont suffisamment bons, on peut convoler Ka = k(x)|xlOC et
L, = E(X)‘XIB et Ka * L[3 est une distribution homogene de degré o+ f + n.

g
En particulier ROc * R si Re « + Re B < n, et N, * NB = -R

= R
¢ o+
Cette derniere relation (qu'on peut aussi interpréter au sens de

a+B”
1'algebre de Clifford) contient les cas particuliers suivants

a) o =B = 0 donne la formule de réciprocité de la transformation de
Hilbert-Riesz.

b) La masse ou charge (c'est-a-dire mesure) p a le potentiel
Newtonien U" = p * R
On a /F = - N_1
par les expressions fU“du et IIFlzdx qui sont égales puisque
IUudu= Tr(p* Y * R2) = 'I’r(N1 * *I‘\Ill * 1) = Jﬁ |N1*u|2dx.

o et engendre le champ de force F = B vAi TR N, -

* ook Ny = u et le carré de 1'énergie du champ est donné

Considérons maintenant la distribution KK = k(x)|x|K et soit
A+~ g(A) une fonction méromorphe & valeurs scalaires, définie pour
Re A < 0, qui ne s'annule pas et qui a des pbles simples exactement aux
points A = -n- j ou KX en a (c'est-a-dire ou les Ma avec Ial:j ne sont

pas tous nuls). Alors K% = E%x)k(x)|x|x est holomorphe pour ReA < 0.

L'énoncé suivant comient plusieurs résultats connus comme cas particu-
liers (cf. [5])
Si t 20, sem,-n-tsnex<-t,alorsf-oK;g\*fest

une application linéaire linéaire continue de 1'espace de Sobolev-Besov

W~ dans Ws_t, ol 1 _ 1 Re At _ 1
q p n n
I1 suffit de considérer le cas s = t. Pour t = 0 1'énoncé est

bien connu [4; chapitre II, 4.2 et 6.12]. Par interpolation on se

ramene au cas ou t est entier. Si t = 2k on a
k
&Sl = [xE * R *r__* ]| <cll(-a)"t] = clf]
A L4 A t -t e l LP W2k
P
puisque K% * R, est homogéne de degré A + t. Similairement si t = 2k + 1
on a
KE * ¢ - |KE % N, * N % £l < clw(-a)¥F < cllf .
R P/ CnL IR K

p
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On remarque que R, et N0 se comportent comme le module d'un

A
nombre complexe et 1'unité imaginaire i. Ceci conduit a définir

An 5 + sin An

= 3
J, = B, (cos 5 5 NO)

A

Kk
: Ly £ 3 _ _ - (-
qui vérifie J_ JB - JOC+B v V1 = I et Jg (-1) Ro) -

§ 2. LE CAS HYPERBOLIQUE

Soit (x|y) = X4¥y - X,¥y ----X ¥ la forme bilinéaire

D)
lorentzienne, posons s(x)”~ = (xlx) et soit C* le céne futur défini par
s(x)2 20, x, 20. La distribution si définie par
A A
<s,0> = [ s(x)"9(x)ax, v €4,
+
C

est fonction holomorphe de A pour Re A > -2. Elle possede un prolonge-
ment analytique dans tout €, ayant des pdles au points A = -2j (; = 1)
et A = -n-2k (k 2 0). Il faut alors distinguer deux cas

a) n_impair . Les péles sont simples. Les résidus aux points A = -2j
sont des distributions ayant pour support la nappe de C+, décrites dans
les travaux de Méthée et Guelfand-Chilov cités dans [1]. Le résidu au

point A = -n est

n-1n
(-1 2 n2
T
2
Observons que la relation
(6) osMt2 (A+—2)(A4-n)sx
+ +
ou
o2 |2 8?
= 9 o - -
ox 0Xg ox
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est le d'Alembertien, donne alors la solution élémentaire de O. En effet

au voisinage de A = -n on a
A+2 So
Os_ = (A+2) (A+n){ ot R g (7&+2)S0 +eon,
d'ou en posant A = -n
n-1 n
2 2
Dsf_n = (2_n) L'_];)T_n_ 5.
r(3)

La solution élémentaire cherchée est donc

De (6) et de la valeur de $, on déduit aussi que le résidu de si au podle

A = -n-2k est

n-1 n
(-1) 2 2 k
S2k = 075,

b) n pair. Les points A = -2j, 0 < 2j < n-2 sont des péles simples
et les résidus sont des distributions T, ayant comme support la nappe
de C*. Les points A = -n-2k (kEN) sont des poles doubles. Si sgi)

dénote le coefficient de (A+n + 2k)_2 dans le développement de Laurent

A
de °+ autour du point A = -n - 2k alors
n-2 n-2
(2) 2(-1) 2,2
S0 = = 5.
r(3)

D'ici il est encore facile de trouver la solution élémentaire de O.
En effet (6) donne
<(2)

T
Mf§§+”.)=(x+2ﬂx+nnzai3§+..4,

d'ou, en multipliant par (A +n) est posant A = -n, ar o = (2—n)S£2),
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c'est-a-dire la solution élémentaire cherchée est

On voit donc que "la partie finie au sens de Hadamard" est le résidu
et non pas la partie finie de la distribution (contrairement a ce qui
a été affirmé dans l'introduction de [1]),qui a pour support la nappe

de ¢ (principe de Huygens).

De (6) on obtient de plus que

n-2 n-2
Sgi)= (-1) 2 =2 .
2k~
-1y p (122K

I1 résulte immédiatement de ces calculs que la distribution

hyperbolique de Marcel Riesz

A-n
54
o\ = n-2
A-1_ 2 A A+2-n
2" n T r(3)r(=5—)
. ‘s k
est fonction entiere de A € € et que Z-2k = 0%.

Comme Supp Z, C ct pour A € @, Za *# Z, a un sens pour o, € @

A B

et on trouve qu'elle est égale a Z,

+B°
Si 1'on pose par analogie avec le cas euclidien Na =Vz
ona N *N;=12 ou Vs #\/6 = 08 est pris au sens de la forme

g a+B’

bilinéaire lorentzienne. En particulier N0 #* N0 = 6, donc N0 joue un ro-

o+1l’

le analogue au noyau de la transformation de Hilbert-Riesz. Pour n pair

elle est donnée par
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n

2 n+1
2(_1) r( 2 ) -n-1
N = Pfx s .
° o+l +
2

T

On peut aussi interpréter Na * NB = ZG+B au sens de l'algebre
de Clifford attachée a la forme bilinéaire lorentzienne, dont les généra-
teurs e,,...,e satisfont a e2 =1, e2 = L..= e2 = -1, e. e, + e.,e. =0

1 n 1 2 n i 7j J1
sii# j.
Signalons finalement la distribution
in A
2 A . . TA
- * It s - i
J, = e Z, (cos 5 O i sin 2.No)

. Ve 3 . * - _ —- ' Vd -
qui vérifie Ja JB = Ja+B’<7JK+1 =J, et I, = 7, . En tant qu'opéra

teurs de convolution, les distributions N0 et J, figurent déja dans la

A
célebre conférence de Marcel Riesz de 1937.
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