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IvV.1

§ 1. INTRODUCTION

L. Hbrmander a introduit dans [4] la classe d'opérateurs de

r o9
la forme' P= T X7-+Xo-+c, ou {Xo""’xr} est une famille de champs
, J=o
de vecteurs réels et de classe Coo dans un ouvert (O de PF , et ¢ est

@
une fonction de classe C dans , et a montré qu'ils sont hypoellipti-

ques sous ]'hypothese (HI,Q) (voir Définition 2.1).'

Nous nous proposons dans ce travail d'étudier la régularité
Gevrey de ces opérateurs. Nous nous contenterons de donner ici une
idée des démonstrations des théoremes énoncés. Ce travail fera 1l'objet

d'une publication ultérieure.

I1 y aura deux parties ; dans la premiere nous donnons des
résultats de régularité . Dans la deuxieéme, nous montrons que les hypo-
theses utilisédes sont nécessaires si l'on veut avoir une certaine régu-

larité Gevrey.

§ 2. REGULARITE

1. Notations et rappels.

Soit (O un ouvert de Iﬁl et soient Xo""’xr des champs de
. o]
vecteurs reels de classe C dans Q .

Posons
2

X7+X +c¢ .
J o

d
I
I M=

J=1

I(XO,...,Xr) désignera l'algebre de Lie engendrée par XO,...,Xr .

Définition 2.1 : On dira que la famille (Xo""’xr) vérifie la condi-
tion (Hl"“) (resp. (H2.Q)) si £(XO,...,Xr) (resp. S(Xl,...,Xr)) est de
rang d en tout point de Q.
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Pour u € $(Q), nous définissons

-

Mull = llull+ = k. ull ou ILJ =11 5
. j=1 J L
et pour f ES'(Q)
Hf!!': sup 'Lffpi .
é o£0  {lol|

1

Rappelons le résultat de L. Hbrmander : a tout compact K de Q, on peut

associer un entier Pk lié a la structure des champs de vecteurs

X ,...,X_, tel que si (S<1 s
o r

Pk

r
<C(K,8)( T
j=1

(2.1) [l b ull+ fll 5w ec (g)

5
1'inégdlité précédente permet de démontrer 1l'hypoellipticiteée de P.

Nous pouvons alors énoncer les reésultats suivants :

Théoréme 2.1 : Soit (Xo,...,Xr) une famille de champs de vecteurs réels

@ r

de classe € (Q) vérifiant 1l'hypothese (HI.Q) et P= ZiX§+XO+c . Soit
j=

K un compact de Q d'intérieur non vide et soit s tel que s>2pp. Alors

si les coefficients de P sont dans G°(K) et si Pu€GS(K). en a u€G%(K).

Théoréme 2.2 : Nous gardons les notations du théoreme (2.1). Supposons

la condition (H2.Q) satisfaite. Alors le méme résultat est vrai, si

1'in suppose seulement s> ‘OK .

Remarque : Le théoreme 2.2 est en général faux si s <op - En effet

2% 3% 2 3°

considérons l'opérateur P= + +y , flans un voisinage Q de
2 2 " 2
ot dy ox

l'origine dans Ba. Pour cet opérateur Pk = 2, s1 K est un compact de
1'origine. M. S. Baouendi et C. Goulaouic ont montré dans [1] qu'1l
existe une fonction uECw(Q) telle que Pu soit analytique, et u n'appar-

R s -
tenant a aucun G~ tel que s <2, (voir aussi [3]).
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Démonstration : Fixons d'abord quelques notations.

Soit K compact de (, d'intérieur non vide. Soit w un ouvert d'adhérence

[
contenue dans K. Posons

|
w, = {xeq: d(x.[w)>s} .

l

Pour des raisons technique nous supposerons w_ = g si e>1. ¢ désignera

une fonction de C:(K), valant 1 sur w. Enfin ¢ et ¢, étant donnés

1
(e+e, <1), soit o, . EC:(RG) une fonction telle que
)

1
@ . ]
a) 9 €C_(w_) v
€,8y o' e,
b) o e = 1 sur S !
AR 1
o - |l : - |
c) sup |D ® <C ¢ C étant indeépendante de € et e .
" €58y o o 1
1
Un tel choix est possible.
Lemme 2.3 : Supposons la condition (Hl.Q) satisfaite. Soient m un
entier positif et g un rationnel positif tel que §<i% . I1 existe une
K
constante C = C(m,g,K), positive, telle que
. ;,. k—l @ .
(2.2) hall L B sC {z llpgrT ull" + {lull} 3+ 1<k <mq-1 et uecC (K)
"q 1=0 1.B °
H q
) " el ul -
(2.3) lul] sc{ T |PoT P ull' + llp ull} 5 uwec .
Hm'p(w“ﬁg ) 1=o 1.4:- £18 €189

1

La démonstration du lemme (2.3) découle de 1'inégalité (2.1) de Hbrman-
t

der, en raisonnant par récurrence sur k.

Lemme 2.4 : Supposons la condition (Hl.Q) satisfaite. Soit s un nombre
réel tel que s>>2pK . 11 existe une constante B>0, telle que, pour tout

e>0, tout jEN et tout ucC (Q) on ait

(2,4) \ slelpeun cnlelst g <
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Idée de la démonstration : On raisonne par récurrence sur j. On suppo-

se (2.4} vraie jusqu'a l'ordre j, et on essaye de montrer que si B est
une constante convenable, alors (2.4) est aussi vraie a l'ordre (j+1).
Pour sipplifier la situation on suppose que §w=é ﬁans le lemme (2.4),
il suffit de prendre m=1.

Alors on a l'inégalite

(2.5) hall |, sclPoull + il u€C,(K)
H2
t
(2.6)  full sc(iPeT o ufr+lPo_ ull+ lo,  u¥) 5 uec
H™ (w ) = 1 1 1
s+el 2

Soit a tel que la|= j+1, alors on a

AN e8I ply) s l8l=lal-1
Lrloi)e o (05,1)e
Appliquons alors 1'inégalité (2.6) avec £y = je, a la fonction DBu
s(j+1) s(j+1) ) 2
eSS\ "D ] 5 <eS\ C{M’¢T1¢€ jaD‘uH'+HP¢s,jaD ull'+
L7 je1)e) 2 '
|
| B

+ I[cPE’JgD UH} .

Le dernier terme du second membre se majore aisément d'apres

a . N - .
la récurrence par CB . Quant au deuxieme, il peut s'écrire

B 1, - B B
“Pma,jeD uH s@E’jED PuH+lHP,¢£’j€1P u“v

comme Pu=f est G , que [P,(pe ja] peut s'écrire
9

T
z X.lX., . +
, .][ j (PF,JEJ

X.,X.,
=z (X, PRl

€,J€

r
>
J:

1

et en utilisant X .f]l' <cllt]l f£ec”(K), on obtient
J (¢}
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5 + e 2P,

L (wje) L (wjg

Itpeg, o WPl <™ pfu]

Reste le premier terme du 2nd membre ; on peut 1l'écrire
t

I [ | B v
Porye, ol slene, o pfpuliv e p0r 0, 0F I
2 2 2

ol

Dans le deuxieme terme, la quantité qui donnera le plus de difficulté

Le premier terme se majore par CB , si B est convenable.

est

upT] (P,o ]DBuH' :

2

£,J¢

elle s'écrira

r r
| B . B
LT, X.[X.,0o . IDull'+ T T,X.IX ,0 . 1]D"uy"
J i 2 J 2 i
+Hd)T1[XO’(D€,,j€]DBu“'+ w0
2
utilisant de nouveau [[X ul]’ SCHuH j=1,...,r si u eCw(K), on voit
] 0

qu'il nous reste a estimer des termes de la forme HXZ(@)DBuﬂl. Pour

no

cela on utilise 1'inégalité (2.5), ce qui donnera lieu & une majoration
i
de la quantité suivante

| 2 Bopy oo
P oX7(9)Duli' dei o=g .
En corchetant de nouveau, il apparait un terme de la forme HX4(¢)DBuH H

nous voyons alors que la récurrence marche si s 24, Ep effet

x*(p)0Pull = e 0Pull :
L (wjg)
Le cas général d'un rationnele quelconque L se traite similai-
rement sauf qu'il faut manipuler un grand nombre d'igégalltés données

dans le lemme (2.3).
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Lemme 2.5 : Supposons la condition (H2.Q) vérifiée. Soit s un nombre
réel tel que s >pp . I1 existe une constante B>0 telle que pour tout
€>0, tout j €N et toute uECco on ait :

eslol ooy, smlelt ey

L ((DJE) '

(2.7)

Idée de la démonstration : Nous commengons par prendre un rationnel %

et un entier m tels que Bl et gnfi-ss , mais tres voisin de s, ce
' q pK P m

qui est possible. )’

E et m=1 (pour donner une

Pour simplifier supmsons que

o=

idée de la démonstration ; le cas général introduisant des longueurs
dues au nombre d'inégalités du lemme (2.3) qu'i1l faut manipuler). Elle
vient essentiellement de la majoration des termes de la forme

| B ] . = A

Wle[Xj,[XJ,QE’jEJJD ull' (voir page IV.3).

2
Ici nous utilisons 1'inégalité :

(2.8) lor vl sclvy  vecix) v

2
qui est vérifiéde si (H2.Q) est satisfaite, ce qui nous donne & majorer
simplement HX2(@)DBu“, quantité qui se majore sans utiliser une nouvelle
fois 1'inégalité (2.5) comme dans le lemme (2.4). Finalement, il n'appa-

raitra qu'une quantité de la forme 6-3HDBuH 9 au lieu de
L%(w, )
-4, B o Jje
e |lp uH oy . Le lemme est donc vrai si s=22+ 1.
L (wje) '
Dans le cas général d'un rationnel quelconque 2 et d@'un entier m, on

. 1
trouve que la récurrence marche si s22%4-; .

Le théoréme 2.1 (resp. le théoreme 2.2) découle de fagon clas-

sique du lemme 2.4 (resp. du lemme 2.5) .

)
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§ 3. NECESSITE DE LA CONDITION (HI.O)

Nous commencerons par rappeler que la condition de H8rmander
est nécessaire et suffisante pour que P soit hypoelli};tique si ses
coefficients sont analytiques, [2], mais qu'elle ne lﬂest pas si ses
coefficients ne sont pas analytiques. Nous montrons ici que pour espérer
qu'une fonction u.EC«TfD telle que Pu=0 appartienne é une classe Gevrey,

il faut que la condition (HI'Q) soit satisfaite.

1. Définitions.

Soit (Ai)ieA (A étant un ensemble d'indices) une famille
d'opérateurs différentiels dans un ouvert Q de Bﬁ, d'ordres respectifs

m, . Etant donné un multi-indice I= (i ik) nous noterons :

1,.-.,

Tl =%k M =

M=

m. . et A =A. o ao.oA. .
j=1 ij I 1y 1,

Nous dirons qu'une fonctionIJGC“TQ) est vecteur de Gevrey d'ordre s

de la famille (Ai)iEA si pour tout compact KC(Q il existe une constante
C>0 telle que

(3.1) lagul , o scltl

(M_1)5

Gs(Ai) désignera l'ensemble des vecteurs de Gevrey d'ordre s de la

famille (A.), et G(A,) = Gl(Ai).

Remarque : La notion de vecteur analytique (i.e. s=1) d'une famille
d'opérateurs a été introduite dans [6] par E. Nelson sous une forme

différente. En effet Nelson remplagait (3.1) par

1) ®

IlAIuHL2(K) < C]I |+1( lI
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2. Résultats.

Considérons une famille (Ai)iEA de champs.de vecteurs dans

acrY , a coefficients analytiques dans Q
g 2
(3.2) Ai = jfl aij(x) 3x .

Supposons que les coefficients de ces champs vérifient le condition

i 7
\

¥ K compact < Q, 4 Me>0 tel que

(3.3)

¥ i€n, VpG]Nd sup |pP a..(x)‘\S}\ilJ(p| p! .
igyth
x€K
j=1,...,d

\
Théoreme 3.1 : Soit (Ai)iGA une famille de champs de vecteurs vérifiant

la condition (3.3). Supposons qu'il existe un point xOEQ tel que 1'al-
gébre de Lie engevdrée par toute sous-famille finie de la famille
(Ai)iEA soit de rang <d en ce point. Alors G(Ai)ths(Q), pour tout
s €1,+=l .

Théoréme ‘3.2 : Soient (Xo,...,Xr) une famille de champs de vecteurs

dans (Q a coefficients analytiques ne vérifiant pas (Hl'Q) et
2
lxj

P
lors, pour tout s € [1,+=], il existe uECm(Q), u n'appartenant pas

= +X0 +¢ ou ¢ €a(Q). Supposons que P soit non totalement dégéné-
ré.

a GS(Q) telle que Pu soit analytique. (On dit que P est non totalement

> M=

dégénéré dans Q si, pour tout x€(Q, il existe j€ {1,...,r} tel que

X._]-(") £0).

Pour la démonstration de ces théoremes, nous nous contenterons

ici de citer les lemmes et propositions utilisés.
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Lemme 3.3 : Soient Bl""’Bp des champs de vecteurs dans () de classe
GS(Q), sz1l et aij j=1,...,p, i=1,...,q des fonctions de GS(Q).

Posens

alors 6% (B

S
1,...,Bp)CG (Cl,...,Cq) .

Proposition 3.4 : Soit L un opérateur différentiel d'ordrc 2 que 1l'on

peut écrire sous la forme (pour t assez petit j t €1)

2
- P Sy q 2y <2
L = 5 + = t Bp(X, Bx} + Tt Aq(x7ax ) ° 3t

ot p=20 qz0

ou Bp sont des opérateurs différentiels en x d'ordre 2, et Aq des opé-

rateurs différentiels en x d'ordre 1. Posons C, =A ; C =B .
2p p 2p+1 P
Supposons que les solutions uECw(IxQ) de 1'équation Lu=0 soient de

classe G° dans IX Q. Alors

a(cp) SG(Q) .

2m
Remarque : Le cas des opérateurs L de la forme = + B, (x,—a—') est
at2m 2m ox

nn résultat de J. L. Lions et E. Magenes [5].

Lemme 3,5 : Soit s ¢ [l,+°°e_ et soit u ECOO(Q) telle que

k ak k+1 s
(3.4) ¥KCO, 3C>0 t.g. lx - | <Cy k! k €N
3x L°(K)
. o) s

et soit B=x 5; s alors u€G (B).
Lemme 3.6 : Soit la fonction u(x) définie par

(1

o
e X x>0
ul(x) = < H aE]R+
0 x <0
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alors u€Q(B) et ug U le(Q) .
s<1+§

Idée de la démonstration du theoreme 3.1 : La démonstration se fait

par récurrence sur la dimension. En dimension 1, il ést facile de voir

que si $(Ai) est de dimension inférieure a d, alors chaque Ai s'écrit

alors les lemmes (3.3), (3.5) et (3.6) donnent le résultat.
Pour passer en dimension supérieure, on utilise la récurrence sur la

dimension et le développement en série des Ai’

Idée _de la démonstration du théoréme 3.2 : P n'étant pas totalement

dégénéré, il peut s'écrire sous la forme

d P d q e
P = + T tPB (x, )+ = t9A (x,22)
atg pZo0 P ox q=0 q ax 7.

et on montre que si £(X0,...,Xr) n'est pas de rang d. alors l'algebre

de Lie engendrée par la famille (Cp) ou C, =B et C n'est

2p P 2p+1 = Ap+1
pas de rang d. En utilisant alors le théoreme 3.1 et la proposition

(3.4) on acheéve la démonstration.
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