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Les applications radonifiantes entre espaces de suites 17,
0<r<+o, ont été maintenant beaucoup étudiées, Par contre, on a fort
peu de résultats relatifs a l'espace des séries convergentes ; il

s'agit du Banach S des suites ¢ = (c ) telles que . % c, converge,

n" nelN he N
muni de la norme ch = Sup ]c + C,+ 000+ C I. Actuellement, deux im-
" 4SS o 1 n
neN ,
portants résultats ont été énoncés, .
: : . 2 « 4 i
le premier est le théoreme de Menchov :
Si (X ) _.. est une suite de variables aléatoires orthonormée, si
- n"neN 5 5
(o ) est une suite numérique telle que ¥ |a | log'n<+wo, la
n’ neEN n -
nz1
série ¥ « 'Xn converge presque sfirement, ,
nelN

Nous le généraliserons en disant que l’application diagonale

2 . . o
o .(cn)nebwa(ancn)nEhJ de 1~ dans S est O-radonifiante,

‘

Le deuxiéme est le théoréme de Kwapien—Pelqzynski.. :

l

Si (Xn)neN est une suite sommable de fonctions de Ll(Q,u), si
!a |5const. (logn)-l—é, §>0, la série T a X converge u-presque
n ‘ - n'n
néEN
partout.
B
Nous le généraliserons en disant que, si ¢ 2 <i0, ou B ==Sup|a
—— n m—— n n+k
nx1 ; kzo

1'application diagonale o de 11 ou méme(Xll,co) dans o(S",S') est

l-radonifiante,

Nous démontrerons ces deux théorémes par le théoréme de
dualité, Ces démonstrations paraitront prochainement dans un article

du Journal de la Société Mathématique Japonaise (Schwartz rnp.

-

Voir J, L. Doob, Stochastic Processes, John Wiley, New-York, 1953,
théoréme (4,2) du §4 du chap. IV, page 157,

o0 . . . . .
S, Kwapien et A, Pelczynski ; communication privée,



§ 1, IF THEOREME DE MENCHOV

"

Nous nous placerons d'abord dans le cas fini, Nous applique-

rons le théoréme de duaiité des applications radonifiantes avec les
s ; 2
notations de 1'exposé XXV, page XXV.,2., de Schwartz [2]‘ avec U=1",

V=S, mais seulement pour la dimension N (autrement dit, 1° est
2)L2 et S est l'espace

1l'espace mNg avec la norme H(cn) ’

1SnsNH12:=(§ |cn|

N )
o) ‘ — 4 =

¢, avec la norme H(cn)ISnsNJS = 1222N|c1+c2+,°°+cni) ; u=v est

l'applicat%on diagonale o ;(cn)lsnsNV‘(ancn)lsnsN; les poids A, B qui

interviennent ont le poids || H2°

M

Nous prendrons comme probabilité p sur V'-=(I:I\J celle qui est

définie par une suite (Z de variables aléatoires sur (T,dt),

n)lsnsN
ou T=[0,17, dt est la mesure de Lebesgue, et

innt 2ir(n+1) ¢ 2inNt
+ e €

000 >9

‘ )
(1.1 Zn(t) = f(t)(e”
f devant éire déterminée plus tard; actuellement elle doit seulement
étre mesurable,

' 2 innt
(1.2) 2(§1Zn(t) = f(t)}ane

n n

ou Cn==(:1+c2+.,°,+-cno C'est pour obtenir ces qu intervenant dans la
norme HcHS y quion a introduit dans Zn la somme entre parenthéses,
Pour avoir une inégalité de cotype, on doit majorer HCHS a partir de

HZ(&IZHH 9 . . C'est la qu'intervient une premiére propriété des
n L (T,dt)
polyndmes trigonoméiriques

o

2intnt
(1.3) lellc = Sup lc | <llzc e I :
S cnen ' p P \LlCT,dt)

* Schwartz [2] : Séminaire de 1'Ecole Polytechnique. 1969-1970

"applications radonifiantes", .
1 }
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Naturellement, on aurait pu prendre f=1 et remplacer ici directement

2 ’ . Vd ) . . 4 ’
L1 par L, Pans le résultat final, la perte de précision aurait éte

trop importante, Mais on a (inégalité de Schwarz)

2i 21 ,
(1.4) HZC e 1nnt” SHfZC e21nnt” ”_1'“ .
n L | n 20 £ 2
{ n n L L,
Nous choisirons f>0 de maniére que
)
, 1
(1.5) ‘\}\1 0 =1,
L™ (W,dt)
{ )
On aura alors
(1.6) lelloslze z I, ,
| S A TS
de sorte que p est de cotype (2,S) avec
(1.7 Mol g1 .
. ,
On prendra maintenant 1'image Xep 3 c'est la probabilité
|\ ) , ) ¢
sur € définie par la suite de variables aléatoires (anZn)lsnsN sur
(T,dt),

9
Nous voulons maintenant une inégalité d'ordre dans 17, donc
. | 2 2112,
nous devons majorer | zianl lZn] ’ H o R
n LT, dt)
Nous utiliserons cette fois la majoration fondamentale des
sommes trigonométriques
. 2' 3
(1.8) Q2immt o 2ixNt) (%,N) .
I1 y aura intérét a ce que f soit la plus petite possible, mais

avecl]%‘{ o =1, Elle devra, autant que possible, neutraliser % au
L
voisinage de t=0 ; elle devra donc surtout étre petite pour t vaisin
2 2

de 0, mais avec %6 L™ ; f(t) =t convient presque, mais %QL .

|



Nous prendrons

tj’/2 pour %Istsl H

(1,9) i f(t) =k ” .

' (I%T) pour Osts%]; ;
k étant choisi pour que H%H 5 =1,

L°(T,dt)

‘On doit prendre
(1,10) ' k = (logN+1)]'/2,, |

On a aussitdt .

| i

2 2 4 4k2 1
|Zn(t)| sk't,—5 = =~ dans [ﬁ’ 1] , donc

t 1

I IZn(t)Izdts4(logN+1)logNK
%1
1.2 2

lZn(t)lzskz-ﬁN = k"N dans [0,%] , donc

I |z (t)zldts(logN+1) R

0.2

Finalement

(1.11) [ 1z (1)]%at < (Log N+ 1) (41og N+ 1) .
. T
On en déduit
(1,12) Sl e 12 |z (t)I?'H 5 < (Zlanlz)]’é(logN+1)(4logN+1)°
n " n L°(T , dt) n :

1
i
r

Donc o ., p est bien d’ordre (2,12), avec

(1,13) 3 lleepll 5 = const. (% lanlz)j”g(logNJ, 1) .
- 2,1 n !

’
o

i
i
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s

I1 ne reste plus qu'a appliquer directement le théoréme de dualité
(nous sommes en dimension finie, aucune difficulté de bidual ou d'appro-

|
ximation) : o est 2-radonifiante de (12)’= 12 dans S, avec

(1,14) ; 7r2(0C) < const, (% ,ocn‘g)l/z(logN+ 1) .
H n ,

{
5

C'est, en termes d'applications radonifiantes, 1'inégalité de Menchov,

classique dans la démonstration du théoréme de Menchov : si (Xn)lsnsM

est une suite de variables aléatoires sur (Qsu), de type (2,17), aver

i

(1.19) XI* = sup fze x|
: 2,12 e o<1 n ™ ™ 12(q,w
l‘d

* L ,
(avec HXH 5 = 1 si e’est une suite orthonormée !), alors on a la majo-

2,1
ration )
i
(1.16) | Sup Jo X, + oo ra X || |
! 1eneN 11 nont TR,
: = Haa XH2,S < Consta(zEangg)xé(log}hl)uxuz 5 -
n 9

Nous devons maintenant passer a la dimension infinie, La dé-
monstration habituelle du vhéoréme de Menchov découpe la suite des en-
1iers »1 en tranches, la r-iéme tranche étant 2rSI1<'2r+1, rec N,

Nous devrens nous placer dans les conditions générales du théoréme de
"dualité, e€xposé XXV, § 3. de Schwartz [2]. C'est dans de tels cas que
cette situation générale semble la plus indispensable. FEn reprenant

la figure de la page XXV.,4, nous prendrons E =G = espace des suites
"finies", c-a-d, a nombre fini de termes non nuls, ou somme directe
G(}p), N¥ ={1,2.....}' ; € =G =-espace de toutes les suites ou produit
(E]N! 3 v=multiplication diagonale a ; U= 12. Alors &' =@ =G(Nv),
E'=:G'==EPU, u=0oa, L'espace V sera précisé plus loin, ce ne sera pas
l'espace S des séries convergentes mais un sous-espace avec une topolo-

gie plus fine,

Il est techniquement plus commode de prendre ici n=>1 et non n>0,
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?
'

Nous devons d'abord introduire la probabilitﬁé cylindrique p,

de cotype (2,V), Elle sera définie par une suite (Zn)n‘zl de "variables

aléatoires™ sur un espace mesuré (T ,dt), Mais ici, au lieu de prendre

{

une probabjlité, nous prendrons pour dt une mesure de masse +o ; comme
seul l’espa;ce Lz('E.H) interviendra, c'est sans importance, et une
multiplicaﬁion par une fonctien convenable raménerait qussitﬁt a une
probabilité,

L'espace T/ sera la somme topologique d'une suite d'espaces ’]l‘r=[0, 1],

ré N, d'un espace T =[0,1], La mesure dt sera celle 'de Lebesgue sur
t

chacun de ces intervalles, Et on posera, pour 2r5n<2_r+1
. LT . r+l T
o Zn(t) _ fr(%)(921nnt+ Ho+e217\:(2 --1)'(’,’9

pour t¢ Tr :

(1.17) 9
! = 0 pour %eﬂ‘s, s#r 3
; 2in2"% <
A\ = (r+l)e pour te T .

i

Cherchons lainégalité de cotype. On peut se contenter de prendre une
(N')

. L. . .
suite finie ce € 5 et c'est bien nécessaire, car on sera dans des

conditions ou la série de Fourier, autrement, ne convergerait pas }

i

(T e 7 (D =1 (D(gc e2i™Yy
. neN' BB r o n 3
(1,18) Y Cn=c2r+”.+cn,pour tETr 3
.
l = £ (r+)C g2im2 t pour t€'T .
. re N R |

. l'
1
Sur 'D'r s nous choisirons fr comme a (1,9) , Alors la méme majoration

0y

{ .
\ p— = =

qu'a (1.6) qonnera, en posant Cn— czr-L sestC s Mr(c)‘_ S\r}p lCn‘
Sup

2¥<n<2 ]§ r4-o.,+-cn| :

r+l1 2
(1019) “' L'i (C) < Hzc Z H o
. r n n Lz(’ﬁ'r,dtr)



I1 faut ajouter une majoration sur 1 La, Te, Zn est une série tri-
n

gonométrique (lacunaire) ; si nous p¢3ons
S(e)=lc +.,..+c | =|c | , nous aurons, par Parseval
r oT 2r+1_1 2r+1__1
)

(1200 r e ?8%e) = ez 1%, .

': r=0 L™C¢r ,dt) !
En intégrant maintenant pour T , dt
(1,21) £ 0 + (e %2000 = fme 2 1%, .

r20 n L°(T ,dt)

C'est bien une inégalité de cotype, Introduisons l'espace V

]
des suites cE(EN telles que ¥ (Mi(c) + (r+1)253(c))<+w, avec la
' r>o
norme

(1,22) llelly = € = (Mi(c) +(r+1)zsi(c)) )]/2 .
r=0

On peut dire que V est 1'espace 12((V ) ) , on V., est

rreN )
cen 21 2,12
b4

espace ¢l2" . 2 oy
espace (@ ; muni de la norme (M + (r+1) S,

)
1“((Vr) ) est 1l'espace des suites (x ) xreVr , telles que

reN rreN’
% erﬂs, < +® , avec H(xr) N“’ 9 = (v eri%\? )]’/2 . Cet espa-
rzo * 'r N v ) pery)  YEN r

ce V n'est pas hilbertien, parce que la norme Mr est de type 17 mais,

V_ étant de dimension finie. V' = 12((\/‘) ) et V"=V, V est réflexif,
r r'reN

de sorte que ¢(V",V') n'interviendra pas, ce sera V lui-méme,
Alors (1,21) donne 1'inégalité de cotype :.

1,23 |

(1.23) ol y < 1

Cherchons une inégalité d'ordre 2 dans U= 12, On a, par le

calcul fait pour (1,13)
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2 2 r 2
1,2 o
(1,24) j,;,ﬁlanzn(tr)l dt < comt <2rsn22r N lan[ ) (log 2" + 1)
r
' 2, 2
‘ < const, v Ia |“ (legn + 1) .
2rsn<2r+1 n )
Ensuite, sur T
IZn(vt)I2 = (r+1)z pour 2rsn<2r+1 i
donc i
2 2 ¢ 2
[ (zlanzn(t)l ydt = g (reDTC T I’éxnl )
T n reN 27 <n<2 v
< constozlan12(10g11+1i2 o
n o
Finalement
(1,25) | [ (vla 2 (%)lz)dz < const, ¥ |a |2 (logn + 1)2
i n'n .n n ’

big

d'ou 1'inégalité d'ordre suivante : o, p est de Radon sur 12, et

(1,26) . o o pll g < const, (v |« |2 (logn + 1)2)3/2 .
2,1 n O ‘

Le théoréme de dualité (XXV,3;1) de Schwartz e, com%te-tenu de
(XXV.4;1) gui élimine trivialement la condition d'app;oﬁmation pour 12,
donne alors ceci : o est 2-radonifiante de 12 dans V, et

| :
(1.27) d2(a) < const.(Z}Ian‘2(1og11+ 1)2)1/2 .

- n
Comme 12 est hilbertien, a est méme O-radonifiante (théoréme (XXV,.1;1)
de Schwartz [1]),

Le passage de V & l'espace S des séries convergentes est

maintenant 'immédiat : VS, avec une injection continue, En effet,

. r r+l1 .
soit c€V, Pour 2 «£n<2 c1+c2+,,.+cn=Cl+C3+,..+02r_1+Cn:
avec les notations de (1,19) ; la série 3 C csnverge et méme

ren 2714



converge absolument, car
t

v ¢ ral | = ¢ Sr(c) < (% (r+1) S (c))]’é( t (rii) )1/2 ,
reN 2 -1 reN réeN réeN
et Cn tend vers 0 pour n-o, car IC | SM (¢) pour 2 Sn<2r+1 et

Mr(c) <+c°. Donc, pour c¢V, ch converge, c-a-d, c€ S, et les majora-
r n
tions ci-dessus montrent que VGS est continue, Donc a est O-radonifian-

te de 12 dans S, d'ou le théoréme de Menchov. On peutlrésumer tout ce

paragraphe dans 1'énoncé suivant

Théoréme 1 : L'application « : (cn)nCN - (a_c) E]N'; est O-radonifia -
de 1% dans V donc dans S, si vy |ocn| loggn <+ow, Si (X ) est _une

suite de variables aléatoires sur (Q,u), de type (p,lg), [si cE 12,

Z}cn Xn converge en probabilité pour p=0, en moyenne d'ordre p pour

n
p>0 ; |Ix||* 9 = Sup |t chnH pour p>0 ; si la suite est
p. 1 el <1 P, w)
1
orthonormée, elle est de type (2,12). avec HXH* 2=1], et si
2,1
5 Ianlz log2n<+co, la série ):ocn Xn converge presque sfirement, En outre,
n )

pour p=>0
(1,28) o o Xl = lIsup Jo; X+ vun v X ||

P, S n>1 non Lp(ﬂ,u)

< lla . Xl|_ < const.(y | o lz(log n+1) 2)]’/2 | x| * .
p,\ - L, n P 12
9

Remargﬁe : Si 1l'on tient compte de tout ce qui est écrit ici, et

des antécédents que cela suppose, cette démonstration est plus compli-
quée que la démonstration "combinatoire" classique de Menchov. Mais
elle a un caractére plus général puisqu'elle s'appuie sur le théoréme
de dualité, donc elle est susceptible de donner bien d'autres résulta::
analogues (c'est ce que montrera le § 2) ; en outre, le résultat obtei :

est plus fort (puisque O-radonifiant est plus fort que 2-radonifiant).
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§ 2, LE THEOREME DE PELCZYNSKI-KWAPIEN

3

On raisonne ici d'un coup en dimension infinie, Ce qui, en
effet, amena inévitablement le partage en tranches au § 1, c'est,

dans (1,13)i, 1'intervention de log N : on partage en tranches dans

. . v ST+l
chacune desquelles logN est a peu prés égal a logn {pour of cn<2" 7

rlog2c logfn<(r+1) log 2), donc, pour N = 2r, logN~logn) ; et a son
tour ce logN venait de la fonction f de (1.8), faisant intervenir le
nombre N de termes, Si on prend p quelconque au lieu de p=2, cfest

nl v .
”"H ; =1 qui xemplacera Hiﬂ =1 ;3 pour p=1, cemme nous allons le
' p f L2

[N .
faire ici, on peut prendre f=1, ce qui évite un partage en tranches,

Nous prendrens ici U=1", V=28, p=1,

Nous prendrons donc la probabilité cylindrique p définie sur

(T,dt),T = [0,1], par la suite (Zn)nebﬂ de variables aléatoires

o .
(2.1) ; Zn(t) _ eg1nt_+on“4_e21xnt . ‘

(Ce ne sont pas tout-a-fait les mémes qu‘auf§,1, on ne pour-

2innt 2in(n+1) t
+e + .0es Non convergente quand on

rait pas prendre e
prend une infinité de termes i),

[
)

. , . (N")
Pour toute suite finie ce & , on aura
vy e . 2innt
(202) }:Cn Ln\t) = che [
n n

ol Cn==cn+cn+1+,.o° n'est pas non plus le méme qu'au § 1 (rappelons
i
l

qu‘il s'agit d'une suite finie!}l).
L4 majoration pour le cotype est alors triviale : si nous
prenons pour l’espace S une norme différente de celle du § 1, mais

équivalente 3

(2,3) 2 lellg =i§u$‘(”n'*cn+1'*"‘) )
Inz
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on aura

(2.4) | el = seelc, | slze, 2,1
LiT,dt)

ou

(2,5) lolly, g s 1

Cherchons maintenant une majoration d'ordre (1,1°°),

On a toujours lZn(t)l sMin(%, n), Alors

.2
Suplan Zn(t)| = Sup (Iocn](Mln-E,n)) .
n n
Nous écrirons
i Sup |« 2 (t)|dt = ¢ |
(0,1] n N>1 ey
N+1’N
1
< v (N‘ﬁ'ﬁ) sup(la [Min (2(N+1),n)) ..
Nz1
Appelons (Bn)nél\" la plus petite suite décroissante majorant (lanl)neN"
Bn = Sup IOCn+k °
k=0

Alors,pour n> N, Min(2(N+1),n) s2(N+1), et |ot IsB , donc

Sup(]tx |Min(2(N+1),n)) < 2B, (N+1), et ( )Sup(lcx |Min (2(N+1),n))
N N~ N+1

n2N >N
N \
< 2Py \
N
Ensuite, pour [«/;\;]snsN, Min(2(N+1),n) =n< N, Iocnl <B . donc
[vN]
(%--—Nil) -Sup (| |Min(2(N+1),m)) < BNy
[\/N]snsN N

1
* Bien noter que p est une probabilité cylindrique sur EN » non sur

c(S',S), car, pour c¢€ S, Te, Zn ne converge pas en p:robabilité ! On
est bien obligé de se placer dans la configuration compliquée de la
figure de XXV.4.
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Enfln, pour n< [\/’-] Min(2(N+1),n) = nBS\/_N‘, [cx | < [31 donc
0'— )Sup (]a_| Min(2(N+1),n)) s~%r . Flnalement
n+1 ns[J-] n 3/2

En résumant :

By
(2,6) Isuvp le_z ||| < const, (
n 0 hepat) Nzl 3/2

.: B
Mais la lére somme est SConsf,BI::const, ¥ Tg . la 3éme aussi, Et
2

N>1
J?q

-~ ’ - 2 5
la 2éme aussi, car pour m" < N< (m+1)", —% , et cette
m

N

BE/‘LBN).

tranche contient 2m+1 termes. donc

N o g
= ""LM < ¥ 8 ""l—n':z—i' < const, ¥ ——
Nz1 m>1 m m m>1 n i
Finalement
| By
(2,7 o o pll o S const., T —=
1.1 nz1

N o . N . s by
Iei U=1., Pour obtenir une application rédonifiante avec le théoréme

!
de dualité} nous devons prendre 1'adhérence ¢ G(BI) dans 1%, qui est

o . 1 (] S s r
¢, et prendre comme premier espace son dual c(l1 ,¢ ) ; la proprieéte
d'approximation voulue est vérifide., L'espace V=S n'est pas réflexif,
donc le 2éme espacre sera seulement ¢(S".S'), On aura teutefois une au-
tre maniére de voir les choses, Le dual S' est l'espace des suites a

. ©
N . ’ . . it ” - <~ » ¥
variation bornée ; ¢ ¢ S' si ﬂchsr-{cll4- T lcn cn_li\\m § ce nfest

n=2 ¢
. . N‘I
pas un espace de suites normal. autrement dit ¢ ) n'est pas dense

dans 8', de sorte que S" ne peut pas &tre identifié 4 un espace de

suites, Remplacons alors 1l'espace V=S par l'espace V=7 des suites

a sommesg partielles bornées; on le munira de la topologie induite par
N? . aon _ . )

a , et de la fonction B = hV 3 CEY si HcHZ==S§p !cl+c2+o..+cni<+°° 3

(N7)

1’adhérence de ¢ dans ¥ est S, avec une norme induite quj est celle

du § 1, équivalente a (2,3),
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1,5 n‘est autre que | \1 Q favec la norme du § 1 dans S),
’ S ' (N7)
puisqu'on la calcule uniquement avec des suites finies c¢& @ .

Alors %Ho”

D'autre part B est compacte. autrement dit. la boule unlte de ¥ est
N
compacte dans ¢ .
On peut donc appliquer la proposition (XXV,3:1) Si A ‘est une probabi-

lité eylindrique de type 1 sur o(ll,co), et s1 a=(a ) ne N’ est une

. . . £
suite telle que l'on ait © <8 <4+ 0, B =Sup|a_ +osa +0 |. alors o, A
. n n n n+k
n k
est une probabilité de Raden sur ¥ muni de la topologie 1induite par
l\"i . 1'
t , d’ordre 1 pour la norme de ¥, On aura un énoncé.correspondant

en termes de sultes de variables aléatoires,

Si maintenant on peut écrire a = u’' , avee 6'ﬂ~\upia +...+00 . et
n n u n n+k
B kzo
Y — <+, alors on aura une factorisation w=c,a 3 et si (e ) ..
n ¢ n neN
. , . .
est >0, déeroissante et tend vers 0, ¢ est compacte de S dans S

(thésreme d*Abel), et a sera l-radonifiante de G(llaco) dans S lui-méme.

On aura finalement les résultats suivants '

Théoréme 2 : L° lication o : ) est l-radonifian-
2 application o : (¢ ) ne N’ (al % ne
te de (1l ,¢ ) dans o(S",3"), ou danb v muni de la topologie induite
NT ; s
par et de sa norme pour le calcul de 1 ordre d'une probabilite
Q .
de Radon. si v -2 -+, ou B, Supla + o Yaeata ol 3 o812 = ol
< on —_— n+1 n+k - 'n n n
n kz=o ‘ !
ou £ tend vers 0, ﬁ"_.bupb‘ ., .t ] i ,F -2 <4iw (ces conditions
_— T —————— n n n+k n
k=0 -1-5 n
seront vérifides si la I < (logn) , &8 70). elle est 1-rademfiante
de 1 dans S,
S X._(X ) e N est une suite de variables aléateires sur
(Q,u), de type (p,c Y, p21, [c-a-d, =i, pour teute suaite c¢< ¢,

n

. P, . . L .
la_suite (An)nebw de LY (Q.u) est scalairement 1 ; et alors :

7(%1Xn converge en moyenne d'ordre p , cela veut exactement dire quec

Au lieu de la factorisation £ °a‘. on peut prendre o' ¢ 2, et faire
1 .1 . :

opérer ¢ comme opérateur compact 1 —= 1, un raisonnement analogue a

celui de Schwartz [27, prop,(XI1,2:;12) peut alors étre utilisé : et

alors 11 n'est plus nécessaire de suppoccr décroissante,
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* = u c_ X "
HXHp,co Hcl\sozl HE n nHLp(Q,M) ) '

et si o vérifie les conditions ci-dessus, alors zan Xn},a presque
- n

siirement des sommes partielles bornées (et converge pré sque siirement

dans le cas de la factorisation a=coa'), Et

t

B v
< const, (Z'n—n) “XH* 0 °
n

lIsup la, Xy +eeeva X |||
n pPscC

Lp(Q’ B

2]
i

- em e e e e -
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