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Séminaire DUBREIL 17=01
(A1g>bre) .
27¢ année, 1973/74, n° 17, 8 Do 20 mai 1974

ANNEAUX BIREGULIERS AUTO-INJECTIFS A DROITE

par Guy RENAULT

Introduction.

On dit qu'un anneau A est birégulier si, pour tout élément x de A , 1'idéal
bilatdre (x) est engendré par un idempotent central. Les anneaux biréguliers com—
mutatifs sont les anneaux réguliers de von Neumann, le centre d'un anneau birégu-
lier est un anneau régulier ; tout anneau birégulier est & idéaux singuliers a

droite et & gauche nuls ; par suite, un anneau birégulier auto~injectif & droite
est régulier.

Sauf mention expresse du contraire, les modules considérés seront des modules a
droite sur un anneau unitaire. Pour la thécrie des modules injectifs, on pourra se
reporter & [ 5], pour la classification des anneaux réguliers auto-injectifs a
droite, on pourra consulter [7] et [12]. Rappelons simplement qu'un anneau de Baer
A est de type I, s'il existe un idempotent abdlien et fidele, de type II, s'il
existe un idempotent fini et fideéle et si A ne contient pas d'idempotents abé-
liens # 0 , de type III, s'il ne contient pas d'idempotents finis # O . On dira
gu'un anneau A est quasi-simple, si (0) et A sont les seuls idéaux bilatdres

de A . Le but de cet article est de déterminer les anncaux biréguliers auto-

injectifs & droite ; une partie des résultats obtenus a été présentée dans [ 11].

1. Anneaux biréguliers.

PROPOSITION 1.le = Soit A un anneau semi-premier dont le centre Z est un

anneau régulier. Les conditions suivantes sont équivalentes @

1° A est un anneau birégulier.

2° Les idéaux premiers de A sont engendrés par les id€éaux maximaux de Z .

19 == 2°: Soit P wun idéal premier de A ; m=P n Z est un idéal premier,

donc maximal de Z . Comme l'anneau quotient A/Am est quasi simple, on a néces-—
sairement P = Am ,

20 =» 19 ¢+ A étant semi-premier, pour tout élément x de A , on a

(x) n2l(x)] = (0) ,

ob 4(.) désigne l'annulateur & gauche. Supposons I = (x) ®2[(x)]#4 . 11
existe alors un idéal maximal m de 2Z tel que l'on ait I < Am , et 1l'on peut

trouver s € Z-m tel que sx =0 ., On en 4éduit que s € g[(x)] , donc s € m ,

et i1l y a contradiction.
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COROLLAIRE 1.2. - Soit A un anneau semi-premier dont le centre 7 est un anneau

régulier et qui vérifie les propriétés suivantes @

1© A est une Z-algdébre de type fini,

20 Pour tout idéal maximal m de Z , A/Am  est un anneau birégulier. Alors A
est un anneau birégulier,

L'anneau quotient A/Am est isomorphe & 1'anneau localisé Am s et comme A est

une Z-algdbre de type fini, il en résulte que le centre de A_ est isomorphe a

Z, qui est un corps ; d'aprés la condition 2° , Am est un idéal maximal de A ,
et A est birégulier (prop. 1.1).
Rappelons qu'un groupe G est dit localement normal si tout sous=groupe de type

fini est contenu dans un sous-groupe normal fini de

G « On a la propriété suivante:

PROPOSITION 1.3 [1]J. = Si 1'anneau de groupe

A[G] est birégulier, alors :

1° A est un anneau birégulier,

2° G est un groupe localement normal tel que l'ordre de tout élément # 1 de

G soit inversible dans A .

On trouvera une démonstration de cette proposition dans [11]. Réciproquement, on
a le lemme suivant,

LEMME 1.4. = Soit G wun groupe localement normal 3

s si pour tout sous-—groupe nor-
mal fini H de G , 1l'anneau de groupe A[H] est birégulier, alors A[G] est un

anneau birégulier.

Soit e un idempotent central de A[H] 3 nous allons montrer que A[G] e A[GT=(e)
est engendré par un idempotent central de A[G] . On désigne par (ei)
conjuguéds distincts de e dans A[G] . Les ey

1<i<n les
sont des idempotents centraux de

A[H] , et il existe par hypothdse un idempotent central f de A[H] tel que

AH] £ = Z;l:l AH) ey e
On en déduit la relation (e) = AL[G] f . (e) est un facteur direct bilatére de
1'anneau semi-premier A[G] , il est donc engendré par un idempotent central.

Les résultats de A. BOVDI et S. V. MIHOVSKI [ 1] peuvent &tre complétés de la

fagon suivante :

PROPOSITION 1.5. — Soient A un anneau birégulier, G un groupe localement nor-

mal, tel que l'ordre de tout élément # 1 de G soit inversible dans A . Alors

4[G] est birégulier dans chacun des cas suivants :

1° A est une algébre de type fini sur son centre,

2° A est auto-injectif & droite.




D'aprés le lemme 1.4, on peut supposer que G est un groupe fini dont l'ordre n
est inversible dans A .

1° Soit Z 1le centre de A ; Z[G] est un anneau régulier [8], le centre K de
A[G] est donc un anneau régulier., Soit M un idéal maximal de K3 Mn Z =m

est un idéal maximal de Z , et 1l'anneau B = A[GVA[GTM qui est un anneau quo-

tient de 1l'anneau birégulier A/Am[G] [17], est birdgulier. L'assertion résulte
alors du corollaire 1.2.

2° Soit M wun idéal maximal du centre K de l'anneau auto-injectif & droite

AlG) [4Je Mn 2Z=mn est un idéal maximal du centre Z de A . Comme précédemment

on voit que B = ALG)/A[GIM est un anneau birégulier. D'aprds [12] (prop. 2.9),
M A[G] est un idéal bilatdre maximal de A[G] , et 1'assertion résulte de la pro-
position 1.1,

Remarque. - On peut conjecturer que les conditions 1° et 2° de la proposition 1.3

caractérisent les anneaux de groupe biréguliers ; d'apres le lemme 1.4, il suffit

de résoudre le probléme pour les groupes finis.

PROPOSITION 1.6. - Pour un anneau régulier A , auto-injectif & droite, les con-
ditions suivantes sont équivalentes :

1° A est un anneau birégulier,

2° Tout idéal premier de A est maximal.

19 =% 20 ¢ C'est évident.

20 == 1° : Soit m un idéal maximal du centre de A ; d'aprds [12] (prop. 2.9),
Am  est un idéal premier de A , donc maximal § 1l'assertion résulte alors de la

proposition 1.1.

Comme un anneau régulier premier, & identité polynomiale, est un anneau simple,
il en résulte qu'un anneau régulier auto-injectif & droite & identité polymomiale
est birégulier ([97], [10]).

2¢ Anneaux biréguliers auto-injectifs & droite de type I ou II,

LEMME 2.1, = Un anneau birégulier A auto-injectif & droite, qui contient un
idempotent fini et fiddle, est un anneau fini.

Soit e un idempotent fini et fiddle de A ; il existe un idempotent central h
de A tel que (e) = Ah . Comme e

relation de la forme

est fidéle, on a h =1 , ce qui implique une

=3 ke

Les idéaux & droite X, ey, A sont isomorphes & des facteurs directs de eA , st

par suite h peut se mettre sous la forme h = E?_l f, , ou lcs fi sont des

idempotents orthogonauxz et finis de A j; il résulte de [12] (prop. 5.1) que 4 est
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un anneau fini (i. e. (xy = 1) ==>(yx = 1) ).

LEMME 2.2, - Soient (ni)ieN , une suite infinie strictement croissante d'entiers

(Ai) » 1 €N, une suite d'anneaux réguliers auto-injectifs & droite et finis.

] = A ] e 7 .
Alors l'anneau A ﬂieg Mni(Ai) n'est pas un anneau birégulier,

Soit hi » 1€XN, 1l'idempotent central associé au facteur Mn-(Ai) « On a alors
i
i i
hi=el+¢«.+eki,

ou les e; y 1 <s < ki » sont des idempotents orthogonaux finis, qui engendrent

des idéaux & droite isomorphes et tels que les anneaux Ai et et My, (A )el

. . . i . (2
soient isomorphes. Pour i € N , on pose ey = ey » et on considere 1'élément
e = (e;)

i)ien de A . L'idéal bilatdre (e) , engendré par

e o contient tous 1les
idempotents hi

y 1€ I, et si 1l'anneau A est birégulier, alors (e) = A . Nous

allons montrer que c'est impossible., Sinon, il existe une relation de la forme :

Y s 8
- Zs=1 *T ey 3 (yl iey ’ (yl ieN *
. s
Soit n. >p 3 on a hk Ez =1 X% e yk , on en déduit une relation de la forme
2y = £2
b =a g 0 5= £y

k
ou f M, (Ak) est isomorphe & un facteur direct de el Mn (Ak) y avec q <n .,
Cela contredlt le fait que M, (Ak) est un anneau fini ([12], cor. 5. 2)

THEOREME 2. 3.

1° Les anneaux biréguliers auto-injectifs & droite de type I sont des produits

finig d'anneaux de matrices & coefficients dans des anneaux réduits auto-injectifs.

20 Les anneaux biréguliers auto-injectifs a droite de type II sont les produits
finis de facteurs de type Il..

La propriété 1° est une conséquence du lemme 2.1 et de [12] (th. 3.7)

Soit A wun anneau birédgulier, auto-injectif a droite de type II ; d'apres le

lemme 2.1, c'est un anneau fini et, quel que soit l'entier n > 1 , il existe des

idempotents orthogonaux ey qui engendrent des idéaux & droite isomorphes et qui

vérifient
n

1 = §§=1 e, ([12], 1emme 3.11).

Soit (h )1€I une famille maximale d'idempotents centraux et orthogonaux de A ;

?
A est isomorphe & l'anneau produit des anneaux Ahi « D'aprés ce qui précdde, Adi

est isomorphe & un anneau de la forme Mn (Bi) s, le lemme 2,2 prouve que I est un

A est un produit fini de corps. D'apres [12] (prop.
2.7)y A est un produit fini d'anneaux quasi-simples.

ensemble fini et le centre de



17-05

3. Anneaux réguliers auto-injectifs & droite de type III.

Sauf mention expresse du contraire, tous les anneaux considérés dans ce paragra-
phe sont réguliers auto-injectifs & droite de type III. Si M est un A-module,
E(M) désigne l'enveloppe injective de M et, pour tout cardinal ¢ , on note oM

la somme directe de ¢ copies de M , Soit b # O un élément de A 3 comme A ne

contient pas d'idempotent fini # 0 , on a eA = E(Ro e A) ([12], prop. 4.2), on

désigne par o le plus petit ordinal o« tel que bA # E(obA) [6], et on a

. card A
mo< oy <2

IEMME 3ele = Soit A un anneau auto-injectif & droite de type III, tel qu'il

existe un cardinal ¢ , avec o, = a , pour tout b #0 , élément de A . Alors A
est un anneau birégulier.,

Soit x # 0 , un élément de A ; il existe un idempotent central h # 0 , et un

cardinal £ , B <o tel que Ah = EB(gxha) ([12], lemme 4.1). La relation
Q= oy implique que les A-modules xhA. et Ah sont isomorphes.

En considérant une famille maximale (kj)jeJ d'idempotents centraux orthogonaux
de Ac(x) , Ou c(x) désigne la couverture centrale de =x , telle que k. A soit
isomorphe a kj XA , on déduit facilement de ce qui précdde que A c(x) = (x) ,
donc A est birégulier,

On dira qu'un anneau régulier auto-injectif & droite est de type IIIa s stil

existe un cardinal ¢ tel que @, = o pour tout élément b # 0 de A .

THEOREME 3.2. — Soit A un anneau régulier auto—injectif & droite de type III.

Alors A est isomorphe & un produit d'anneaux Aj ’

jeJ, ou Aj est 1'annesu

des endomorphismes de 1l'enveloppe injective d'un module libre D.I

birégulier D, de type III .

—_— T == @y
Soit f # 0 un idempotent de A tel que

Sur un anneau

ap soit le plus petit élément de
1'ensemble des o b#0, beA . Nous allons montrer qu'il existe un idempo-

tent central h # O tel que l'anneau B = hfAfh soit de type III,_. . Pour cela,

on peut évidemment supposer f fidéle, Considérons une famille maximale (hi)iEI
d'idempotents centraux orthogonaux de A tels que Oy.f > ap » POUr ieI, si
i

(1 = n) aésigne la borne supérieure des hi y i€ I ,ona 1=h#1,.Eneffet,

sinon hA serait extension essentielle de la somme directe GEEGI hi fa et les

relagtions hi fA = E(af hi f(A» impliqueraient fA = E(af fA) ce qui est contrai-
re 3 1l'hypothdse faite sur f . Soit y # 0 , un élément de A s

>
’ on a . - Crf
par définihion de f s

3 on désigne par ByhA une somme directe maximale de sous-
modules isomorphes & yhA , contenue dans

recte maximale de sous-modules isomorphes a

yhA , et par pyhA @ yyhA une somme di-
yhA contenue dans hA . D'aprés [12]

(1emne 4.1), il existe un idempotent central k # 0 de A tel que l'on ait

kfA = E(pkyhA @ ykyha) ,
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ce qui implique B < ap , car k € hA ; donc R quel que soit y # 0 ,

y € fhA . On en déduit que, pour tout b #0 , b e B=fhaf , on a oy = g oo donc

B est de type III, (lemme 3.1). En utilisant alors les techniques de [12] (cor.
3.4, prop. 4.3), on obtient le théorime,

LEMME 3.3. = Pour un idempotent

e #0 d'un anneau A régulier auto~injectif &
droite de type III, les conditions suivantes sont équivalentes :

1° L'idéal bilatdre (e) est facteur direct de A ’

2° T1 existe des éléments uw , v de A et un idempotent central h qui véri-

fient uww=h, va=e,
Pour que 1'idéal (e) goit facteur direct de A , il faut, et il suffit, qu'il

existe un idempotent central h qui vérifie les relations :

h = =1 24 © bi H e = he .

Comme e n'est pas un idempotent fini, cela revient & dire que hA est isomor-

phe & un facteur direct de eA , ou encore que hA est isomorphe & eA [2], c'est

ce qui est exprimé par la propriété 20,
THEOREME 3.4.

19 Tout produit d'annesux biréguliers auto-injectifs 4 droite de type III est un
anneau birégulier,

2° Tout anneau birégulier auto-injectif & droite de type III est un produit

d'anneaux Aj s, j €J 4, 0u Aj est de type III, .
2 as = AN 8 j

La propriété 1° est une conséquence immédiate du lemme 3.3. Démontrons la pro-

priété 2°, Soient £ # 0 wun idempotent de A , h sa couverture centrale ;

b
d'aprés le lemme 3.3, on a Op =y . La premiére partie de la démonstration du

théoréme 3.2 montre qu'il existe un idempotent central k # O , tel que Ak soit
de type IIIa » le théoreme s'en déduit facilement.

Remarque 1. - Soient @ > 1 un cardinal, E un espace vectoriel de dimension «

sur un corps Xk . L'algdbre tensorielle T(E) est de dimension ko si o < NO ’
de dimension ¢ s8i o > RO . L'enveloppe injective A de T(E) est de type IIIa H

on sait, en effet, que A est de type III [3], et il suffit de remarquer que 1l'on
a o = o

- 1 = @, pour tout x # O . De plus, comme A est un anneau intdgre, A
est un facteur de type III .

Remarque 2, - L'enveloppe injective d'un anneau birégulier n'est pas nécessaire-

ment un anneau birégulier. Soient (An)neN une famille de facteurs de type Ifin

(resp. IIfin) admettant pour centre un méme corps K . On considére le sous~anneau

' . — 0 £ 214 = L .=
B de l'anneau produit A = ﬁn An s constitué des éléments x (xi)iEN » OU X;=2,

a€eK, pour i suffisazment grand. B est un anneau birégulier d'enveloppe in-

jective A . Si A = Mn(K) ou si les Al sont de type II, A n'est pas birégu-
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lier (théoréme 2.3).

LEMME 3.5, — Soit A un anneau 3 idéal singulier a droite nul dont l'enveloppe
injective 1 admet une composante de type III Ah non nulle. Alors si e #0 est

un idempotent de A , il existe des idempotents centraux et orthogonaux hi ’

- 3 . 03 .
ie€e I, de Ah , des cardinaux infinis oy des éléments

Xy de A, tels que
el = EG}%GI ai(hi e A)) 3 h; est la couverture centrale de hy %,

i k=supieI hi
est la couverture centrale de e . De plus, si pour tout i€ I, on a

Ahi Xi A= hi A ’

alors Ae A=Ak .

La premidre partie du lemme est une conséquence facile de [12] (lemme 4.1). On a
les isomorphismes suivants :

kA = HleI 5 A3 eA a=niEI e hi A,
On a de plus, Aai(hi X A) A = Ahi x4 A, et, comme

A est de type III, 1l'hypo-
thése implique que h, A et eh, i

sont isomerphes (lemme 3.3), donc kA et eA
sont isomorphes, ce qui entraine la relation kA =4 e & .

PROPOSITION 3.6. — Soit A un anneau birégulier dont l'enveloppe injective A
est de type III ;

"~ 03 7 3
;s alors A est un anneau biregulier,

Nous reprenons les notations du lemme 3.5. On pose Axi A = Ak,

;0 ou ki est un
idempotent central de A , donc ﬁxi i= Kki o« On en déduit alors les relations :

Khi X, A= ﬁhi ki = Ehi s d'aprés le lemme 3.5,
compléter les résultats de [ 3].

A est birégulier. Nous allons

PROPOSITION 3.7. = L'enveloppe injective d'un anneau réduit A est un anneau bi-
régulier,

D'aprés les résultats de [ 3], il suffit de prouver que la composante Ah de type

III de A , enveloppe injective de A , est un anneau birégulier.

Soit e # O un idempotent de

Ah ; d'aprds le lemme 3.5, il suffit de considérer
la situation ﬁhi o ehi K =

E(ai h, x; A) , ou x; € Ahnh,etod h, désigne la
couverture centrale de h, x

' ~
c i %y e L' annulateur 4 droite rAh (h X, ) de h X,

dans
Ah

; ©st nul, En effet, 1'idéal & droite J = Tih, (n; x,) A (Ah N A) est un idéal
bilatére de 1'anneau réduit A , 9n a alors J(Ah X, ) (o) ,

done J = (O)
qui prouve que (h X. )

(#) + On en déduit que h; x4 1 est isomorphe &

h i et, par sulte, A(ai hi Xy A) A = Ahi x, A = Ahi ’ et la propositisn résulte
du lemme 3.5,
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