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Séminaire DUBREIL-PISOT 4-01
(Algdbre et Théorie des nombres)
21e année, 1967/68, n° 4 4 décembre 1967

/ \
éLﬁKENTS ALGEBRIQUES DANS LES ADELES

par Annette DECOMPS-GUILLOUX

Le but de cet exposé est d'introduire, dans les ad®les, un ensemble généralisant
1'ensemble T de Salem, dans la méme optique qu'a été faite la généralisation de
l'ensemble S des nombres de Pisot par F. BERTRANDIAS [2]. Rappelons la définition

des ensembles S et T :

3 est l'ensemble des entiers algébriques 6 > 1 dont tous les conjugués sont

intérieurs au cercle unité.

T est 1l'ensemble des entiers algébriques T > 1 , dont tous les conjugués sont

intérieurs, ou sur le cercle unité, 1'un au moins étant sur le cercle unité.

La définition de T entraine qu'un élément T de T est zéro d'un polyndme II
réciproque, de degré pair, dont tous les zéros, sauf T et 1/7 , appartiennent

au cercle unité.

Ces ensembles peuvent &tre caractérisés par des propriétés de répartition modu-
lo1: 6 étant un réel > 1 , 1'étude de la décomposition pour un élément A\

convenable non nul

. : . N Lo 3 o Amais 1 1
ou u, est un entier rationnel et ou €, vérifie les inégalités - E-g €, <-§ R

permet les caractérisations suivantes :

- L'existence d'un élément X\ , tel que, pour tout entier n >0 , 1'inégalité

1
|€n| < 2e6(6 + 1)(1 + Tog \)

soit vérifiée, caractérise les éléments 6 de la réunion des ensembles S et T
(c. pISOT [7]).

- Pour un élément 6 algébrique, l'existence d'un élément A non nul, tel que

la c¢ondition
lim ¢ =0
n
n o«
soit réalisée, ou pour un élément 6 réel, l'existence d'un élément A non nul,

tel que la condition :

N 2
2 ne = olN)



4-02
caractérise les éléments 6 de l'ensemble S (SALEM [8]).

- Pour un élément T réel, l'existence d'un élément A non nul, tel que la par-
. z X n- . ’ s . e
tie réelle R[2 e, X |} soit bornée supérieurement dans le cercle uniteée (sans que

lim e, = 0 ), caractérise les éléments T de l'ensemble T (R. SALEM [8]).
nwo
Rappelons encore que si l'ensemble S est fermé, 1l'ensemble dérivé de 1l'ensemble

T contient l'ensemble S , le grand probléme posé par ces ensembles étant de sa-

voir si l'ensemble dérivé de T est l'ensemble S .

1. Définitions. Notations.

Soit P 1'ensemble de toutes les valuations distinctes du corps Q des ration-

nels ; la valuation ordinaire, représentée par O , sera notée ! i ou I ‘O et,
p étant un nombre premier, la valuation p-adique correspondante sera notée ! ‘
p 1
et normée par == .
par |p| =%

A tout élément p de P (éventuellement p =0 ), on associe le corps Q_ ,

b
complété du corps Q par rapport & la valuation correspondante.

Soit I wun sous-ensemble fini non vide de P . Nous considérerons toujours le

cas d'un I-ad&le VI , anneau isomorphe algébriquement et topologiquement au pro-

duit |l Q dont on note er 1'é1lément unité.
pel
Pour un élément x de VI , on note xp la composante appartenant a Qp , et
<l = 1= _|_ .
1Y PP
Les anneaux V. ont été étudids par F. BERTRANDIAS dans sa thdse [2], dont nous

I
utiliserons les notations, en particulier :

I~ désigne l'ensemble des éléments non nuls de I ;
I7 désigne la réunion de I et de {03} ;

Z[1] désigne 1'anneau des rationnels n'ayant en dénominateur gque des facteurs

premiers appartenant a I~ .

L'anneau Z[I]eI joue dans V. un rble analogue & celui joué dans les réels par

I
1'anneau 2% des entiers rationnels comme le montre la décomposition d'ARTIN [1] :

Pour tout élément x de 1'anneau VI , il existe un élément E(x) de 1'anneau

Z[I] tel que la différence aI(x) =x - e B(x) vérifie les inégalités suivantes :

I

- pour tout p de I , IEI(X)'p <1l

- si O n'appartient pas & I : a<~-E(x)<a+1

si O appartient & I: a g\eo(x) <a+1
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Le choix du nombre réel a rend la décomposition unique. Nous prendrons toujours
1

a=-=

F. BERTRANDIAS a montré qu'a un élément algébrique de l'anneau V. on peut asso-

cier un polyndme & coefficients rationnels, unitaire, appelé polynéie minimal de 8
et donc un polyndme & coefficients entiers, primitif, dont on parlera dans la suite
comme du polyndme associé & 6 . Soit A un tel polyndme ; on peut encore faire
correspondre & 6 la partition (Ih) de I telle que le polyndéme A se décompo-

se en un produit
AX) =11 a (%)
h
ol les polyndmes Ah sont & coefficients entiers, irréductibles et distincts deux
a deux, et ou ep est racine de Ah si p appartient a Ih .

1
Les ensembles S? sont des ensembles remarquables d'éléments algébriques.

/ 1 t
DEFINITION de l'ensemble Sg . - S? est 1'ensemble des éléments © de VI ’

vérifiant, pour tout p de I, Ielp > 1 , et pour lesquels il existe un polyndme

a4 coefficients entiers rationnels A , ayant les propriétés suivantes :

- 6 est racine de A ,

- pour tout p de P , les racines de A dans la clS8ture algébrique de Qp

(distinctesde Qp si p appartient & I ) appartiennent au disque !le <1,

~

- les racines de A dans la cléture algébrigue de Q_, (distinctes de ap' si

p' appartient & I ) appartiennent au disque IXIp' <1

THEOREME 1.
9 appartient
VI tel que :

30it 6 un élément de VI vérifiant, pour tout p de I, |ek)>1.

t
S? si, et seulement si, il existe un élément AN inversible de

m/

lim ¢, (A6™) =0 .
nN— P

/A
THEOREME 2.

Soit 6 wun élément de VI vérifiant, pour tout p de I, '9&)>1.

1
© appartient & S? si, et seulement si, il existe un élément A inversible de

VI tel que @

S ale 6™, - ofx
= n gp, A8 o' = o(h)

Dans les deux cas A appartient & 1l'anneau QI[e] .
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2. Définition de llensemble Sy . li€thode de Thue.

La caractérisation de 1'ensemble réunion des ensembles S et T , due a C. PISOT
et rappelée au début de cet exposé, est basée sur la méthode de Thue. En utilisant
cette méthode dans les I-adéles, on pouvait donc penser pouvoir caractériser un
ensemble contenant, outre la réunion des ensembles Sg' pour tous les p' de P,
un ensemble généralisant 1'ensemble de Salem. Pour montrer qu'un élément est algé-

[eo)
brique, on lui associe en général une série entidre 2 u ™ dont on montre
n=0
qu'elle est le développement de Taylor d'une fraction rationnelle. La méthode de

Thue s'appuie sur le principe des tiroirs, et consiste 4 chercher des entiers ra-

tionnels a; tels que, pour tout entier n >0 , on ait la relation

a.u +a,u + soe + & =0 .,

0 n 1 n+1 s un+s

On cherche, en utilisant une majoration des coefficients a; de la relation sup-
posée réalisée entre les U s le nombre de valeurs que peut prendre une telle ex-
pression. On dénombre les systémes possibles compte tenu de la majoration des coef-
ficients. Si le nombre des systémes est supérieur au nombre de valeurs que peut
prendre 1'expression, deux systeémes distincts donnent la méme valeur, et il y a une

relation linéaire et homogéne, & coefficients non tous nuls entre les u .

/
2.1. DEFINITION de 1l'ensemble SI . - SI est 1'ensemble des éléments © gg

VI vérifiant pour tout p de I, ‘9 . > 1, et pour lesquels il existe un poly-

néme A & coefficients entiers rationnels ayant les propriétés suivantes :

-~ 06 est racine de A

- pour tout p de P , les racines de A dans la clbture algébrique de Q

Y
(distinctes de ep pour p appartenant a I ) appartiennent au disque lep <1.

2.2. Méthode de Thue appliquée aux éléments de 1l'ensemble SI [5].

(a) Notations. — On considére deux éléments 6 et A de VI , et 1'on pose,

pour tout p de I,

P b
p ol p N
On définit encore,
‘ t
a= T _p?
pel
b
m= li_p P multiplié par Ao si O appartient & I .

pel
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On suppose KO et 90 tous deux positifs.

/7 \
(v) Enoncé du THEOREME. - Soit © un élément de 1'anneau VI , vérifiant, pour

tout p de I, lelp > 1 . La condition ndcessaire et suffisante pour que ©

appartienne & l'ensemble SI est qu'il existe un élément AN de VI vérifiant,

pour tout p de I, ‘Klp > 1 tel que 1'on ait, pour tout entier =n > 0 :

- gi O n'appartient pas & I :

1

(a) lE(xe™) | < :
o} e(l + log m)

- si O appartient a I :

1
+1)(1 + log m)

(a") le,(re™) | € —

2eq 60(90

(¢) Démonstration de la condition suffisante. - Soit u = E(Ae™) . On se propose

de trouver des entiers rationnels a as , bornés par a en valeur absolue,

O , o ° 9 ’
tels que l'on ait, pour tout entier n :

V =a.u +a, u + ses t+
n

a u
0 n 1 n+l s n+s

En notant

une borne supérieure pour iunl si 041

<= <~

une borne supérieure pour ‘eo(ken)! si 0el

on montre successivement les points suivants :

(¢) Les conditions VO =0 et v> (s + 1)agq si O n'sppartient pas 4 I (resp.

v > (1 + eo)(s + 1)aq si O appartient 4 I ), entrainent, pour tout entier n =0
Vn=O.

Cette démonstration est basée sur le fait que, Vn , étant un élément de 1'anneau
Z[1], 1'inégalité

v | pi&_ Vo lp <1

entraine Vn = 0 . La différence des formulations, suivant que O n'appartient pas
ou appartient & I , provenant de la différence des majorations de |an dans les

deux cas.

(B) On montre alors que, quel que soit l'entier s > 1 , on peut trouver des entiers

8y s cee s ag tels que VO = 0 si les conditions suivantes sont réalisées :

1/s 1

a > qm ) si O n'appartient pas & I,
1/s
a> 26, m -1

si O appartient a I .
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Cette partie de la démonstration s'appuie sur le principe des tiroirs.

(y) En prenant l'entier s , défini par les inégalités

s - 1<logm<s,

et 1'entier a par les inégalités

a < qml/s.$ a+1, si O n'appartient pas a I,

a < 2q90 ml/S <a+1,51 O appartient & I ,

on peut réaliser V, =0 , et les indgalités (A) ou (A') entrainent alors les iné-

galités de (o), et donc, pour tout entier n , Vn =0 .

(5) On montre alors facilement que © appartient a4 l'ensemble SI .

(4) Démonstration de la condition nécessaire. - Cette démonstration consiste en

la recherche & partir d'un élément 6 de S, d'un élément N de 1'anneau QI[9]

tel que 1'inégalité (4) (resp. (A')) soit vérifiée et repose sur 1'existence, mon-

1
trée par F. BERTRANDIAS, dans tout anneau Ql[e] d'éléments de l'ensemble S?

ayant le degré de 1'anneau.

Soient 6 un élément de degré s de l'ensemble S (Ih) la partition de T

I ?
associée. On considére un élément p de 1'anneau QI[6] , appartenant & l'ensemble

]
sP' (pour p' € T ), et dont on note

I My, la composante dans les divers corps
Q. [6. ], pour tous les éléments I de la partition de I .
Ih Ih h N
En appelant A 1'élément de composantes Wy s ou vy est un entier positif, et

en notant

,(2) y een x(s)

o(2) e o(s)

les conjugués de A dans VI ,

les conjugués de © dans VI ,

ae™ + 1(2) g(2)n

Foae. + A(ﬁ) e<s)n

1l'expression prend ses valeurs dans 1l'anneau
Z[I], et 1'on peut choisir un systéme d'entiers Vs eee s Vg tels que cette

expression représente le terme principal w de la décomposition d'Artin de A"
et que 1'inégalité (a) ou (A') soit vérifide, ce qui est toujours possible car les

zéros complexes du polyndme dont  est racine sont tous inférieurs & 1 en module.

(e) La condition (A) (resp” (A')) porte sur la composante réelle, on peut avoir
des expressions analogues yortant sur une composante p-adique ou sur un produit de

composantes.
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3. Partition de 1'ensembdle SI .

3.1. Cette partitionest basée sur 1'étude de la répartition dans le plan com-
plexe des zéros des polynbmes A , associés aux éléments de 1l'ensemble SI et sur
la remarque qu'un polyndme & coefficients rédls, irréductible, ayant un zéro sur le
cercle unité, a nécessairement un second zéro imaginaire conjugué du précédent sur

ce cercle, et est donc réciproque.

Soient © wun élément de 1l'ensemble SI , Ih la partition de I correspondante

le polynéme A se décompose en un produit

Alx) = rlAh(x) ,

ou les polynlmes Ah sont des polyndmes & coefficients entiers rationnels, deux &

deux distinects, et tels que ep est racine de Ah si p appartient a Ih .

Dans le cas ol le polyndme A a, dans C, au moims un zéro sur le cercle unité
(ce zéro étant différent de + 1 ), 1l'un au moins des polyndmes Ah a un zéro dans
C sur le cercle unité. Soit Bh un tel polyndme, (nous réservons la dénomination
Ah 34 ceux des polyndmes intervenant dans la décomposition du polyndéme A dont tous
les zéros sont intérieurs dans C au cercle unité) ; un polynéme Bh est donc
réciproque, et tous ses zéros (sauf eo et 1/9o si O appartient a Ih ) appar-

tiennent au cercle unité.

Donc la décomposition A(X) = rlAh(X) présente 1'un ou l'autre des aspects sui-

vants @
(1) 1a décomposition ne fait intervenir que des polyndmes Ah H
(2) 1a décomposition fait intervenir & la fois des polyndmes Ah et Bh H

(3) 1a décomposition ne fait intervenir que des polyndmes Bh .
Si la décomposition est de la premitére forme, 1'élément 6 appartient & Sg ;

nous appellerons zg 1'ensemble des éléments 6 de SI pour lesquels le polyndme

A a une décomposition de la forme (2), et T. ceux des éléments de SI pour les—

I
quels le polyndmes A a une décomposition de la forme (3).

/
3.2. DEFINITION de 1l'ensemble Zg . - Zg

y Vérifiant pour tout p de I, |g|p > 1, et pour lesquels il existe un

est l'ensembles des éléments o

g_e_a_VI

polyndme A & coefficients rationnels ayant les propriétés suivantes :

- ¢ est racinsede A

- pour tout p de P, les racines de A dans la cldture algébrique de Qp ,

appartiennent au disque ix}p <1, sauf ep si p appartient & I ;
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- le polyndme A est dans 1l'anneau 2[X] le produit de deux polyndmes

A(X) = a*(X) B'(X)

ou, dans € , les zéros du polyndme A' (sauf éventuellement 9y ) sont tous inté-

rieurs au cercle unité, et ceux du polyndme réciproque et de degré pair B' , appar-

tiennent tous (sauf éventuellement 9 et 1/cyO , dans ce cas B' est au moins de

degré 4 ) au cercle unité.

/
3.3. DEFINITION de 1l'ensemble TI . - TI est 1l'ensemble des éléments T de

VI y vérifiant, pour tout p de I, |T|P > 1, et pour lesquels il existe un po-

lyndme B & coefficients entiers rationnels ayant les propriétés suivantes :

-~ T est racine de B

- B est un polyndme réciproque qui a une expression de la forme

B(X) = qX2S + a4y X2S_1 + ... + 9 X+q
ou q = [ _ lTl et, pour tout p de 1, lqllp =1, et dont tous les zéros
pel
dans C , appartiennent au cercle unité (sauf o et 1/TO si O appartient &
I , on suppose dans ce cas que le polyndme Bh irréductible, et dont o est ra-

. - . 0
cine, est au moins de degre 4 .

3.4. Remarques. - Soit o un élément de zp , racine d'un polyndme A ,

T
A(X) = A'(x) B'(X) ,

pour tout p de I , o_ est racine de A' ou de B!' . Soient 11 l'ensemble des

éléments p de (Ih) tels que
% est racine du polyndme A' ,

et 12 1l'ensemble des éléments p de (Ih) tels que

Op est racine du polynéme B' .

L'élément o appartient & 1'ensemble Sg X TI ; réciproquement, un élément de
1 2

cet ensemble est un élément de 2? et 1'on peut considérer Zg comme isomorphe a
la réunion des ensembles produits Sg x TK , pour tous les couples J et K de
sous-ensembles non vides J et K de I dont l'intersection est vide et la réu-

nion est l'ensemble I .
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~re

O d
4. Caractérisations des ensembles SI , Zg et TI .

Le but de ce paragraphe est de caractériser les trois sous-ensembles qui forment
la partition de l'ensemble SI .
Dans certains cas, nous donnerons une caractérisation directe d'un ensemble d'élé-

ments de l'anneau V dans d'autres au contraire, il s'agira de la caractérisa-

s
tion d'un sous—ensemile de 1l'ensemble SI .
La démonstration de la condition suffisante est trés différente dans les deux cas;
dans le premier en effet, le point principal est de montrer que 1'élément est algé-
brique, et la démonstration fait appel & un critére de rationnalité de certaines
séries entidres ; dans le second, on suppose au contraire 1'élément algébfique, et
la démonstration beaucoup plus rapide revient & montrer que 1'élément n'appartient

pas aux autres sous—ensembles disjoints de 1'ensemble SI .

Les deux théordmes (théordmes 1 et 2 du paragraphe 1) fournissent un exemple des

deux types de démonstration, et caractérisent 1'ensemble Sg .

0 o
Pour 1'ensemble ZI , nous le caractériserons comme sous-ensemble de 1'ensemble

SI , au contraire, nous donnerons de l'ensemble TI une caractérisation directe.

4.1. Caractérisation du sous—ensemble Zg de S [6]. = On montre facilement

I
le théoréme suivant, qui exprime que, pour un sous-ensemble I1 de I, or
appartient a SO . 1
Il

La condition nécessaire et suffisante, pour qu'un élément o de l'ensemble S

I
appartienne au sous-ensemble Eg , est qu'il existe un élément A\ de 1l'anneau
QI[o] et un sous-ensemble non vide I1 de I, tel que la composante XI de A

;=
étant inversible, on ait, dans la décomposition d'Artin de XI ’ o? dans 1'an-
neau V : 1 1
— I

1
~ 81 O n'appartient pas a 'Il :
(b) lim B, (A, 07 ) =0,

- 51 O appartient a I




4-10

en supposant que les conditions :

- si O n'appartient pas & I1 ,

(a) 1im E(x6") = 0 ;
n o

- si O appartient & I ,

(ar) lim eo(xen) =0
no

ne sont pas réalisdes.

Les conditions restrictives (non (a)) et (non (a')) expriment que 1'élément 6
n'appartient pas & 1l'ensemble Sg . '

4,2, Caractérisation de 1'ensemble T [6]. - L'analogie entre 1'ensemble T;

et 1'ensemble T de Salem apparalt dans leurs définitions respectives, nous allons

la préciser par la démonstration d'un théoréme qui généralise, pour 1l'ensemble TI ,

la caractérisation de Salem rappelée au début de cet exposé.

/ \
(a) Enoncé du THEOREME. - Soit T un élément de l'anneau V. vérifiant, pou

I
tout p de I, ITlp > 1 3 la condition nécessaire et suffisante pour que T

appartienne & 1lfensemble TI est qu'il existe un élément A\ inversible de VI ,

et un nombre réel i tels que l'on ait, pour lx| <1,

- si O n'appartient pas & I :

(c) R[E:E(XTH) ] >u;
0

- si O apparticnt & I :

(c1) R(Z e, (™) =) <
0

en supposant, en outre, que les conditions suivantes :

d'une pgrt, 1'égalité,

- 51 O n'appartient pas a I :

(a) lim E(AT™) =0 ;
n o
- si O appartient & I :

(a') lim e (A1) =0 ,

no

0
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et d'autre part, l'existence d'un sous-—ensemble I, de I non vide et inclus

1
strictement dans I tel que l'on ait,
- si O n'appartient pas a I1 H
(v) 1im B (A T? ) =0 ;
ne 1 1 1
- si O appartient & I1 :
. n
(1) lin Ny(A; 71 )
noeo 1 1

ne sont pas réalisées.

Comme dans le domaine réel pour montrer que la condition est suffisante, le point
principal de la démonstration est de prouver que, si 1'on pose E(ken) =U la
série ziun X" représente une fraction rationnelle, tandis que la démonstration de
la condition nécessaire repose sur 1l'existence déja évoquée, d'é1éments des ensem-

H
bles S? dans tout anneau d'é1léments algébriques.

(b) Condition suffisante. — On peut lier,<dans le domaine réel, la démonstration

du théoreme de Salem au critdre de rationnalité des séries entiéres & coefficients
entiers, qui montre que , si la fonction associde est & caractéristique bornée
dans le cercle unité, c'est une fraction rationnelle ; ce résultat, dd & CANTOR [3],
peut s'étendre aux séries entitéres a coefficients dans 1l'anneau Z[I] , en ajoutant
une condition relative aux valuations p-adiques des éléments u ~ pour tous les p
de I ; en effet, la condition de Cantor exprime que la limite du déterminant de
Hankel dn de la série est nulle, il suffit donc de montrer que, pour tout p de

I~ , la valeur absolue ‘dnlp est bornée, on aura ainsi le théoréme suivant :

- 5 n z . o\ N 3 ~ 3 .
Soit 2.un x® une série entidre & coefficients dans 1'anneau 2Z[I] , satisfai-

sant aux conditions suivantes :

=]

(1) dans C , la somme de la série 2 un %" est prolongeable en une fonction
0
f(x) & caractéristique bornée dans le cercle unité ;

(2) pour tout p de 1™, il existe un polyndme Bp a coefficients dans une ex-

tension K de Qp tels que les coefficients vép)

de la série.produit de Bp

[ee]
(o n s s .
par la série 2 u X" wvérifient, pour tout entier n >0 ,
0

m
|Vip)|p <p?

la série z:un X représente une fraction rationnelle.
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Les conditions (2) entrainent en effet que, pour tout p de I , la valeur abso+
lue ]dn|p est bornée, et permet donc de réaliser 1'inégalité
la | el <1
n n'p
qui impligue, dn appartenant & 1ltanneau Z[I],

d =0 .

Ce critére étant établi, il est alors facile de montrer que la série 2 u * ,
associée &4 T , représente une fraction rationnelle. Les conditions (non (a)) ou
(non (at')) et (non (b)) ou (non (b')) entratnent que T est un élément de 1'ensem-

ble TI .

(c) Condition nécessaire. — Soient T un élément de 1'ensemble TI , et B 1le

polyndme associé de degré 2s .
On note, pour tout p de I,

1 (1) (1)-1
TP,TP,OIP ,Olp ’

les zéros du polyndme B dans la cldéture algébrique de Qp , et si O n'appartient

pas a I :

oz(i) a(i)“l

O ,O 9 i=1,aoo;S,

les zéros du polyndme B dans C .

On pose, égal & o , 1'élément de composantes T_ + 751 , pour tout p de I,
1
et 1'on construit un élément 6 de l'intersection des ensembles sP (pour p!

appartenant a It ) s'écrivant

ou les Ai sont des entiers rationnels.

Le probléme est alors de déterminer A sous la forme

A= 92h ou h est un entier rationnel,
de telle sorte que la condition (C) ou (C') soit réalisée.

En notant

Ygl) , (s)

ces 9 Y si O n'appartient pas a I

(
(resp. KO yéz) y eee s yés) si O appartient & I ) ,
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Y

les zéros réels du polyndme & coefficients entiers rationnels dont A\ est racine,

1l'expression, pour tout p de I :
] . . .
n -n (i)r (i)n (i)-n
AL +7_ 1+ 2 +
LT Ty 2 ¥p Lo, o ]

représente un élément v =~ de 1'anneau 7Z[I] égal, dans le cas ou O n'appartient

\

pas a I, a

'~§-‘ ol s o=y

i=1 0 0
En prenant pour n, le plus petit entier tel que, pour tout p de I ,
-n
1.
lprlp ’
et si O appartient a I :
-n 1
l}\OTo|<Z)

et, en choisissant l'entier h de telle sorte que

s .
2 Yol) <-% si O n'appartient pas & I ,
i=1

S .
‘ZE y(l) <-% si O appartient & I
1=

v, représente pour n >n. la partie principale de la décomposition d'Artin de

AT,

0

Les propriétés de la transformation conforme permettent alors d'obtenir les rela=-

tions (C) ou (C') gréce aux égalités :

laél)l =1 1i=1, ... ,s si O n'appartient pas & I

lagl)l =1 1i=2, ... , 8 81 O appartient d I

5. Eléments limites de 1l'ensemble TI .

L'analogie entre l'ensemble T et 1l'ensemble 'I‘I peut &tre précisée encore par

le théoréme suivant :

/7 \
- THEOREME. - Tout élément de 1'ensemble Sg est limite d'éléments de 1l'ensemble
TI .
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Soient 6 wun élément de Sg et P le polyndme associé & 6 . On forme la suite

des polyndmes Rm

R (%) = P(O)X" +Qx) ,
ou le polyndme Q est le polyndme réciproque du polyndme P s'il est distinct de
P L
On montre facilement les points suivants :

(o) 1e polyndme Rm a un zéro To qui appartient & TI . = L'étude des zéros de

R se fait
m

- pour tout p de I~ , dans la cl8ture algébrique de Qp grice au polygone de
Newton du polynéme ;

- dans C , en considérant le polyndme Rm A
9

%ﬁm=ﬂﬁm+mm,

H

et en faisant ¥endre A vers 1

(g) la limite de la suite T, et 6 .- On étudie 1'expression P(Tm) pour tout

p de I dans Qp ’

~ (1) Q(Tm)
P(Tm)—q(Tm-G)n(Tm—ep ) = - —
o

ou e(l) , i=2, ..., s , Jésignent les autres zéros de P dans Qp , et 1'on

montre que ITm - elp est majoré en valeur absolue par une quantité qui tend vers

zéro ; le cas ou O appartient & I , se traite en particulier.

Dans le cas ou les polyndmes P et Q ne sont pas distincts, c'est-d-dire dans
le cas o O appartient & I , et ou le polyndme P est du 2e degré et de la for-

me

P(x)=qx2+q1x+q,

on introduit, comme dans le domaine réel, le polyndme de Eebyéev Tm de degré m ,

et 1'on forme la suite des polyndmes Sm

5,(X) =1 (X)(aX +a;) - a,
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on montre alors que le pelyndme Sm a un zéro o tel que
q
lim g = - =&,
meo O 4
et en effectuant le changement de variable défini par X =Y +-% , on obtient, &

partir de la suite Q » une suite T définie par

d'él1éments de liensemble TI domt la limite est 6 dans VI .
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