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17-01

ÉQUIVALENCES DE GREEN

DANS LES CATÉGORIES BIEN FILTRANTES

par Jacqueline KLASA

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
20e année, 1966/67, n° 17 24 avril 1967

Introduction. - Dans une thèse dirigée par D. D. MILLER en 1955, C. G. DOSS a

étudié le demi-groupe des applications d’un ensemble en lui-même, du point de vue,

notamment, des équivalences de Green. A. H. CLIFFORD et G. B. PRESTON, dans leur

Traité ([2]) y ont remarqué que les mêmes propriétés se rencontrent dans le demi-

groupe des endomorphismes d’un esp ace vectoriel, y et ils ont expliqué cette analogie

par l’identité des rôles joués, dans un cas, par le cardinal d’un sous-ensemble,

dans l’autre, par la dimension d’un sous-espace.

En étudiant plus généralement le demi-groupe H des endomorphismes d’une algèbre

abstraite quelconque, P. DUBREIL a montré que les résultats précédents subsistent

sur certains sous-ensembles de H , et il a donné des conditions simples, portant

sur les sous-algèbres (éventuellement images) et les équivalences (éventuellement

nucléaires) pour que tel ou tel de ces résultats soit valable sur H tout entier.

En "catégorisant" les équivalences de Green (comme l’avait suggéré P. DUBREIL
dans (~5~)~ nous espérons avoir saisi l’essence des bonnes propriétés mises à jour
successivement dans les travaux précédents.

I. Notions catégoriques utiles

Rappelons pour la commodité du lecteur qu’une catégorie  est la donnée de deux

ensembles : Ob(C) et dont les éléments seront appelés respectivement
ob j ets et morphismes, ainsi que deux applications : i

S ô -~ Ob(C) : application source ,

B : t Mor(C) -.~ Ob(C) : application but .

L’ensemble des morphismes est muni d’une loi de composition, notée ~ ~ associa-

tive, non partout définie : le composé 03B2 . 03B1 existant si, et seulement si, l’on a:

= 

En outre, pour tout objet X 9 on suppose l’existence d’un morphisme IX’ iden-
tité à gauche de tous les morphismes de but X, et identité à droite de tous les

morphismes de source X .



On appellera :

- Les morphismes de source et but égaux : endomorphismes ;
- Les morphismes simplifiables à gauche (resp. à droite) : monomorphismes (resp.

épimorphismes) ;
- Les morphismes simplifiables à gauche et à droite : bimorphismes ;
- Les morphismes inversibles à gauche et à droite : isomorphismes.

Remarque. - Un isomorphisme est uh bimorphisme, mais la réciproque est en général

fausse (cas des catégories de matrices positives et markoviennes).

Nous redonnons la relation de préordre sur les classes de monomorphismes de même

but (resp. épimorphismes de même source) d’après [6].

~~ ~ a’ ~ ==> E Q~ = c~ o p)

( resp. (cy  => ( ~ ~ E et == P o o~) ) . .

Les classes de la relation d’équivalence, déduite de la relation de préordre précé-

dente, sont appelées les sous-objets (resp. quotients). ..

II. Relations de Green dans une catégorie

Nous allons introduire, pour toute catégorie ~ , des relations d’équivalence sur

l’ensemble compatibles avec la loi de composition des morphismes. Tout

d’abord, donnons quelques définitions.

DEFINITION 1. - Un sous-ensemble I , de morphismes est appelé idéal à

gauche de la catégorie  (resp. idéal à droite de la catégorie ), s’il est
stable pour la loi de composition à gauche (resp. à droite).

DEFINITION 2. - Un sous-ensemble I de morphismes de C , qui est à la fois

idéal à gauche et idéal à droite de C y est appelé idéal bilatère de C . Les

idéaux engendrés par un morphisme peuvent donc être caractérisés de la manière sui-

vante :

- Un idéal à gauche engendré par un morphisme 03B1 est l’ensemble des morphismes

P de même source que et admettant la factorisation suivante :

.

- Un idéal à droite engendré par un morphisme et est l’ensemble des morphismes

P de même but que 03B1 , y et admettant la factorisation suivante :.



- Un idéal bilatère engendré par un morphisme 03B1 est l’ensemble des morphismes

P admettant une factorisation suivante :

On remarque que, si le morphisme a est tel que les objets et B(a) ne

reçoivent ou ne laissent partir aucun morphisme autre que l’identité et 03B1 , alors

tout idéal engendré par a est réduit à ~a~ .

Dans le cas particulier d’une catégorie  où les objets sont "isolés", c’ est-à-

dire qu’il n’existe aucun morphisme 03B1 tel que l’on ait

chaque idéal de C engendré par un morphisme a est un sous-demi-groupe de celui

des endomorphismes de l’objet

On remarque de suite que l’on peut exprimer l’équivalence, au sens de [7], de

deux monomorphismes de même but 03B1 et a’ de la façon suivante: a est équiva-
lent à a’ , si, et seulement si, les idéaux à droite de C y engendrés par 03B1 et

cy’ y sont égaux.

Dualement, étant donnés deux épimorphismes a et c~’ de même source y on peut

dire : a est équivalent à cy’ y si, et seulement si, les idéaux à gauche de C

engendrés par a et a ~ sont égaux.

Maintenant, nous allons donner les relations de Green généralisées à l’ensemble

pour toute catégorie  .

1. Définition des rel ati ons de Green.

(i) Deux morphismes de S sont dits équivalents (resp. £-équivalents), s’ils
engendrent le même idéal à droite (resp. à gauche) 

On remarque que ces relations sont compatibles avec la loi de composition à gau-
che (resp. à droite).

(ii) Deux morphismes a et p de C sont dits -équivalents, s’il existe un

morphisme y tel que 03B1 et y soient £-équivalents (ce qui sera noté 03B1 L 03B3),
et tel que y et 03B2 soient R-équivalents (ce qui sera noté 03B3 R 03B2 ).

La relation d’équivalence 0 est donc la composée de R avec E . On remarque
1 ~ ’égalité



Or, lorsque deux relations d’équivalence commutent, leur composée est leur borne

supérieure pour la relation d’ordre de l’inclusion définie sur les classes d’équi-
valence.

(iii) Deux morphismes de C sont K-équivalents, s’ils sont à la fois L- et R-

équivalents.

On remarque que K est la borne inférieure des relations d’équivalence L et

~ .

(iv) Deux morphismes de C sont dits J-équivalents, s’ils engendrent le même
idéal bilatère de C .

2. Propriétés des relations de Green.

Nous allons indiquer les propriétés des relations de Green définies sur une caté-

gorie C .

1° Q ~ ~ . -- Soient a et p deux morphismes 0-équivalents. Il existe donc un

morphisme y tel que of et y engendrent le même idéal à gauche et

P engendrent le même idéal à droite de C . Les idéaux bilatères engendrés par
et p sont alors égaux.

2° Une ~~classe et une ~,.-classe se coupent si y et seulement si , elles se trou-

vent dans une même En effet, soient La et R~ les deux classes étu-

diées. Si L a et ne sont pas disjointes, cela signifie qu’il existe un mor-

phisme y vérifiant :

Puisque a et 03B2 sont alors -équivalents, ainsi que tout couple d’éléments de

et les classes La et R03B2 se trouvent dans une même -classe.

Réciproquement, si deux classes L et R se trouvent dans une même 6~~classe~
il existe un morphisme y tel que l’on ait

Donc, l’intersection des deux classes est non vide.

3° Les ~--classes (resp, les contenues dans une même ~-classe~ sont

équipotentes. - Ceci est une généralisation d’un lemme de Green.

En effet, soient a et 03B2 deux morphismes R-équivalents. Alors, il existe des

morphismes a et o’’ tels que



Montrons que les applications entre L03B1 et L03B2, définies ainsi :

sont inverses l’une de l’autre.

La propriété (co E a) impliquant (cp o Ci ° o-) ~ le morphisme (D o 6 appar-

tient à la classe L . De même, la propriété (03C8 L p) impliquant (y o S 

03C8 ° 03C3’ appartient à la classe L .
Les applications sont inverses l’une de l’autre, car on a

la démonstration pour les ~,~classes est duale.

4° Les K-classes contenues dans une même -classe sont équipotentes. - Il faut

remarquer que les bijections que l’on a définies entre les f-classes (resp. les

~classes) conservent les ~--classes.

En effet, comme on a

les idéaux à droite engendrés par m et v o o~ sont identiques.

On peut traiter les cas des ~-classes de façon symétrique.

Etant donnés deux morphismes 03B1 et y -équivalents, il existe $ tel que l’on

ait p) et y) .

Il existe donc des morphismes o et 6’ ~ T et Tf, tels que l’on ait

Les applications entre X et H ,ainsi définies:
OE y

sont inverses l’une de l’autre.



En effet, elles sont les composées des restrictions aux X-classes des applica-

tions données précédemment qui conservaient les %-classes.

5° Théorème de Miller et Clifford. - Le produit £-classe par une R-classe
est contenu dans une seule 6~-classe.

En effet, étant donnés les morphismes a’ et p , ~’ vérifiant les proprié-

tés

on a, à cause des compatibilités des relations d’équivalence avec la loi de compo-

sition à gauche ou à droite :

Ce qui donne

3. Quelques remarques sur les relations de Green définies sur une catégorie C .

1° Si deux morphismes sont £-équivalents, leurs objets sources sont égaux.

En effet, si deux morphismes 03B1 et $ sont L-équivalents, il existe un mor-

phisme c~’ tel que l’on ait

ce qui montre que S(p) = 

2° Si deux morphismes sont ~,-équivalents~ leurs objets buts sont égaux.

En effet, si deux morphismes 03B1 et 03B2 sont R-équivalents, il existe un mor-

phisme a = tel que l’on ait

ce qui montre que 

3° Si deux morphismes sont ~--équivalents, leurs objets sources sont égaux, ainsi

que leurs objets buts.

4° Si deux morphismes cy et P sont -équivalents, il existe un morphisme y

tel que l’on ait



4. Théorème de Green généralisé.

DEFINITION 1. - Remarquons d’abord que, pour pouvoir composer un morphisme 03C0

avec lui-même, il est nécessaire d’avoir :

De tels morphismes seront appelés endomorphismes.

Un morphisme TT de la catégorie  est dit idempotent, si l’on a

Chaque identité Ix est un idempotent.

DÉFINITION 2. - Nous dirons que deux morphismes a et a’ sont pseudo-inverses

l’un de l’autre y si l’on a simultanément

On remarque alors que 03B1 ° cy’ et 03B1’ ° 03B1 sont des idempotents, endomorphismes

respectivement des objets B(a) = S(a’) et S(a) = B(a’) .

DEFINITION 3. - Un morphisme a sera dit régulier, s’il existe un morphisme a’

tel que l’on ait

, ,

DEFINITION 4. - Un sous-ensemble de morphismes de  sera dit régulier, si cha-

cun de ces morphismes est régulier.

Le sous-ensemble des morphismes idempotents de  est régulier.

LEMME II.1. - Un morphisme 03B1 de  est régulier si, et seulement si la classe

L R ) contient un idempotent.
a. OE

On voit, en effet, que si l’on a

les morphismes 03B1 ° a’ et 03B1’ ° 03B1 sont idempotents. Ce qui montre que les , classes

L et R contiennent des idempotents. Réciproquement, soit rt un idempotent
a OE

dans la classe L 
a 

(resp. ~r’ un idempotent dans la classe Il existe donc

des morphismes $ ( resp. 03B2’ ), et 03B1’ s ( resp. 03B1" ), tels que l’on ait



Or on obtient,

Ce qui montre qu’il existe un morphisme p tel que l’on ait

symétriquement, on obtient

LEMMEII.2. - Si une -classe contient un morphisme régulier, alors elle est ré-

gulière.

Soit 03B1 le morphisme régulier observé dans . Les classes L03B1 et R03B1 con-

tiennent donc des idempotents. Toutes les E-classes et ~-classes, contenant un

idempotent, sont régulières. La classe S y réunion de classes régulières 9 est ré-

gulière.

LEMME II.3. - Si une -classe D est régulière y alors toute E-classe et toute

R-classe, contenue dans D, contient un idempotent.

En effet, chaque £-classe et ~-cla,sse est régulière. Le lemme II.1 nous donne

l’existence d’un idempotent dans chaque E- et ~-cl as se régulière.

LEMME II.4. - Tout idempotent 03C0 de  est une identité à droite de tout mor-

phisme de L , et une identité à gauche de tout morphisme de R . Finalement, rr

est une identité bilatère de tout morphisme de H03C0 .

En effet, soit 03B1 un morphisme appartenant à L . Il existe donc un morphisme
a’ tel que l’on ait

De même, soit $ un morphisme appartenant à R . Il existe alors 03B2’ tel que

1 t nn ait

Ce qui achève la démonstration.



LEMMEII.5. - Aucune ~-classe H contient plus qu’un idempotent.

Soient ~r et ~r~ deux idempotents dans une ~-~classe H. Le lemme II.4 nous

indique que l’on a

LEMME II.6. - Pour tout objet X , l’ensemble des endomorphismes inversibles est
un groupe que l’on notera 

On l’appellera le groupe des -automorphismes de X.

En effet, soient a et p deux endomorphismes d.e X inversibles. Il existe
alors des morphismes a’ et tels que l’on ait

Ainsi on obtient

Pour tout endomorphisme inversible 03B1 , on connaît l ’inverse 03B1’ , qui est uni-

que, et est aussi, naturellement, inversible.

Soient a" et tels que lton ait simultanément

a étant simplifiable à gauche, on obtient

LEMMEII.7. - Pour tout idempotent n de la catégorie C ~ soit J(n) l’inter-
section des idéaux à gauche et à droite engendrés par 03C0 . Le morphisme n est

alors une identité à gauche et à droite de J(n) . L’ensemble des morphismes de
inversibles par rapport à 03C0 , est un groupe que l’on notera Aut (x) y où

X est égal à l’objet ainsi qu’&#x26; l’objet 

Le demi-groupe J(fr) est constitue des morphismes y de C se factorisant

sous la forme suivante :



En effet, l’idéal à gauche engendré par Tf y est l’ensemble des morphis-

mes y qui s’écrivent sous la forme :

L’idéal à droite engendré par TI, est l’ensemble des morphismes y qui
s’écrivent s ous la forme :

L’intersection des idéaux J et est le demi-groupe Tout mor-

phisme y de J(ïT) s’écrit donc, s oit sous la forme :

soit sous la forme :

On remarque d’abord que y est nécessairement un endomorphisme de l’objet

En outre, on obtient

Puisque le morphisme n est une identité à gauche de et une identité à

droite de J (03C0), 03C0 est une identité à la fois à gauche et à droite du semi-
g

groupe

Nous savons alors que rr est l’unique identité à gauche et à droite de 

L’ensemble des endomorphismes inversibles par rapport à TT est nécessairement un

sous-ensemble de celui des endomorphismes de X = S(Tr) . Nous avons donc
construit une sous-catégorie 03C0 de C , telle que :

et pour laquelle le morphisme identité de X est égal à TT.

L’ensemble des morphismes de inversibles par rapport à TT , est donc,

d’après le lemme II.6, un groupe, que l’on peut noter



LEMMEII.8. -Une K-classe contenant un idempotent est un sous-groupe de C .

Nous allons montrer qu’une classe H, contenant un idempotent est nécessai-

rement égale au groupe Aut (X) .
n

Il faut d’abord remarquer que les morphismes 03B1 , qui sont K-équivalents à un

idempotent sont nécessairement des endomorphismes de l’objet X = B(n) = 

L’inclusion suivante est immédiate

En effet, un C03C0 -automorphisme 03B1 de X est inversible par rapport à c’est-
TT

à~d.ire qu’il existe un morphisme a’ tel que lion ait

En outre, on sait que

Ceci montre donc que les morphismes c~ et TI sont X-équivalents.

Nous allons montrer maintenant l’inclusion

Tout d’abord, remarquons que, pour tout couple de morphismes a et 03B2 de H , le
composé a ° 03B2 appartient encore à H . En effet, les relations £ étant

r~

respectivement compatibles à droite et à gauche, on a les implications suivantes :

Ceci donne, pour tout couple de morphismes a et p appartenant à H , les in-

clusions suivantes :

Les propriétés 3 et 4 énoncées au paragraphe 2 des relations de Green nous souli-

gnent que, si les morphismes of et 03B1 . 03B2 sont K-équivalents, l’application

est une bijection de sur H .On obtient donc

De même, l’ application



étant une bijection de H03B1.03B2 sur H , on obtient

Nous voyons que, pour tout couple de morphismes a et P dans H , on a l’égali-
té

Ainsi y pour tout morphisme a dans la classe H03C0 , on sait trouver deux morphismes
03B1’ et également dans H03C0 , tels que l’on ait

On remarque que le morphisme o a étant un idempotent dans H y d’après le
lemme II.5, on a

Le morphisme Ci est donc inversible par rapport à TI, et 1 rinclusion suivante

a été démontrée.

Comme on a trouvé les inclusions

nous sommes assurés que la classe H est égale au groupe Aut (X) , qui est le
TT

sous-groupe maximal contenu dans End~ (X) .
u

LEMME II.9. - Si une K-classe de C est un groupe, alors elle contient un idem-

potent de la catégorie  .

Soit e l’élément neutre de x . On a

ce qui montre que e est un idempotent de la catégorie C .

THÉORÉME II.1 Théorème de Miller et Clifford (généralisé)]. - Soit a un mor-

phisme régulier On a les propriétés suivantes :

(i) Tout morphisme vseudo-inverse de 03B1 se trouve dans la classe D ;
(ii) Une K-classe H contient un pseudo-inverse de a si, et seulement si,

chacune des K-classes R03B1 n L et R n L03B1 contient un idempotent ;



(iii) Aucune ~-cl asse contient plus qu’un pseudo-inverse de

Démonstration.

(i) En effet, si a et ~t sont des morphismes pseudo-inverses l’un de l’autre,

on obtient

Ceci montre que l’on a les propriétés

Supposons que H03B2 contienne un morphisme pseudo-inverse 03B1’ de Qf . Alors

on a

Les éléments a’ 0 a et 03B1 . a’ sont nécessairement des idempotents. On remarque

le fait suivant :

Réciproquement, Soient TT et TT’ les idempotents des K-classes L03B2 n R03B1 et

L03B1 . Comme les propriétés

le lemme II. 4 nous permet d’écrire :

Il existe deux morphismes ~ et tels que l’on ait

Posons obtient

Alors, il est vrai que

Nous avons donc mis en évidence un élément c~’ pseudo-inverse de et apparte-

nant à la classe H.- , puisque les égalités

impliquent la propriété et par ailleurs 



(iii) Soit OE" un autre morphisme pseudo-inverse de K-équivalent à a’ .

On a donc

ce qui donne

ce qu’il fallait démontrer.

THEOREME II.2 [Théorème de Green (généralisé)]. - Soient TT et ~rt deux mor-

phismes idempotents -équivalents dans une catégorie  . Fixons-nous uh morphisme
ûf dans R n L03C0’ , et 03B1’ t son pseudo-inverse dans R , n L . Alors les applica-
tions

donnent un isomorphisme de groupe entre H et H , .
Démonstration. - Le théorème de Miller et Clifford généralisé nous donne l’exis-

tence du pseudo-inverse a’ du morphisme 03B1 dans R , r n L .
La propriété 4 des relations de Green nous montre que les applications

sont des bijections entre les ensembles H et H , .TT TT

Le lemme II.3 exprime que les ensembles H 
TI 

et sont des groupes. Il est

naturel de vouloir vérifier si les applications

conservent la structure de groupe, c’est-à-dire si l’on a les propriétés :

La propriété (ii) est vraie, puisque l’on a

La propriété (i) est également vraie à cause des égalités suivantes :

Puisque l’application



est une bijection conservant la structure de groupe, c’est un isomorphisme de grou-

pe entre H et 

Conséquence du théorème de Green généralise aux catégories. - Le théorème de

Green nous donne d’abord un renseignement assez important sur les morphismes idem-

potents et ~-équivalents d’une catégorie C . En effet, soient Tf et ~tr deux

morphismes idempotents dans C . A partir de TI et ~r ~ s on peut construire deux

sous-catégories C et r telles que

Si n et ~rt sont ~~équivalents’ cela implique que les groupes suivants :

sont isomorphes.

En plus, le théorème de Green explicite entre ces groupes considérés des~isomor~-

phismes, qui nous permettront de passer d’un morphisme ‘~~équivalent à l’idempotent
Tr à un autre morphisme K-équivalent à TT’ .

III. Caractérisation des relations de Green

dans les tonnes" catégories

Le chapitre précédent a été consacré à l’étude des relations de Green dans une

catégorie quelconque. Pour donner à ces relations un maximum d’efficacité, nous
sommes obligés de soumettre les catégories utilisées à certaines hypothèses res-
trictives. Nous nous sommes inspirés, dans cette étude, des résultats de P. DUBREIL
sur les endomorphismes d’algèbre universelle (E5~j)*

1. Définition d’une catégorie "bien filtrante ".

Nous dirons qu’une catégorie est bien filtrante, si elle vérifie les conditions

suivantes ?



(i) Tout morphisme 03B1 admet une factorisation (non supposée unique) :

où 03C3 est un épimorphisme et e un monomorphisme ;

(ii) Toute famille de monomorphismes et épimorphismes dans une factorisation du

type précédent admet une borne inférieure.

Ceci entraîne l’existence de bornes supérieure et inférieure pour toute famille

de sous-objets et quotients d’un objet X.

Exemple. - Toute catégorie abélienne est bien filtrante.

2. Objets image et quotient d’un morphisme dans une catégorie bien filtrante.

(A) Ob j et image. - Nous avons déjà remarquée dans le chapitre II, que deux mono-

morphismes sont ~-équivalents si, et seulement s’ils sont équivalents au sens de

[7]. Ils donnaient naissance ainsi à un même sous-objet de leur but. Nous allons

développer cette idée pour comparer les morphismes de même but.

Définition de l’objet Le morphisme étant dans une catégorie bien

filtrante, nous sommes assurés (à une équivalence près) de l’existence d’un plus
petit monomorphisme 03B803B1 , tel que l’on ait

où Q est un épimorphisme.

Le sous-objet de dont 8 
a 

est un représentante sera appelé image de c~ ~

et noté Par construction même, nous avons Inégalité

(B) Objet quotient. -- Il était aussi remarquable le fait que deux épimorphismes
sont £-équivalents si, et seulement s’ils sont équivalents au sens de ~7 ~. Ils

donnaient naissance à un même objet quotient de l’objet source. Comparons les mor-

phismes de même source en développant cette idée.

Définition de l’objet Dans une catégorie bien filtrante, nous sommes
assurés de l’existence (à une équivalence près) d’un plus petit épimorphisme a ,
tel que l’on ait

03B1 = 03B803B1 o 03C303B1 ,

où ea est un monomorphisme. L’objet quotient de dont c- 
a, 

est un repré-
sentant, sera appelé quotient de 03B1 , et noté (parfois quand



plusieurs catégories sont mises en présence). Remarquons la propriété suivante, due
à la construction même9

(c) Comparaison des objets Im(of) et Nous allons donner une décom-

position en trois termes d’un morphisme ce qui nous apportera un lien entre

Im((y) et 

PROPOSITION 111.1. - Tout morphisme c~ dans une catégorie C bien filtrante ad-

met (à une équivalence près) une décomposition du type suivant :

( ) cy = o (~ ~
où 6 y , j sont respectivement des mono2014 bi- et épi-morphismes. En outre, on

obtient

Démonstration. - On sait que le morphisme c~ se décompose des deux manières sui-

vantes :

où e 
OE 

et Q 
OE 

sont les plus petits (à une équivalence près) mono- et épi-morphis-
mes donnant la factorisation.

Il existe donc des morphismes j et j ’ , tels que l’on ait

On remarque que le morphisme j est nécessairement un monomorphisme, tandis que le

morphisme j ’ est un épimorphisme.

En utilisant les deux factorisations du morphisme cx 3 on obtient

Comme 6 est un monomorphisme, il est simplifiable à gauche, ce qui donne :



Comme a est un épimorphisme, il est simplifiable à droite, ce qui donne :

On obtient, en plus, que le morphisme ? est un bimorphisme.

Dans certains cas, on pourra exprimer ce fait en disant que  est un bimorphis-

me entre les objets Im(a) et 

3. Relations de Green dans les catégories semi-bonnes.

Nous aimerions comparer les relations de Green à celles qui proviennent des éga-
lités entre image ou quotient de morphismes. Pour cela, nous allons un peu bonifier

les catégories bien filtrantes.

, 
,

DEFINITION. - Une catégorie C est dite semi-bonne, si elle est bien filtrante

et vérifie la condition suivante :

Pour tout couple (c~ y p) de morphismes composables dans la catégorie ~ ~ on a

Il est évident que toute catégorie d’applications d’ensemble avec structure est

semi-bonne.

Nous allons maintenant étudier les relations de Green dans les catégories semi-

bonnes.

Pour ne pas alourdir le texte, nous omettrons dans les propositions suivantes le

qualificatif de semi-bonnes.

PROPOSITION III.2. - Etant donnés deux morphismes a~ et s’il existe un

morphisme (0, tel que l’on ait

Ce qui donne l’implication suivante :

La catégorie étudiée étant semi-bonne dès que l’on peut écrire c~ sous la forme



on obtient l’inégalité

Si l’on a simultanément les égalités

Ce qui montre que l’on a obtenu l’égalité :

PROPOSITION 111.3. - Etant donnés deux morphismes a et s’il existe un

morphisme c~ , tel que l’on ait

on obtient

L’implication suivante est donc vraie

La catégorie mise en jeu étant semi-bonne, dès que l’on peut écrire les deux 

lités :

on obtient simultanément les inégalités :

ce qui donne Inégalité :

PROPOSITION III.4. - Si deux morphismes a et sont K-équivalents, on ob-
tient les égalités :

La ~-.équivalence étant l’intersection des E- et ~-~équivalences, cette proposi-
tion se déduit immédiatement des propositions III.2 et III.3.

PROPOSITION III.S. -- Si deux morphismes a’ et sont -équivalents, on peut
trouver des décompositions des morphismes a et 03B1’, telles que l’on ait



Démonstration. - Soient 03B1 et a’ des morphismes -équivalents. Il existe alors

un morphisme ~ ~ tel que l’on ait les deux propriétés

On sait donc que l’on a

On peut donc choisir des décompositions des morphismes a et a’ telles que

ce qui donne

ce qui montre que l’on a

Cette proposition signifie que y si deux morphismes a et a’ t sont 

lents, on pourra trouver, en quelque sorte, y un bimorphisme entre Im(a) et 

ainsi qu’entre Quot(a) et 

, ,

THEOREME 111.1. - Si un morphisme a est régulier au sens de von Neumann, le

bimorphisme  de la décomposition (*) est un isomorphisme, ce qui signif ie que

l’on peut écrire a sous la forme suivante :

où e et 6 représentent l ’image et le quotient de

Démonstration. - Soit 03C0 l’idempotent -équivalent au morphisme On a les

décompositions suivantes :

Comme est idempotent, on a

ce qui donne

Comme fi o a est un épimorphisme, on peut simplifier à droite y



Comme 6 est un monomorphisme, on a

En simplifiant d’abord l ’expression ( 1) par le monomorphisme on obtien-

drait :

On voit donc que ~r est un isomorphisme.

Si a est ~-équivalent à on sait, par la proposition III.5, que l’on peut
trouver une décomposition de telle que l’on ait

Le bimorphisme 5’ est donc un isomorphisme.

THEOREME III.2. - Dans une catégorie semi-bonne, si un endomorphisme a est K-

équivalent à un idempotent, le morphisme 03C303B1 o 8a est un isomorphisme de l’objet

Démonstration. - On a vu, dans la proposition 111.6, que l’on peut écrire, pour
tout morphisme a , ~~-équivalent à un idempotent ~r ~

Il existe des isomorphismes y’ et s ~ tels que l’on ait

en vertu de la proposition III.4.

On a donc trouvé un isomorphisme (p de l’objet S(03B803B1) = B (03C303B1), tel que l’on ait

Nous avons donc certaines caractérisations des relations de Green dans les caté-

gories semi-bonnes. Cette étude nous sera utile par la suite, car nous allons voir

que beaucoup de catégories de matrices sont semi-bonnes.



4. Catégories "bonnes ".

Avant de définir ce que nous entendons par catégories bonnes, nous allons énoncer

deux propositions duales, qui nous montreront l’intérêt de la "bonification" futu-

re...

PROPOSITION III.6. - Un morphisme o d’une catégorie quelconque C est 

valent à l’identité I-r,/ B . si, et seulement si, a est inversible à droite.

(a) La condition est nécessaire. Supposons le morphisme 03C3 R-équivalent à l’i-

dentité IB(03C3) . Il existe donc deux morphismes j’ et 6" , tels que l’on ait

On remarque que l’on peut prendre Nous voyons donc que le morphisme o-

admet un inverse à droite 

(b) La condition est suffisante. Supposons que le morphisme o~ soit inversible à

droite. On peut donc trouver un morphisme ~’ , y tel que l’on ait

Ce qui montre que les morphismes ce et sont R-équivalents.

PROPOSITION III.7. - Un morphisme a d’une catégorie quelconque C est 

valent à l’identité IS(03B1) , si y et seulement est inversible à gauche.

(a) La condition est nécessaire. Supposons le morphisme a. f-équivalent à

l’identité Il existe alors un morphisme a~’ f tel que l’on ait

(b) La condition est suffisante. Supposons a inversible à gauche. On peut donc

écrire les deux égalités :

où le morphisme a’ est un inverse à gauche du morphisme c~ .

Définition d’une catégorie "bonne". - On dit qu’une catégorie  est bonne, si

elle est bien filtrante, et vérifie la condition suivante :

Tout monomorphisme (resp, épimorphisme) admet un inverse à gauche (resp. à droite)

appelé rétraction (resp. section).



Exemples : Catégories des ensembles, modules sur un anneau semi-simple, ou plus

généralement une catégorie semi-simple.

Par contre, les catégories des matrices positives, sous-markoviennes, ne sont pas
bonnes tout en étant semi-bonnes.

PROPOSITION III.8. - Toute catégorie bonne est semi-bonne. 

Démonstration.

(a) Montrons que, si deux morphismes c~ et a’ sont tels qu’il existe un mor-

phisme c~ , vérifiant l’égalité

alors on obtient l’inégalité

L’épimorphisme 03C303B1 admet un inverse à droite y . On obtient alors, en simplifiant,



Puisque l’on a trouvé un morphisme $ , tel que l’on ait

nous avons obtenu l’inégalité

(b) Montrons que, si deux morphismes a et a’ sont tels qu’il existe un mor-

phisme vérifiant Inégalité

alors on obtient l inégalit~é

On a l’égalité

t

Soit ~ 1 un inverse à gauche du monomorphisme 8a i ce qui donne

On a donc trouvé un morphisme ! tel que l’on ait



ce qui donne

Nous allons maintenant préciser les caractérisations des relations de Green dans

les catégories dites bonnes.

PROPOSITION Deux morphismes a et 03B1’ d’une catégorie bonne sont Rr-

équivalents, si, et seulement si, leurs images sont égales.

Démonstration.

(a) La condition est nécessaire, car la catégorie est semi-bonne.

(b) La condition est suffisante.

Soient a et a’ les morphismes, tels que l’on ait

Il est immédiat que l’on obtient alors

En outre, il existe un morphisme ~ ~ tel que l’on ait

On a alors

Soit y’ inverse à droite de l ’épimorphisme peut écrire



On a donc trouvé un morphisme co, tel que l’on ait

(c) La conclusion est immédiate. Si l ~on suppose l’égalité

alors il est vrai que

Ce qui montre qu’il existe co et tels que l’on ait

PROPOSITION III. 3’ . - Deux morphismes d’une catégorie bonne sont L-équivalents,
si, et seulement si leurs quotients sont égaux.

(a) La catégorie étant en particulier semi-bonne, la proposition III.3 donne la

nécessité de la condition.

(b) La condition est suffisante.

Soient a , t et Q 
a 

des épimorphismes, tels que l’on ait

On a alors l’égalité

Soit y un inverse à gauche du monomorphisme 6a . On obtient

On a donc trouvé un morphisme tel que l’on ait



Enfin, si l’on suppose

il existe des morphismes p et tels que l’on ait

On a ainsi obtenu deux morphismes cp et co’ f vérifiant les égalités

PROPOSITION III.4t . -- Deux morphismes cy et d’une catégorie bonne sont, K-

équivalents, si, et seulement si, l’on a simultanément

Cette proposition est la conséquence immédiate des propositions III.2’ et 111.3’.

PROPOSITION III . 5 ’ . - Etant donnés deux morphismes Ci et a’ t d’une catégorie

bonne e, ils sont -équivalents, si, et seulement si, l’on peut avoir

(a) La condition est nécessaire, en vertu de la proposition III.5.

(b) La condition est suffisante. Soient a et a’ des morphismes admettant les

décompositions suivantes :

Le morphisme ainsi construit

est L-équivalent à 03B1 et R-équivalent à 03B1’. Ce qui montre que les morphismes
Ci et 03B1’ sont -équivalents.

THEOREME III.3. - Toute catégorie bonne est régulière au sens de von Neumann.

Rappelons qu’une catégorie régulière est telle que, pour tout morphisme a s il

existe un morphisme a’ vérifiant l’égalité

D’après le lemme II.2, si une 0-classe contient un élément régulier, alors elle

est régulière. Ainsi, si toute S-classe d’une catégorie est régulière, la catégo-
rie est régulière.



Pour démontrer la proposition, nous allons montrer que toute ~-classe d’une ca-

tégorie bonne est régulière.

Soit a un morphisme quelconque de la catégorie, et étudions sa ~-~classe. On

sait que l’on a les équivalences

La catégorie étant bonne, les équivalences suivantes sont aussi vraies :

Ceci montre que les morphismes 03B1, IS(03B8) et sont -équivalents. Les
~ Of

identités étant trivialement régulières, nous avons montré que toute -classe

d’une catégorie bonne contient un élément régulier, et est par conséquent régulière.
La catégorie, réunion de ces -classes, est régulière.

THEOREME Dans une catégorie bonne  , les image. et quotient d’un mor-

phisme a sont isomorphes (c’est-à-dire que ? est un isomorphisme dans la caté-

gorie C ).

Ceci résulte des théorèmes 111.1 et III.3.

, B

THEOREME III . 2 t . - Un endomorphisme (~ d’une catégorie bonne est %-équivalent à

un idempotent, si, et seulement . si, le morphisme 03C303B1 o 8a est un isomorphisme de
l’objet

(a) La condition est nécessaire, en vertu du théorème III.2.

(b) Montrons que la condition est suffisante. Posons

Soit (p l’inverse de l’isomorphisme ~Q . Considérons l’endomorphisme ainsi cons-

truLit

Calculons 03C02 .
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Le morphisme ~r est donc idempotent. En outre, il est ~-équivalent au morphisme
a par construction.

Ainsi, y nous avons caractérisé complètement les équivalences de Green dans les ca-

tégories.

Remarques. - Voici de courts exemples et contre-exemples d’illustration :

1° Tout groupe est bien filtrant, semi-bon et même bon.

2° Pour un groupe auquel on a adjoint un élément zéro, la propriété (i) d’une ca-
tégorie bien filtrante est mise en défaut par le zéro. On a donc obtenu ainsi une

catégorie régulière mais non bonne. Ce qui contredit la réciproque du théorème

111.3.

3° Le demi-groupe des entiers strictement positifs, muni de la multiplication,
est semi-bon mais n’est pas bon.

4° Le demi-groupe des transformations d’un ensemble fini X n’est pas bien fil-

trant. Cependant, on peut compléter ce demi-groupe en la catégorie ~ bien filtran-

te (qui sera même bonne) suivante :

On trouve des exemples beaucoup moins triviaux dans l’étude des diverses catégo-
ries de matrices.
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