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1-01

SUR LES EXTENSIONS IDEALES D’UN DEMI-GROUPE

par Pierre-Antoine GRILLET

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
18e année, 1964/65, n° 1 9 novembre 1964

La notion d’extension idéale a été considérée pour la première fois par
A. H. CLIFFORD [1] (voir aussi [2]), avec l’idée d’étudier les extensions idéales
d’un demi-groupe donné D par un demi-groupe avec zéro donné Q (c’ est-à-dire

les demi-groupes D* tels que D soit un idéal de D* et que Q ). Notre

point de vue est un peu différente puisque nous cherchons des propriétés d’un demi-

groupe D, relatives à toutes les extensions idéales possibles de D .

Nous utilisons à cet effet la notion (nouvelle) de type d’une extension idéale

D* de D ; ce type fournit l’action globale exercée par D* sur D . Il est dé-

fini au § 3 (les paragraphes 1 et 2 contenant les propriétés fondamentales des

translations de D ) ; c’est une partie de l’ensemble Q(D) des couples de trans-

lations liées de D . Les théorèmes d’existence du § 4 permettent en particulier

de caractériser les types d’extension parmi les parties de Q(D) .

La connaissance de tous les types d’extension de D permet alors (§ 5) de trou-

ver les idéaux de D qui sont idéaux de toute extension idéale de D , et que
nous appelons idéaux semi-caractéristiques (cette notion parait liée naturellement
à certains foncteurs contravariants dont nous parlons également au § 5) ; et aussi

(§6) de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un idéal à gau-
che de D soit un idéal à gauche dual-primal (ou bien : dual-tertiaire, dual-

premier, etc. ) au sens de L. LESIEUR et R, CROISOT [5] dans toute extension idéale
de D, en distinguant les cas où D est sans zéro et avec zéro 9 ces conditions

deviennent particulièrement naturelles quand D a un élément unité à gauche.

Au point de vue technique, nous utilisons les homomorphismes fournis par l’opé-
ration de restriction à D des translations internes de D* ; de plus, nous in-
troduisons des propriétés de cnmmutation entre translations à gauche et à droite
de D . Nous avons jugé commode de distinguer un demi-groupe de l’ensemble qui en
est le support, lorsque la loi de composition n’est pas canonique.

1. Translations d’un demi-groupe (rappels, notations).
Soit D un demi-groupe de support E .

DÉFINITION 1 (cf. [2]). - On appelle translation à gauche (resp. à droite) de D



toute application cp (resp. ] ) de E dans E telle que

Les notions de translation à gauche et à droite sont duales.

PROPOSITION 1. - Pour tout a E E , l’application y (resp. b ~ définie par
a a

est une translation à gauche (resp. à droite).

En effet, pour tous x, y E E ~ (xy)a = x(ya) . On notera que
les applications a 

sont les translations que l’on considère habituellement;

on les appelle ici translations internes.

On note A(D) (resp. P(D) ( )) l’ensemble des translations à gauche (resp. à

droite) de D , et r(D) A(D) ) l’ensemble des translations à gauche (resp.
à droite) internes de D .

PROPOSITION 2. - A(D) et P(D) sont stables pour la composition des applica-
tions.

(p’ E A(D) , on a, pour tous x ~ y E E :

donc 03C6 o 03C6’ E A(D) . On procède dualement pour P(D) .

DÉFINITION 2... c~ E A(D) et ] E P(D) sont dites liées (linked [2]) si et seu-

lement si

PROPOSITION ~..~ Pour tout a E E ~ Y a et b 
a 

sont liées.

En effet, pour tous x i x(ay~ ~ (xa~y .

On note l’ensemble des couples formés d’une translation à gauche de D

et d’une translation à droite de D qui sont liées, et l’ensemble des cou-

ples 03C0p =(y s 03B4p) pour aEE .
a a a

( ) Dans ce texte, les symboles P et T doivent s’énoncer respectivement p’rô"

majuscule et "tau" majusculee



PROPOSITION 4. - si y ~ ~~ ~ ~cp~ ~ ~’) E yD~ ~ ~cp ° cp’ ~ ~~ ’ ~~ E ~2~D) .

En effet, pour tous x, y E E :

Les ensembles A(D) , P(D) , 0(D) peuvent être structurés canoniquement en demi-

groupes, désignés par les mêmes symboles, avec les lois suivantes s pour A(D) ,
la composition des applications 9 pour P(D) , la loi duale de la composition des

applications 9 pour Q(D) , qui est alors (prop. 4) une partie stable de A(D)xP(D) ,
la loi induite par celle de A(D) x P(D) .

PROPOSITION 5. - Pour tout a E E et tout ( cp , t~) 

et n(D) est un idéal de Q(D) .

En ef fet, pour tout x E E :

d’après (1) et (2). La seconde ligne se démontre dualement. L’écriture des formules

(3) sous la forme

qui utilise le produit dans ~(D) ~ met en évidence que n(D) est un idéal de

Q(D) .

Les demi-groupes D , P(D) ~ Q(D) sont reliés par des homomorphismes ca-

noniques. L’application y (resp. b ~ n ) qui, à tout a E E , fait correspondre

03B3a (resp. 03B4a , 03C0a ) est un homomorphisme de D vers A(D) (resp. P(D) , Q(D)
(prop. 3)), dont l’image est r(D) (resp. d(D) , n(D) ). Et les projections

x. xd définies par g ( cp , ~) = ~) == ~ pour tout ( cp ~ 
sont des homomorphismes de S-2(D) vers A(D) et P(D) respectivement. Le diagram-
me suivant est commutatif :



PROPOSITION 6. - Pour que 03C0 soit injectif, il faut et il suffit que, pour tous

a , 

rt est injectif si et seulement si, pour tous a , b E E , Yb et 
entraîne a = b , d’où la condition ci-dessus.

DÉFINITION 3. - D e st dit faiblement réductif si et seulement si n e st in-

jectif.

2. Translations associées. Commutation. Restriction. Isomor hisme.

Soit D un demi-groupe de support E .

DÉFINITION 4. - (p E A(D) et ] E P(D) sont dites associées si et seulement si

elles sont liées et commutent.

Notons d’abord que les translations à gauche et à droite commutent assez 
volon-

tiers. Ainsi, la formule (1) exprime que les translations à gauche sont les appli-

cations de E dans E qui commutent avec toutes les translations à droite inter-

nes (et vice versa). D’autre part,

PROPOS ITION 7. - Si D e st globalement idempotent, toute translation à gauche

commute avec toute translation à droite 

En effet, si E ~~D) 9 ~ E P(D) , a E E , il existe x, y E E tels que

a = xy ; et on a, d’après la formule (1) :

PROPOSITION 8. - Si D est faiblement réductif, deux translations liées commu-

tent ; et même, pour tous (c~ , ~~ , (~pt ,. ~’ ~ E Q(D) , ~p commute avec ~~ .

En effet, les formules (3) entraînent, pour tout x E E ,

dualement

Toutefois, deux translations peuvent être liées sans commuter. Si par exemple D

est le zéro-demi-groupe dtordre 3 de support E = (a , b , c~ , dont la loi est

définie xy = a pour tous x , E , on a A(D) = P(D) , et les éléments
de cet ensemble sont les applications e de E dans E telles que e(a) = a ;
toute translation à gauche est liée à toute translation à droite ; mais les trans-

lations 03C6 et 03C8 définies par



ne commutent pas, car

L’ensemble des couples formés d’une translation à gauche et d’une translation à

droite de D , qui sont associées, peut donc être strictement inclus dans 

on le note ~(D) . On pose aussi = (resp. P(D) = x~(D)) ), c’est
l’ensemble des translations à gauche de D ayant au moins une associée. On a les

inclusions suivantes :

PROPOSITION 9. - Si ( , , ~) , ( ~ ~ ~ ) e ( ) ~ o ~F 1’ © ) e Q(D) dès

que c~ c ommute avec 1’ e t cp’ ave c ] .

En ce cas, 03C6 a cp’ r commute avec 1’ ‘ 03BF 03C8 .

e st donc une partie stable dès que D e st globalement idempotent

(prop. 7) ou faiblement réductif (prop. 8) . peut être une partie non stable

par exemple, avec le s notations de l’exemple ci-dessus,

en effet, ] o ~ = ~ ~ (po(p est l’application identique de E ~ et l’égalité

m o~o~o (p==~ o(p o(p entraînerait ~ 0~0~==~ 

D’autre part, les propriétés suivantes seront directement utiles au paragraphe 3.

PROPOSITION 10 (propriétés de restriction). - Soient D’ un sous-demi-groupe de

D , de support et ~ 

(a) si existe, e A (D ’ ) i si existe, ~ P(D’) ?

(b) si et existent, et si 03C6 et ] sont liées ou associées, il

de même de et ~n~, .
Par malheur, je ne retrouve plus la démonstration.

Avec les mêmes notations , si et existent , ((p ~ ~)E’ désigne le

couple ((p.~, ~ ~~,) .
PROPOSITION 11 (isomorphisme). - A tout isomorphisme ~ de D vers un demi-

groupe de support E’ ~ sont canoniquement associés trois isomorphismes

l03A9 tels que le diagramme



soit commutatif, et que l’on ait, pour tous 03C6 e 039B(D) , 03C8 e P(D) , x e E :

(4) (~(p))(~(x)) = ~(x)) , (~~))(~(x)) = ~(~(x)) ~
ces propriétés déterminent d’ailleurs -Q de manière unique ; et on a

de plus = 

Les formules (4) entraînent que, pour tout 03C6 e A(D) , tA(03C6) = t o F , et
que y pour tout ~ e P(D) ~ == ~ o ~ o ~ ~ la commutativité du diagramme
entraîne alors, pour tout (~ ~) e 0(D) ~ ~((~p ~)) = (~(~p) ~ ~p(~)) ~ ceci
démohtre l’unicité de ^, P , t03A9 (s’ils existent). Réciproquement, on vérifie

sans peine que les applications ~ ~ ~Q définies de cette façon ont les

propriétés suivantes : si 03C6 e A(D) , e A(D ’ ) J si 03C8 e P(D), tP(03C8) ~ P(D’) !

si 03C6 et ] sont liées, ou associées, il en est de même de tA(03C6) et 

~n sont des isomorphismes de A(D) vers A(D’) ~ etc. (les applications

inverses étant (t-1)A , (" 1 )p y (t-1)03A9 respectivement) ; enfin, on a les formu-

les (4) et le diagramme de l’énoncé est commutatif.

3. e d’une extension idéale ou d’un monomorphisme idéal.

DÉFINITION 5. - Un demi-groupe D est dit extension idéale d’un demi-groupe D

si et seulement si D est un idéal de D .

THÉORÈME 1. - Soient D* une extension idéale de D ~ E et E* les supports

respectifs de D et D* . Il existe un homomorphisme canonique T de n(D ) vers

Q(D) ~ tel que

Le diagramme

où L est l’injection canonique est commutatif ; si D est faiblement réductif,
T est aussi le seul homomorphisme de n(D*) vers 0(D) tel que ce diagramme

soit commutatif.



Tout d’ abord, dire que D est idéal de D* équivaut à dire que toute transla-
*

tion interne de D a une restriction à E .

Par ,suite, pour tout ae E* , ~~ existe ; et e n(D) (prop. 10). L’ap-

plication T qui, à 03C0*a e n(D*) , fait correspondre 03C0*a|E est évidemment un ho-

momorphisme de 03A0(D*) vers 03A9(D) ; on a

d’où les formules (5). Les formules (5) déterminent d’ailleurs complètement T .

Enfin, si a E E ,

et le diagramme de l’énoncé est commutatif.

Si ,;’ est un autre homomorphisme de vers tel que ce diagramme

soit commutatif, on a, pour tous a ~ E* et x E E :

et de = n . Comme T possède aussi cette propriété, la dernière
x a xa

assertion du théorème résulte du lemme suivant.

IE:MME 1. - Soient D un demi-groupe faiblement réductif de support E et

((p ~ ~~ ~ (c~’ ~ ~’ ~ E S2(D~ . on a l’implication :

(En particulier, Q(D) est faiblement réductif.)

Il résulte des formules (3) que le premier membre de l’implication peut s’écrire :

Ceci implique, puisque D est faiblement réductif, c~’ (x) et ~(x~ = (x)

pour tout x E E , donc (tp , t~~ = (cp’ , ~’ ~ . est alors faiblement réduc-

tif, d’après la proposition 6.

Cette propriété d’unicité de T , établie sous l’hypothèse que D est faiblement

réductif, n’ est pas valable pour un demi-groupe D quelconque. Ce serait pourtant

bien agréable : Mais, soient D et D* les demi-groupes suivants, de supports

E - { a , b , c ~ , dont les tables de multiplication

sont



D abc D ~ a b c u v
aaaa a aaaaa

baaa b aaaba
c a a a a cc a a a c aaaac

u abaua
v aac av

D est un zéro-demi-groupe d’ordre 3 , et D* est isomorphe au demi-groupe n° 693
du catalogue de D* est extension idéale de D ; si sont

les applications de E dans E définies par

l’ homomorphisme canonique T envoie 03C0*a , 03C0*b , 03C0*c sur (a y a) ’ û sur (03B2, 03B2),

nv sur y) (noter que D est faiblement réductif). On vérifie que l’appli-
cation qui envoie 03C0*a , 03C0*b sur (a , 03B1) , 03C0*u sur (03B3 , 03B3) , et 03C0*v
sur (~3 ~ p) , est aussi un homomorphisme de vers tel que

et T.

PROPOSITION 12. - Avec les notations du théorème 1~ l’image T (~) de T a les

propriétés suivantes s

(a) T est une partie stable de Q(D) et n(D) c T ;
(b) pour tous ((p ~ ~) p (~ ;. ~ ~ T ~ (p commute avec ~’ .

T est donc l’ensemble des 03C0*a|E pour a ~ E . La propriété (a) est immédiate ;
et, pour tous a ? *~ b e E ~ ~ commute avec et il en est de même de leurs

restrictions à E , d’où la propriété (b).

DEFINITION 6. - Avec les notations du théorème 1 , l’image T de T s’appelle
le type de l’extension idéale considérée. On appelle de même type à gauche (resp.
à droite) de l’extension idéale considérée l’image de x o T (resp. x d o T ).

Par abus de langage , on appellera type d’extension de D , toute partie de 0(D)
qui est type d’une extension idéale de D ; de même y type à gauche (resp. à droite
d’extension de D , toute partie de A(D) (resp. P(D) ) qui est type à gauche
(resp. à droite) d’une extension idéale de D . .

Le théorème 1 admet enfin l’extension suivante :

/

DEFINITION 7. - Un homomorphisme de demi-groupes est dit idéal quand son image

(2) cf. note (1).



est un idéal du demi-groupe arrivée.

THEOREME 1 j ... Soient D et D~‘ des demi-groupes de supports respectifs E et

E* . A tout monomorphisme idéal )~ de D vers D* est canoniquement associé un

homomorphisme T de vers ~~D~ , tel que

Le diagramme

est commutatif ; si D est faiblement réductif, 03C4 est aussi le seul homomorphis-

me de n(D) vers tel que ce diagramme soit commutatif. Enfin, l’image T

de T a les propriétés (a) et (b) de la proposition 12.

Soient D’ 1’ ima g e de et ~ l’injection canonique de D’ vers D* . La

proposition 11 et le théorème 1 donnent alors des homomorphismes ~ et ~c’ tels

que le diagramme

soit commutatif. ~ == ’~’ rend alors commutatif le diagramme de l’ énoncé.

Les formules (5’) résultent des formules (4) et (5) ; . en effet, pour tous a E E*

et x E E :

la seconde formule se démontre dualement. Les formules (5’) déterminent d’ailleurs

complètement -r;.

Si T. est un autre homomorphisme de n(D*) vers O(D) tel que le diagramme

de l’énoncé soit commutatif, le diagramme



e st commutatif. Si D e st faiblement réductif, D’ e st faiblement réductif ( n’

est alors injectif, d’après la prop. 11), et, d’après le théorème ~ ~ ~~ ~ ~t~ = ’~’ ’

d’ oû ~1 - ~ .

Enfin~. l’image T’ de ~’ a les propriétés (a) et (b) de la proposition ~.2 9

il en est donc de même de l’image T = -~ (T’’ ~ de T .

DÉFINITION 8. -. Avec les notations du théorème 1 ’ , l’ image T de T s’appelle

le type du monomorphisme idéal  . On appelle de même type à gauche (re sp. à

droite) l’image de x ~ ~ (re sp. x ~ i ~ .

4. Théorèmes d’existence.

Il s’agit de l’existence d’extensions idéales d’un demi-groupe donné! de type

donné. Soit donc D un demi-groupe, de support E .

THÉORÈME 2. - Si T est une partie de ~(D~ , stable, contenant n(D) , et telle

que, pour tous ( cp ~ y~~ ~ (cp’ , ~’ ~ c~ cormute avec ~’ , il existe une ex-

tension idéale de D de type T.

Le s éléments de T sont de s c ouple s d’ applications de E dans E , en sorte

que T est disjoint de E . Sur l’ensemble E* = E u T ~ il existe une loi de com-

position interne * (partout définie) et une seule, telle que, pour tous 

Soit D* le groupolde (E* , *) . D et T sont des sous-groupotdes de D*.

La loi * est associative ; soient en effet 

ou si a , b , on a ~a~b~ ~c ~ a~~b~c~ . Si a , b E E et c = (cp p ~~ ~ T ,

de même si et b ~ c E E 9 si a ~ cEE et b = ( c~ ~ ~) ET,



de même si b , c E T p enfin, si a ~ ~ cp ~ t~ i ~ T ~ ~ E E i c = ( ~p’ ~ ’~‘ ~ 

d’ après l’hypothèse faite sur T.

D* e st donc un demi-groupe, évidemment extension idéale de D . Soit T l’ho-

momorphisme canonique de n(D*) vers Q(D) fournie par le théorème 1. La restric-

tion à E est n (théorème 1) ; la restriction de r o n* à Test

déterminée par les formules (5~ ~ qui donnent, pour tous x E E et a = (cp ~ ~~ ET,

d’où 03C4(03C0*a) = a . L’image de T est donc n(D) u T = T , et T est le type de

l’extension idéale considérée, ce qui achève la démonstration.

Ce théorème est la réciproque de la proposition 12 ; en les combinant, il vient :

COROLLAIRE. - Une partie T de Q(D) est un type d’extension de D si, et seu-

lement si, elle vérifie les conditions (a) et (b) de la proposition 12.

(Du théorème l’ résulte aussi qu’il y a identité entre les types d’extension de

D et les types des monomorphismes idéaux issus de D.)

Comme première application, on a la solution du problème suivant (~2~ ~ p. 12) :
trouver un demi-groupe D* ~ extension idéale de D , tel que toute translation de

D soit restriction d’une translation interne de D*.

PROPOSITION 13. - Un tel demi-groupe existe si, et seulement si :

(a) toute translation à gauche de D est liée à une translation à droite au

moins, et vice versa ;

(b) toute translation à gauche commute avec toute translation à droite.

Une condition nécessaire et suffisante est l’existence dJun type d’extension T

de D tel que A(D) et que P(D) . Les conditions ci-dessus sont
alors nécessaires, d’après la proposition 12. Et, si elles sont remplies, 0(D) est

le type cherchée d’après le corollaire du théorème 2.

Si D est globalement idempotent, on peut supprimer la condition (b) (prop. 7) ~
de même, si D est faiblement réductif (prop. 8) , on obtient alors le théorème 1.3
de [2].

Comme seconde application, on a le


