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Séminaire DUBREIL~PISOT 2-01
(Algsbre et Théorie des nombres)
17e année, 1963/64, n° 2 25 novembre et 2 décembre 1963

SUR LA NOTION D!'EQUIVALENCE PRINCIPALE

par Pierre-Antoine GRILIET

La notion d'équivalence principale a été introduite par P. DUBREIL [6]. Soit
D un demi-groupe, e'est-d-dire un couple ordonné (E , ) 5, ot E est un ensem~
ble et . une 1oi de composition interne associative notée multiplicativement 3
si HeP(E) , on appelle équivalence principale & gauche associde & H , et on
note HtR s la relation binaire sur E définie par

xRy <> ((v acE)(axeH <=> aycH)

qui est une relation d'équivalence. On définit dualement 1!équivalence principale
& droite associde & H , notée Ry o

Ultérieurement, R. CROISOT [4] a étudié 1'équivalence principale bilatére as—
socide & H, Ry » définie par

x®y <<=> (¥ a,beE)(axb eH <=> ayb € H)) (1).

I] est remarquable que 1l'analogie visible entre les définitions de HtR et R}'I
stétende aux propriétés de ces équivalences et aux théorémes d'homomorphisme que

leur considération permet d'obtenir (voir [6], [3] et [4]).

Une telle situation appelait une théorie susceptible d'expliquer ces analogies
et de démontrer en une seule fois les propriétés commmes. Naturellement, tout ce
bavardage indique que j'en ai une & vous proposer. On peut en dégager bridvement
le point de départ en étudiant justement 1'analogie entre g et (R.é $ on cons-
tate alors que la définition de H(R utilise la loi de composition de D par le
seul intermédiaire des translations 3 gauche X ~~+ ax s tandis que celle de
6?1 utilise la loi de composition de D par le seul intermédiaire des "transla-
tions bilatéres® x a~» axb .

La famille des translations & gauche et eelle des translations bilatéres sont
stables pour la composition des applications. On va donec se donner un ensemble E

(1) Cette équivalence a été considérée pour la premidre fois par R. S. PIERCE
[8], qui a vu notamment sa compatibilité et la possibllité de ltutiliser dans des
théorémes d'homomorphisme ; mais c'est R. CROISOT qui 1'a considérée comme équi~
Eaé_‘:l}.ence principale et en a déduit des théorémes analogues & ceux de P. DUBREIL

*
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et un ensemble (non vide) ¥ d'applications de E dans E , stable pour la com-
position des applications; j'appelle tas un tel couple (E , 5) « 81 H e BE) ,
Iéqivalence principale associée & H dans le tas (B , 3) est la relation
binaire @

q W E définie par

xP,y <=> (Vv oces)(oxeH <> oy eH)

H
qui est une relaticn d!'équivalence. (La notation ox , au lieu de o(x) y est
destinée & metire en lumiére l'analogie de la théorie des tas avec celle des

demi-groupes j; on notera de mdme ot au lieude o oT, lorsque O, T € Z o)

Dans un tas, les équivalences principales possédent des propriétés élémentaires
analogues a celles de HR et Gﬁ.; et on peut, avec des définitions adéquates,
prouver qu'elles sont compatibles et obtenir des théorémes dthomomorphisme ana-
logues & ceux de P. DUBREIL et R. CROISOT, ol, étant donné un homomorphisme, on
démontre que l'image a une certaine propriété si et seulement si 1!'équivalence
d*homomorphisme est principale pour une partie vérifiant certaines conditions.

Ces théoremes, appliquéa aux divers tas que 1l'on peut associer & un demi-groupe,

donnent des théorémes de théorie des demi-groupes ; on obtient ainsi les théorimes
classiques, et un certain nombre d'énoncés nouveaux. On obtient aussi des énoncés
inédits de théorie des groupoides, en associant & un groupoide des tas bien choi~
sis 3 l'introduction des tas permet donc de supprimer 1l'hypothése d'associativité.

S5i on ne suppose plus X stable, les équivalences principales ne sont plus
nécessairement compatibles ; on ne peut donc obtenir de théorémes d'homomorphisme
sans cette hypothése. Par contre les propriétés élémentaires des équivalences
principales subsistent. On peut méme obtenir ces propriétés en définissant @H
comme ci-dessus & partir d'un ensemble non vide X d'applications de E dans F;j
on prend alors H e B(F) , et @h est une équivalence sur E . J'appelle systime
un triple (E , F, 3) ; cette notion figure iei parce qutelle semble bien repré-
senter le cadre le plus général oh apparaissent des équivalences principales (sauf,
bien sfir, emploi d'applications mltiformes) , et aussi parce que son emploi se
révélera trés naturel dans la théerie des tase

La théorie précédente fait 1'objet d'une Thése de Doctorat en voie de soutenance,
et cet exposé en présente les définitions essentielles et quelques résultats. On a
choisl ces résultats parce qu'’ils font intervenir la condition "stationnaire", nou-
velle dans ces questions. On trouvera dans la Thése une exposition plus approfon-
die des sujets abordés ici.
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Ces sujets sont répartis en cing sections j; la section A traite des tas, des
homomorphismes de tas et des divers tas associés & un groupoide ; la section B ,
des propriétés élémentaires des équivalences principales dans un systéme et dans
un tas ; la section C , du comportement per homomorphisme des équivalences prin-
cipales et des notions assocides ; la section D établit deux théoréemes d'homo-
morphisme de théorie des tas ; la section E en déduit des théorémes de théo-
rie des groupoides ou des demi-groupes, aprés étude, dans un groupoide, des diver-
ses conditions introduites par la théorie des tase les énoncés sont numérotés a

1tintérieur de chaque section.

A. Catégorie des tas.

Si E est un ensemble, on note UA(E) 1'ensemble des applications de E dans
E, et I; 1'application identique de E.

1, Définition des tas.

L4
DEFINITION 1. - On appelle tas tout couple (E , ) d'ensembles non vides tels
que X C UA[E) et que T soit stable (pour la composition des applications). E
stappelle le support du tas, et les éléments de I les multiplicateurs du tas.

Si E£¢, (E, %E)) est un tas de support E , qu'on appelle tas universel
sur E + On a vu d'autres exemples dans 1'introduction, et on les reverra au § 5 ;

mais auparavant il faut structurer la classe des tas en catégorie, ce qui requiert
les définitions suivantes.

2. Application associde 3 une surjection (2).

Soit f wune surjectionde E vers F .

PROPOSITION 1. —- Soit o € A(E) ; pour qu'il existe T e A(F) tel que
fea=10f, il faut et il suffit que

(v x,yekE) (f(x) =£(y) = flox) = £loy))

et T est alors unique.

(2) Les définitions et propriétés de ce paragraphe sont une mise sous la forme
qui nous sera la plus commode par la suite de propriétés triviales de théorie des
ensembles ; toute référence a la littérature qui me sera commniquée & ce sujet
sera la bienvenue.
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La condition est évidemment nécessaire. Si elle est remplie, il existe
v e UF(E)) qui, 3 f(x) , fait correspondre f(ox) ;5 f étant surjective,
7 e U(F) et la condition est suffisante, puisque f oo=7T o f 3 f étant sur-

jective, T est unique, car

Tof=1tof = T=1".

DEFINITION 2, = On appelle application associée (3 ) & f 1'application incom~
pléte de U(E) vers A(F) ¢ , telle que ¢(0) soit définie si et seulement si
o vérifie la condition de la proposition 1, et que ¢(0) soit alors 1'unique
teUF) telque foo=Tof.

La notion ainsi introduite posséde les propriétés suivantes, avec les mfmes no-

tations @

PROPOSITION 2. - ¢(I;) est aéfini et o¢(Ip) = Iy ;5 si ¢(0) et ¢(o!) sont
définis, ¢(oo') est défini et ¢(oo') = ¢ (o) 9(o') »

PROPOSITION 3. =~ Soient f une surjection de E vers F , g une surjection
de F vers G, ¢ (resp. ¥ ) llapplication associde & f (resp. g) ; alors
1tapplication associée & g o f prolonge Y o ¢ »

PROPOSITION 4.

a. Si f est bijective, ¢ est partout définie et bijective, et cp_l est

1tapplication associde a L,
' . . e« / Y
be L'application associée a IE est Iz[(E) .

Ces propositions se démontrent sans peine en utilisant, par exemple, les pro-
priétés des diagrammes commtatifs ; par exemple, la seconde assertion de la pro—
position 2 résulte de la commtativité du diagramme :

o

E d S E 3>~ E

A4 A4 Vv
F

F
¢(at) > ¢ ()

(3) Le mot "associé" est employé dans toute la suite pour traduire le passage
d'un ou plusieurs ensembles E , ... aux ensembles d'applications %(E) g eoe
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3e Catégorie des tas.

DEFINITION 3. - Etant donnds deux tas G = (€ , 3 , &' = (B! , ') , on eppelle
homomorphisme de & sur &' toute surjection f de E vers E' telle que, si

¢ est 1'application associde & f , ¢ soit définie sur Z et ¢(2) =Z' .

La restriction de ¢ & Z est alors un homomorphisme (de demi-groupes) de I

sur I' (proposition 2), qu'on appellera homomorphisme associé & f

PROPOSITION 5. - Avec les notations de la définition 3, une surjection f de
E vers E' est un homomorphisme de & sur &' si et seulement s'il existe une

surjection ¢ de I wvers ZI' telle que

v xeE) v oe?d flox) = ¢lo) £(x -

La condition est nécessaire d'aprés la définition 3. Réeiproquement, si elle
est remplie, 1'application assooide & f est définie sur X , et sa restriction

4 I coincide avec ¢ (proposition 1), donc elle envoie X sur 5! .
Les propriétés de 1l'application associée donnent immédiatement des propriétés

des homomorphismes de tas.

PROPOSITION 6o = Si &= (E , ¥) est un tas, I; est un homomorphisme de (]
Surf;.

Ceei résulte de la proposition 4 (b).
PROPOSITION 7. - Si & , &' , &' sont trois tas, f un homomorphisme de G

sur &' et g un homomorphisme de &' sur G" , g o f est un homomorphisme
de G sur G" .,

Ceci résulte de la proposition 3.

PROPOSITION 8+ ~ Les tas et les homomorphismes de tas sont respectivement les

objets et les morphismes d'une catégorie, désignée par catégorie des tas (4).

Ceci résulte des propositions 6 et 7.

PROPOSITION 9 - S1 % et %! sont deux tas et f un homomorphisme bijectif
de & sur &', £ estun homomorphisme de G' sur G o

(4) Les catégories ne servent dans cet exposé que pour ltexhibition de quel-
ques foncteurs, en sorte que 1l'introduction des univers est inutile.
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Ceci résulte de la proposition 4 (a)., On dit que f est un isomorphisme, etc.

4« Théoréme d'homomorphisme.

IEME l. (Transfert par surjection). - Soient & = (E ,Z£) wun taset f une
surjection de E vers F ; pour qu'il existe un tas &' de support F tel que
f soit un homomorphisme de & sur &!' , il faut et il suffit que 1'application

associde & f soit définie swr X , et &' est alors unique.

On épargnera au lecteur l!'injure d'une démonstration.

I'd
DEFINITION 4, - Si & = (E , ) est un tas, une relation dtéquivalence R sur
E est dite compatible ei et seulement si c'est 1'équivalence d'un homomorphisme
partent de T .

PROPOSITION 10. - Si & = (E , Z) est un tas, une équivalence R sur E est

compatible si et seulement si
V x,yeE) (¥ o€l xRy => oxRoy) .

Soit f wun homomorphisme partant de & ; l'application associde & f est
définie sur X , donc tout élément de £ vérifie la condition de la proposition

1, et la condition ci-dessus est vérifide par 1'équivalence d*homomorphisme.

Réciproquement, soit une équivalence R sur E vérifiant cette conditien , 11
existe un ensemble F ( E/R par exemple) et une surjection f de E wvers F,
telle que f(x) = f(y) <=> x Ry ; d'aprés 1'hypothdse faite sur R , tout
élément de ¥ vérifie la condition de la proposition 1, en sorte que 1'applica-

tion associée & f est définie sur X ; il existe donc un tas &' de support
F tel que f soit un homomorphisme de & sur &! y donc R est compatible.

L)

THEOREME 1. ~ Soient &, &! , &" trois %as, f un homomorphisme de & sur
&' , et g un hemomorphisme de & sur &" ; si f et g ont méme équivalence
d'homomorphisme, il existe un isomorphisme h unique de %! sur &' tel que
g=hofe

Posons &=(E, % , & = (B, ), &¥=(E", 3" ; d'apres un résultat
connu de théorie des ensembles, il existe une bijection h unique de E!' vers
E" telle que g=h o f . Liapplication associde & h d&tant définie sur X!
(proposition 4 (a)), il existe un tas de suppert E" , soit &"' , tel que h soit
un homomorphisme de &' sur "' (lemme 1) 3 g est alors un homomorphisme de
& sur B"' (proposition 7) » et il en résulte que T" = &"' (lemme 1) 3 h est
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done un homomorphisme, et par suite un isomorphisme, de &' sur G" . L'unicité

de h résulte de la théorie des ensembles.

5. Equivalence de 1'homomorphisme associé.

DEFINITION 5. — Si G = (B , 5) cst un tas et R une dquivalence sur E , on
appelle équivalence associée & R 1la relation binaire £ sur T définie par

cfT <= (V xeB) oxR =
qui est une relation d'équivalence.
PROPOSITION 11, — Si f est un homomorphisme de tas de G = (E , £) swr & ,

1'équivalence de 1l'homomorphisme associé ¢ est associée & 1'équivalence de

1thomomorphisme f .

En effet soient o, Tt € X3

9(0) = ¢(r) <=> (Y x€E) o) £(x = o(7) £(x)
<= (Vv xeE) flon = £(w

&> o ft .

6e Tag canoniques d'un groupoide.

Soit G un groupofde, considéré comme couple ordonné (E , T) d'un ensemble

(non vide) E et d'une loi de composition interne notée T .

I4
DEFINITION 6. ~ Si a € E , on appelle translation & gauche (resp. & droite)
associde & a l'applicatien Y, € AE) (resp. 6a) définie par

Vv xeBE) Y, x=aTx (respe 6ax=xTa).

On exhibe les tas canoniques & partir des translations en définissant leurs
multiplicateurs.

DEFINITION 7. — On appelle Zg(G) l'ensemble des produits finis de translations
& gauche, Z, (G) 1l'ensemble des produits finis de translations & droite, Zb(G)
1tensemble des produits finis de translations & gauche ou & droite (5) y et Zm(G)

1l'ensemble des produits finis de translations & gauche ou & droite faisant inter-
venir effectivement au moins une translation & gauche et au moins une trandlatim a drodte

(5) Z‘g(G) , Zd(G) ’ Zb(G) sont considérés par R. He BRUCK [1] sous le nom
de "multiplication semigroups" de G .
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PROPOSITION 12. ~ Ec((}) est stable pour c=g,d, m, b

PROPOSITION 13, - zm(e) est idéal bilateére de zb(c;) ; et
| )Ib(G) = zg(e) U Zd(G) U zm(G) .
Ceci résulte immédiatement de la définition 7.
DEFINITION 8 - Si c¢=g,d, m, b, onpose G = (E, 2 (Q)) ; les quatre
tas ainsi définis sont appelés les tas canoniques de G .
Si G est un demi-groupe, on ltappelle D et on le note multiplicativement ;

la définition des tas canoniques se simplifie alors quelque peu 3

PROPOSITION 14s = Si D est un demi-groupe, Zg(D) est 1l'ensemble des trans-—
lations & gauche, Zd(D) est l'ensenble des translations & droite, ces deux en—

sembles commtent élément par élément et
Zm(D) =Zg(D) Zd(D) = Zd(D) zg(D) .
Ceci résulte de 1l'associativité.

Dans le cas général, Gg et Gy sont des notions duales, G, et G des

notions ipsoduales.

7. Propriété fonctorielle des tas canoniques d'un groupoides

(4 h
THEOREME 2 -~ Si G=(E , T , G = (E' , T) sont deux groupoides, f un
homomorphisme de G sur G' et ec=g, d, m ou b s f est un homomorphisme

de G sur G! .
c c

Soit ¢ 1'applicatien asseciée & f o Op suppose f telle que (Y a , b €E)

f(aThb) =£(a) T £(b) ; il en résulte que
(v a, b eE) onasz(a)of’ f06b=6f(b)°f

et que 1l'application associée & f est définie sur 1l'ensemble des translations
& gauche oh & droite de G et 1l'envoie sur celui des translations & gauche ou &
droite de G! , conformément aux formules <p(Ya) =Yf(a) y ‘P(bb) = 6f(b) « Par
suite ¢ est définie sur Zb(G) (proposition 2) ; donc sur zc(G) c Z‘b(G); comme
¢  laisse invariante la mature (= & gauche ou & droite) des translations, et
transforme les produits en produits (proposition 2), ¢ envoie les produits de
translations & gauche guwr les produits de translations & gauche, etc., clest-d-
dire que cp(zc(G)) = ZG(G') 3 et f est un homomorphisme de G, sur G! .
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Ce théeréme exprime que l'on obtient un foncteur (covariant) de la catégorie
des groupoides vers celle des tas, en associant a tout groupoide G 1le tas Gc ’
et 3 tout homomorphisme de groupojdes f 1'homomorphisme de tas f (la catégo-
rie des groupoides considérée ici a pour ebjets les groupoides et pour morphismes

les homomorphismes surjectifs).

Les foncteurs g, d , m, b seront dans la suite appelés c8tés.

8. Notiong latérales dans un groupoidec

On considére ici une définition sur une catégorie comme une fagon de faire cor-
respondre, & tout objet O de la catégorie, une classe dt8tres mathématiques
0(0) (ceux qui "vérifient" la définition @ ). On emploiera aussi le mot "notion"

dans ce sense

DEFINITION 9. — Une définition ® sur la catégorie des groupoides est dite
latérale s'il existe un c6té c¢ tel que G, =G => 0(G) = 0(G') « On dit

aussi que ® est de cbté c.

Une fagon d'obtenir des définitions latérales ¢

PROPOSITION 15, —~ Si ® est une définition sur la catégorie des tas, la défi-
nition ©, sur la catégorie des groupoides définie par O, (@) = @(Ge) est une
définitien latérale, de c8té c .

Convention de langage. — La définitien ©, sera baptisée du nom de la défini~-

tion @ , suivi de la lettre c entre parenthéses.

Les trois exemples suivants seront utiles dans la suite. Si = (E ’ )  edt

un tas, une équivalence R sur E est compatible si et seulement si (proposition
10) s

v x,yeE (¥ oce3) (x Ry => ox R oy) ;

(ici ©(8) est l'ensemble des équivalences compatibles de G )e Si G est un
groupoide, de support E , une équivalence R sur E est done compatible (o)
si et seulement si elle est compatible dans Gc .

PROPOSITION 16, - Les notions suivantes ceincident pour toute équivalence R
sur le support d'un groupecide s

compatible (g) et compatiblie & gauche ,
compatible(d) et compatible & droite ,
compatible (b) et cempatible ,
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Ces assertions sont immédiates, si 1l'on remarque que l'ensemble des O € wWE)
qui, pour une équivalence R donnée, vérifient 1'implication ci-dessus, est
stable ; on obtient donc une implication équivalente en remplacant X par un sys-

teme de générateurs.

Le procédé est le mfme pour les deux exemples suivantse

DEFINITION 10. -~ Si G = (E , ) est un tas, une équivelence ® sur E est
dite simplifiable si et seulement si

Vv x,yeE (Vv ce3) (cx Roy => xRy .

PROPOSITION 17. - Les notions suivantes cofincident pour toute équivalence sur

le support d'un groupoide :

simplifiable(g) et simplifiable & gauche,
simplifiable(d) et simplifiable & droite ,
simplifiable (b) et simplifiable (des deux c8tés)

DEFINITION 11, = 8i G = (B , £) est un tas, une partie A de E est dite
un idéal si et seulement si

vV oey (xe A => oxed) .

autrement dit, si A est permise pour tous kes oe X .

PROPOSITION 18. - Les notions suiventes coincident pour toute partie du support
d'un groupoide ¢

idéal(g) et idéal & gauche,
idéal(d) et idéal a droite,
idéal(b) et iddal bilatére.

Nous sommes naturellement enclins & attacher un adjectif & chaque c6té ; "gauche™
est attaché & g, "droite"™ & 4 ; l'attribution de 1'adjectif "bilatére" souldve
plus de difficultés, car les notions "bilatéres" de 1'introduction dépendent de
m , alors que dans les exemples précédentes elles dépendent de b . Ceci nous con—
duit & faire un choix ; le mien est d'attacher "bilatdre" & b s L'adjectif atta-
ché & m étant "médian". Ceci m!obligera a rebaptiser en conséquence les notions
dues & R. CROISOT [4], ou & y faire figurer le mot "bilatére" entre guillements,
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Be Propriétés élémentaires des équivalences principales.

1, Equivalence principale dans un systeme.

Ul
DEFINITION 1. — On appelle systéme le triple (E,F, =) de trois ensembles
non vides, les éléments de I étant des applications de E vers Fo

Par exemple $

le
DEFINITION 2. - Si & = (E , ) est un tas, on appelle systéme naturel de &
le systéme G, = E,E,Z .

On définit dans un systéme les équivalences principales par la

’
DEFINITION 3. — Etant donnés un systéme $ = (E , F , &) et une partie H de
F , on appelle équivalence principale définie par H , et on note @H(S) , OU

@H si aucune confusion n'est & craindre, la relation binaire sur E définie par

v x,yeE (xf;y <> (¢ feI) (f(x) e H <=> f(y) € H))
qui est une relation d'équivalence.
On peut aussi définir @H 4 partir des résiduels, ou quotients, de H 3
DEFINITION 4. - Etant donnés un systéme (E , F, ) , He B(F) , acE et
g € Z , on pose
H*. a={fez; f(a) € H}

. -1
H.  g={xeE; gx eldl=¢g ().

PROPOSITION 1. — Etant donnds un systdme (E , F, 3) et He B ,

v x, yeE) (x'tPHy <> H®« x=H". 3.

2. Résidu ; parties nettes ou franches.

On se donne un systéme S= (E , F, %) et He B .

4
DEFINITION 5. ~ On appelle résidu de H , et on note W, , la partie de E
définie par

WHz{XEE, H'.x:?j}.

PROPOSITION 2. ~ Wy , e'il n'est pas vide, est classe pour PH .
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DL:FH\IITION 6e - H ‘est dite nette si et seulement si WH =g s c'est-d-dire si
et seulement si

Vv xeE) (3 fey f(x) eH.

On définit de mfme une partie franche 3

DEFINITION 7. = H est dite franche si et seulement si
v feX (3 xeBE) f(x) eH .

La notion de partie franche peut &tre introduite & partir d'un autre résidu

dont nous ne fercns pas usage ici.

On notera qu'une partie nette ou franche est toujours non vides

3¢ Parties fortes.

On se donne un systéme S =(E ,F, ) et He P(F) .

’,
DEFINITION 8. = H est dite forte si et seulement si

vV x,yeE) (v £,ge2) (X eH,gx e, f(y) ed = gy ) .

PROPOSITION 3. = H est forte si et seulement si

v x, yeE) (M« x rencontre H ey => H'. x=H"' .7
si et seulement si
v £, gey) (H " f rencontre H." g =» H.' f=H." g -

Ceci résulte immédiatement de la définition.

PROPOSITION 4. —~ S§ H est forte, les classes pour ®_. sont les parties non

H
vides de la forme W, ou H S f (fel) .

D'apres la définition de Wy » les parties de la forme W, ou H." f forment
un recouvrement de E 3 il suffit alors de montrer que toutes ces parties sont
indivisibles et saturées. Pour WH s cela résulte de la proposition 2. Soit alors
feXl; Ho f est saturée car f(x) €H , xfy => f(y) € H par défini-
tion de fy 3 H.' f est indivisible car, H é&tant forte,

Xx,yeH."f = H " .x rencontre H ", y => X ¥

(propositions 1 et 3).
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4. Systémes et tas.

Les définitions et propriétés précédentes s'appliquent & un tas en considérant
des systémes adéquats. Il y a déja le systéme naturel (@éfinition 2).

DEFINITION 9+ — Etant donné un tas &= (E , %) , on appelle gysteme médian de
G, et on note & , le systéeme (z,E, Zm(G)) y OU Zm(Zo‘) est 1l'ensemble des
applications T ~~— otx de Z vers E quand (0, €ZxE.

On note ltanalogie de cette construction avec celle qui définit Dm a partir
d'un demi-groupe D (proposition A, 14) ; chassez le naturel. Les systémes jouent
ici vis~a-vis des tas le r6le que l'on a fait jouer aux tas vis-a-vis des grou-
poides au § A, 8 3 une définition ® de théorie des systémes donne aussit8t deux

définitions O et ®,  surla catégorie des tase

Convention de langage. -~ La définition ‘Dn est baptisée du mféme nom que la

définition ® ; la définition @ est baptisée du nom de la définition ® pré-
cédé de m ~ . Par exception, on note 7, pour @H(Gn} eSi &=(E,Z) , on
note smasd € () pour G’H(Gn) .

PROPOSITION 5. - Ty est 1'équivalence associée a @H .

Soient f 1'équivalence agsocide @H ,et o, T€ X On sait (définition
A, 5) que
oft <= (Vv xeE) ox B Tx
Par suite of t <> (Vv xe€E) (¥ vey) (vox € H <«=> vw € H)
of 1T <= o T

5. Résidu et conditions de netteté ou de force dans un tas.

Soient &= (E, %) un tas et H e P(E) .

Le résidu de H dans le systeme g, est encore noté Wy y ot appelé résidu.

On ne fera pas usage du résidu de H dans Gm N

PROPOSITION 6e ~ WH est un idéal.
Soient en effet x€E et o€ X § x eWH ==> ﬂerH car

ox;.-’WH => (3 rt€e) toxeld => xﬂéWH .

PROPOSITION 7 = Le sous—ensemble H est
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net si et seulement s1 (VY x€B) (3 oe3) ox € H

frene si et seulement si (V oeZ) (3 x €E) ox € H

mnet siet seulement si (V ze€% (3 o€l (3 xek) otx € H
m-franc si et seulement si (Vv o€ (Vv xe€E) (V te3) otx € H

Ceci résulte immédiatement des définitions 6, 7 et 2, 9, et de la convention de
langage du § 4 .

PROPOSITION 8+ ~ Pour tout sous-ensemble H de E ¢

net .
=7 SN
m-frane ~_ > n-net
/
~ frane —

Ceci résulte de la proposition 7.

PROPOSITION 9. — H est mfrane ei et seulement si H «° 0 est net pour tout
ceX,

Ceci résulte de la proposition 7.

PROPOSITION 10. ~ Si H est franc, H ." » est frane pour tout o€ Z .

Soit ceXs; (Vv te€32) (3 xe€B) (o9 x€H ; ceci exprime que H .' o
est franc.

Pour les conditions de force, on a la

PROPOSITION 11, - H est

- fort si et seulement si

Y x,yeE) (¥ o, te?l) (xeH, oyeH, mxeH = tyeH)

- m~fort sl et seulement si

v x,y€E (Vv p,06,T,ve (poxeH, voyeH, ptxeH=> viyehl.

Ceci résulte immédiatement des définitions 8 et 2, 9, et de la convention de lan-—
gage du § 4.

PROPOSITION 12, ~ Si H est fort, les classes pour @H sont les parties non
vides de la forme Wy ou H o (63X,
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Ceci résulte de la proposition 4.

Enfin si x €E , on dira par abus de langage, que x est net si {x} estun

sous-ensemble net, et de mdme pour franc, fort, m-net, m~fort.

Ge Compa'bibili‘_t_éo

PROPOSITION 13. - Toute équivalence principale d'un tas est compatible.
On va en fait démontrer un peu plus 3
PROPOSITION 14, - Si (E , %) , (E, ¥¥) sont des tas de méme support et si

T est un idéal & droite de X', f,(X) est compatible danw E , =) pour
tout H e B(E) .

Soient x ,ye€E et rex'3 (Y g€3I) or €X, done

x@H(Z) y = (V oce3) (oxeH <=> oyeHh
= (V ces) (otzxeH <> oryelH = 'cx@m(z) Y .
et PH(Z) est compatible dans (E , £') (proposition A, 10).

La proposition 13 n'est pas vraie si on ne suppose pas que X soit stable,
comme on 1l'a fait dans la définition d'un tas. Prenons en effet E ={a , b, c}
et T={o0}, o o est définie par ca=b, ob=a, cc=c .+ I nlest pas
steble, car o = I, + 51 on choisit H={a, ¢}, ona H'.b=H'1c=1,

et H'. a=g@, donc fy =& pour classes {a} et {b, c}. Py n'est pas com-
patible, car ob et oc n'appartiennent pas 4 la mdme classes

7. Equivalences principales dans un groupside.

&
DEFINITION 10. -S4 G= (B , T) est un groupoide et si H e B(E) , on pose,
pour tout ce{g, d, m, b} :

c
Py = P (0) «
On a donec

(v x, yeBE) (x@ﬁy <=> (¥ 0e3(0) (xeH <=> oyeH)) .

PROPOSITION 15. - @I‘_’I est compatible(c) pour ¢ =g, d , b et compatible(b)
pour ¢ =m.

Ceci résulte des propositions 12 et 13,
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b _ o8 d m
PROPOSITION 16. - @H = @H n @H n @H .

On sait que Zb(G) = Zg(G) U Zd(G) U Zm(G) (proposition A, 13) ; par suite, si
x,ye€E , 1'équivalence (ox € H <=> oy € H) est vraie pour tout n € Zb(G)
si et seulement si elle est vraie simultanément pour tout o e Zg(G) s pour tout
o€ Zd(G) et pour tout o€ Xm(G) ; d'ol la formule & démontrer.

PROPOSITION 17. ~ Si D est un demi~groupe, on a, pour toute partie H du

support de D ¢

g _ d _ n_ g
Pr=g» Pg=Ry, Py="Ry »

Ceci résulte de la proposition A, 14, et de la définition de @
alors définie par la proposition 16.

®P

c
) H est

8s Résidus et conditions de netteté dans un groupoides

Soient G= (E, T) wun groupoide et H un sous-ensemble de E o

’
DEFINITION 11, — On appelle, pour teut ce {g, d, m, b}, WS e résidu de

H
H dans G .
c

PROPOSITION 18s — Pour tout ce fg, d, m, b}, WS

g est un idéal(c).

Cecl résulte de la preposition 6.
b _ ;g d m
H= WH N WH n WH .
On sait que XD(G) = Zg(G) U Zd(G) U Zm(G) ; par suite le quotient H *. x de
H par x€E dans G est la réunion des quotients H '+ x dans Gg y Gy » G 3

PROPOSITION 19/ - W

d
ot il est vide si et seulement si ces trois quotients sont vides simultanément.

D'autre part, les quatre conditions de netteté dans un tas fournissent seize
conditions de netteté dans un groupoide. Plusieurs de ces conditions sont équi~-
valentes. On a tout d'abord les implications dues & la proposition 8 entre les
notions de mfme c6té ¢ :

On a ensuite les dix implications suivantes ¢

PROPOSITION 20. ~ franc(g) ==> net(d) .
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Soit x€E ; si H est franc(g , (3 yeE) Y,y €H 3 come Y 7= ny,
on trouve o = 6y € Zd(G) telque oxeH, et H est net(d).

PROPOSITION 21, -~ m-net(g) => net(m).

Soit x€E ; si H est mnet(gdd, (3 yeE 3 vy eZg(G)) Y,y €H; or
Y, Y = yéy x et Yéy €2 (G , onatrowd ocZI (G telque oxeH et H
est net(m).

PROPOSITION 22, -~ m-net(m) => net(m).

Soit x€Ej y b € zm(e) «Si H est mwmet(m , (3 yeE) (3 pe Zm(G))
WY, & vy €H ; comme K, &, ¥ = Wy Yy X et que py_ Yy € Zm(G) y on a trouvé
o e Zm(G) telque ox €H ; et H est net(me.

PROPOSITION 23. —~ net(m) => net(b).

En effet I (G) € zb(a) .

PROPOSITION 24« - m-net(b) == net(m).

Soit x €E 6x 6x € Zb(G) e S1 H est m-net(b), (3 yeE) (3 Be Zb(G))
péx éx y € H ; comme ﬁéx 6x y = ﬁéx Yy X, et que péx Yy € z (G , on a trouvé
5 e Zm(G) tel que ox €H ; et H est net(m).

PROPOSITION 25. - franc(m) => m-franc(g).

Soient x €E et y €X (G) yé € X (G) S H est franc(m), (3 y €E)
Yf5 y €H 3 comme Y5 y = YY x , et que YYy € Zg(G) , an a trouvé T € I (G)
'bel que YTx €H e'l; H est n-franc(g) «

PROPOSITION 26+ - franc(m) => m~franc(m).
Soient x €E et pez @ 3 WY prye € Z (G) « 81 H est franc(m) , (3 y eE)

WYy ¥ €H 5 comme pymy-}b(x'rx)_pé Y, X, et que 5 Yy EZ(G) , on

a trouvé T € X (G) tel que ptx €H 5 et H est m—franc(m).

PROPOSITION 27. — franc(b) <=> franc(g) , (4) et (m.

Ceci résulte de Zb(G) = Zg(G) U Zd(G) U Zm(G) .

PROPOSITION 28, -~ m~franc(b) =—> m-franc(m).

Soient x €E et peZ (0 ; pze Z‘b(G) o Si H est m-franc(p),
(3 pe zb(G)) p. px €H 3 comme pp e X (C) , on a trouwé T e % (6 tel que
px €H 3 et H est mfranc(m).
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PROPOSITION 29. - m-franc(g) , (d) et (w) => m-franc (b) o

Soient x€E et Be zb(e) = zg(c) U Zd(G) U Zm(G) .« Si H est
m~-franc(g) , (d) et (W, et si P eZg(G) (respe d ,m), (3 Te€ Zg(G)) (resps
d,m) Prxe€H ;come T ezb(G) , H est m-franc(b).

Finalement, on a la

PROPOSITION 30.

7 net (g
franc(m) => mn-franc(g <‘3f::nc(g)>>7m—net(g) => net“_‘(\in)

frg(b) m-r\?\nc (m) \‘!/ m-netbgn)ﬂ net (b)

& N

\y 22 net (d) N 4

m~franc (b) m-net (o

Les implications résultent des propositions 8 et 20, 21, 25. Pour les équive~
lences, m-net(m) <==> net(m) (propositions 24 et 8,
net(m) = net(b) ==> mnet(b) => net(m (propositions 23, 8, 24), d'ol
1'équivalence des conditions de droite. De méme franc (M) <=> m-franc(m) (pro-
positions 26 et 8) ; et, comme franc(m) => franc (2) et (d) (propositions 25
et 8), franc(m) <=> franc(b) (proposition 27) ; enfin
m-frane (b) => m~franc(m) => m-franc(g) , (d) et (m) ==> mn-franc (b) (pro-
positions 28, 8 et 25, 29) ; d'ol 1l'équivalence des conditions de gauchee

I1 semble improbable que d'autres implications existent entre les notions étu~
dides ici ; mais ce n'est pas exclu, car de telles implications existent sous
1thypothése d'associativité.

9, Résidus et conditions de netteté dans un demi-groupe.

Soient D = (E , ») un demi-groupe et H un sous-ensemble de E o

PROPOSITION 31. - Dans un demi-groupe,

franc(g) <=> net(d) <=> net a droite .
En effet H est
- franc(g) si et seulement si
(Vv a€E) (3 xeE) ax €H ,
- net(d) si et seulement si

(V. x€E) (3 b e€eE) deH ,
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ces conditions sont équivalentes, et on y reconnait la condition de netteté a
droite introduite par P. DUBREIL [6].

PROPOSITION 32. -~ Dans un demi-groupe,
net(m) <=> mnet(g <=> mnet(d) <=> M"bilatérement! net .
En effet H est
~net(m) si et seulement ol
¥ x€E (@ a,beE) axb € H ;
- mnet(g si et seulement si
(v ateE (3 a, xeE) sa'x e H ;

ces conditions sont équivalentes j dualement net(m) <=> m-net(d) ; on recon-
nait enfin, dans la premiére condition, la condition "pilatérement! net de

Re CROISOT [4].
La terminologie adoptée ici, et la proposition 32, poussent & dire médiemement
net, ou m-net, au lieu de bilatérement nete.
PROPOSITION 33 ~ Dans un demi-groupe,
franc(m) <= m-franc(g <=> mn~franc(d) <=> totalement net .

Lg condition totalement net est due & R« DESQ [5] ; H est totalement net si
et seulement si

(V. a,beE) (3 xekE) axb € H .
Or H est
~ franc(m) si et seulement si
(V a,beE) (3 xe€eE) axb € H
- m—f‘x'anc(g) si et seudement si .
(V a,xeE (3 a'eBE) aa'x € H
les trois conditions sont équivalentes, et, par dualité, franc(m) <=> mn-franc(d.

Les seize conditions de netteté que 1l'on pouvait craindre se réduisent donec,
dans un demi-groupe, a quatre.

Quant aux résidus, on les ebtient par la
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d m !
PROPOSITION 34. ~ Dans un demi-groupe, We = M , Wy =Wy, Wy =Wy .
wg est alors déterminé par la proposition 19.

10, Conditions de force.

Soient G= (E , T) un groupoide, H un sous-ensemble de E et ¢ un cbtée
H est
- fort(c) si et seulement si
v x,yeE (v o,'cezc(G)) (oxeH, oyeH, weH => tyel)
- m-fort{c) si et seulement si
v x,ye€E) (Y p,o0,1,vex(®)
(poxeH, pxeH, voy€H => vty €H)
PROPOSITION 35. - fort(b) => fort(g , (d) et (m 3
m-fort(b) => m-fort(g) , (d) et (m.

En effet 2 (G €I, (G) pour c=g,d, n.

PROPOSITION 36s - Dans un demi-groupe,
fort(g <=> fort(d) <=> fort .
En effet H est
- fort(g) si et seulement si
v x,¥y,a,b€E) (axeH, ay€eH, bx => by€H)
- fort(d) si et seulement si |
v x,y,a, beE) (aeH, yaeH, xbeH => ybeh

ces conditions ne différent que par les noms donnds aux éléments et on y reconnait
1la condition "fort'".

PROPOSITION 37. - Dans un demi-groupe,

fort(m) <=> m-fort(g) <=> m-fert(d) <=> "bilatérement" fort .

H est
- fort(m) si et seulement si

vV x,y,a,b,c,deE) (axb cH, aypeH, cxd € H => cyd € H)
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- m-fort(g) si et seulement si
v x,y,a,b,c,deE) (abxe H, acxe H, dbxe€ H => dex € H)

ces conditions ne différent que par les noms donnés aux éléments, et on y recon-
nait la condition "bilatérement" fort. Dualement, fort(m) <«=> m~fort(d).

La terminologie adoptée ici pousse & dire médiamement fort, ou m-fort, au lieu

de bilatérement forte.

Ce Equivalences principales et homomorphismese

le Remontée d'une équivalence principale par homomorphisme.

83 f est une surjection de E vers F , et R une équivalence sur F ,
j'appelle remontée de R par f 1t'équivalence et (R) définie par

¥ x,yeE) (xf Ry <= £ RL) -

On sait (P. DUBREIL [7]) que 1l'on définit ainsi une bijection de “.'ensemble des
équivalences sur F vers llensemble des équivalences sur E c¢-itenant 1'équiva~
lence d'application ; je note f'-1 cette bijection par abus de langage.

THEOREME 1. - Soient f un homomorphisme de tas de (E , £) sur (F, Z') et
H e B(F) ; alors
-1
® = £ (P,)
@) i

et de mdme T~ -t (YIH) s O ¢ est 1l'homomorphisms associde

£ &)
Soient en effet x, y€E, o€ X ; puisque

oxe€f (H <= ¢lo) £(x) eH, oyef (H) <> ¢l £f(3) en ,
il est clair, ¢ étant surjectif, que

b 4 @f_l )

On procede de méme pour T e

7 = f(x) f; £(y) .

2+ Remontée des conditions par homemorphisme.

PROPOSITION l. - Soient f un homomorphisme de tas de (B ’ ) sur (F ’ 1)
-1
et He B(F) ; alors H et f (H) sont simltanément nets, francs, m-nets,
m~-francs, forts, m-forts.
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Soient en effet xe€E , o€ I j pulsque
| oxX € £ ® <> ¢lo) £(x) e H,
et que £ et ¢ sont surjectifs, les conditions
(v xeE) (3 oed) oxef"l(H) et (v yeF (3 telt) wy e H

sont équivalentes ; donc H est et (H) sont nets en méme temps. On procéde de

mdme pour les autres conditions.

3« Descente des conditiong par homomorphisme.

La proposition 1 permet d'effectuer cette descente, mais seulement dans le cas
d'une partie de E saturée pour 1'équivalence d'homomorphisme. Pour le cas géné-

ral, on a la

PROPOSITION 2. —- Soient f un homomorphisme de tas de (E , ) sur G', et
H € B(E) ; alors si H est net, ou franc, m-net, m-franc, il en est de méme de
£(H)

Ceci résulte du fait que toute partie de E contenant une partie nette (respe.
franche, m-nette, m~franche) est elle-méme nette {(resp. franche, m-nette,
m-franche) ; (ceci n'est pas vrai avec les conditions de force) s Soit alors
H = et (f(H)) 5 de H S H; résulte que, si H vérifie une condition de netteté,

Hl vérifie cette condition, et f(H) eaussi d'aprés la proposition l.

De Deux théoremes d'homomorphisme.

Ces théorémes concernant des tas particuliers que nous allons précisere

1. Tag injectifs, surjectifs, transitifs, & noyau, stationnaires.

PROPOSITION 1. — Etant domné un tas & = (E , Z) , les conditions suivantes sont
équivalentes

a. Tout &1ément de = est une injection .
be Vv x,y€E (¥ oce3) (ox=oy => x=7) -
c. L'égalité ast une équivalence simplifiable «

Ceci résulte de la définition A, 10.
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DFTFINITION l, = Un tas est dit injectif quand il satisfait & 1'une des condi-

tions de la proposition 1l.
PROPOSITION 2. - Etant donné un tas & = (E , %) , les conditions suivantes
sont équivalentes ¢
a. Tout élément de % est une surjection .
be (V x€E) (W 0e¥) (3 y€eE) oy=x .
ce Tout élément de E est franc,
Ceci résulte de la proposition 3, 7.

DéFINITION 2. ~ Un tas est dit surjectif quand il satisfait & 1'une des con-
ditions de la proposition 2.

PROPOSITION 3 ~ Etant donné un tas G = (E , I) , les conditions suivantes
sont équivalentes ¢
a« & n'a pas d'idéal propre.
be (v x,y€E) (3 0€l) oy=x .
ce Tout élément de E est net.

(@ => (b) : si © n'a pas d'idéal propre ¢t si ye€E , Iy est un idéal
non vide, donc Sy =E et (Vv x€E) (3 0€) oy=xe

(b)) => (a) :car si A cst un idéal non vide de G , il existe y € A , et
E=3yCSA => E=A.

(b) <=> (c) d'aprés la proposition B, 7.
DEFINITION 3. — Un tas est dit transitif quand il satisfait & 1'une des condi~
tions de la proposition 3.

Cette condition peut étre affaiblie ainsi

PROPOSITION 4. — Etant donné un tas & = (E , 5) , les conditions suivantes
sont équivalentes @

a. I] existe un élément net.

be I1 existe un idéal non vide minimum.

et cet idéal est alors 1l'ensemble des éléments nets.
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Ceci a pour conséquences, en théorie des demi-groupes, des propositions anté-
rieurement &tablies par A. H. CLIFFORD et D.D. MILLER [2], R. CROISOT [4].

() = (b) : soit h € E un élément net. L'ensemble N des éléments nets

est non vide ; c'est un idéal car

yeN <=> ¥ xeE) yeiIx done N = X -

N
x=E
Et, si A est un idéal non vide et si a€ A, N&Z a &£A, en sorte que A

est un idéal non vide minimum.

(6) => (a) & soit N un idéal non vide minimum ; alors NS N Ix, en
x€E
sorte que tout élément de N est net, et qu'il existe un élément net. Et, en ce

cas, l'ensemble des éléments nets est un idéal non vide minimum, d'aprés ce qui
précéde, donc coincide avec N .
’
DEFINITION 4. - Op appelle noyau d'un tas un idéal non vide minimum de ce tas.
S'il existe un noyau, il est unique.

La cinquidme condition est trés naturelle si on remarque que la régle de sim—
plification & gauche dans un tas s'exprime par l'injectivité, et que la régle

de simplification & droite n'est pas encore exprimée.

/’
DEFINITION 5. - Un tas (E , Z) est dit stationnaire si et seulement si

(VXEE) v c,-ce}:) (ox = x => 0=1T)
Cette condition s'éerit aussi ox = ™ => oy =ty , ce qui justi“ie son noms

On notera aussi que "simplement transitif" équivaut & "transitif et station+
naire",

L'analogie entre les tas injectifs et les tas stationnaires va &tre précidée
par la notion d'aquivalence stationnaire, elle mfme analogue & la notion d'équi-
valence simplifiable.

2+ Equivalence stationnaires et équivalences simplifiablese

’
DEFINITION 6 -~ Si & = (E , =) est un tas, une équivalence ® sur E est
dite stationnaire si, £ étent 1'équivalence associde

v x€E) (VW 0, ted) (xR 1x => o P 1) .

PROPOSITION 5. — Un tas est stationnaire si et seulement si 1'égalité est une
équivalence stationnaire.
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En effet 1'équivalence associde & 1'égalité est 1'égalité (définition A, 5)
Dans un tas, la notion de partie forte est liée & des propriétés de simplifi-

abilité, celle de partie m-forte & des propriétés de stationnarité. Soit H un

sous—ensenble de E .

PROPOSITION 6. - Si H est classe pour une équivalence compatible et simpli-
fiable, H est fort.

Soit R une telle équivalence ; si x,yeE, 0, T€Z:
oxeH, oyeN => oxRoy => xRy => xRy

et alors tx€H => tTyeHe.

PROPOSITION 7. - Si1 H est fort et net, @H est simplifiable.

Soient x,yeE, oceI,telsque oxfyoy. H étant net, (3 v € 3)
vox € H 5 et Voy € H . Par suite, H &tant fort, x®y y (proposition B, 3).

PROPOSITION 8. - Si H est m-fort et net, €, est stationnaire.

Soient x€E , o, 7 €I ,tels que oxPytx. H étant net, 3 veys
Vox € H 5 et vtx € H o Par suite, H étant m-fort, on 7 (proposition B, 3);
et m, est 1'équivalence associée & @y (proposition B, 5).

PROPOSITION 9« ~ Si H est fort et net, PH est stationnaire si et seulement

si H est m-fort.

La condition est suffisante (proposition 8). Si fy est stationnaire, H fert

et net, et si x,ye€eE,p, o0, T,veZ gont tels que poxe€H , ptx€H,
voy € H , alors ox €, tx , d'oh oM, T,et voy€H => vty €H.

Enfin, on a la
PROPOSITION 10. ~ Soient f un homomorphisme de tas de & = (E , &) sur

&' = (F, 2') et R une équivalence sur F ; R et sa remontde sont simplifia~
bles, ou stationnaires, en méme temps.

En effet, si x,yeE, oceX,
) —
ox £ (®) oy <=> ¢(o) £(®) Re) £(3) , x£T® y <= £ REE

f et ¢ étant surjectifs, R et f"l (R) sont simplifiables en mime temps. On
procéde de méme avec la condition "stationnaire", en la mettant sous la forme

(Vv x,yeE) (VW 0, 7e3) (oxR tx => oy R Ty) -
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3. Théorémes d‘homomorphisme.

Le théoréme dthomomorphisme (théoréme A, 1) laisse entendre que des propriétés,
invariantes par isomorphisme, d'une image homomorphe d'un tas donné, peuvent &tre

caractérisée par des propriétés de 1l'équivalence d'homomorphismes

On peut ainsi caractériser les images homomorphes possédant une ou plusieurs
des propriétés du § 1 par des propriétés de 1'équivalence d'homomorphisme j jlai
borné mon intérét au cas oh 1'équivalence d'homomorphisme est principale pour un
8ous ~ensemble vérifiant des conditions de netteté et de force j; ceci arrive dés
que 1'image est un tas injectif & noyau ; on trouvera les théoréemes correspondants
dans la Thése annoncée ci-dessus. Op se limite ici aux théorémes ol figure la con-
dition stationnaire, c'est-a-dire ol 1l'image est un tas injectif stationnaire &

noyau. Le nombre des théorémes est alors limité par 1'implication s
PROPOSITICN 1l. -~ Un tas injectif stationnaire & noyau a pour ensemble de mul-
tiplicateurs un grcupe de bijections, et est en particulier surjectife.

Soient &= (E, %) un tel tas, et h un élément net de E (proposition 4)

vV xeE) @ oel) ox=h .

En particulier (@ €€X) eh=h ; de ¢h =¢° h , on déduit 52=a=eIE y
et, e étant injectif, € = I 3 done I e'X .

D'autre part, si ceXZ, @ €€l toh = h = I, h ; par suite o= I

-
e
[

en résulte ToT = T = Ty 5 b, T étant injectif, oT =1I; ; donc O est une
bijection, et, puisque ot = T€ X, et que I est stable, Z est un groupe de
bijectiens.

by

Nous deonnerons les théorgmes ou 1l'image est un tas injectif stationnaire &
noyau, ou injectif stationnaire transitif.

4+ Premier théoreme.

THEOREME 1. — Une image homomorphe d'un tas & = (E , ¥) est un tas injectif
stationnaire & noyau, si et seulement s%il existe une partie H de E , nette,
forte, m-forte et indivisible pour (PH » telle que 1'équivalence d'homomorphisme
soit (PH 3 et en peut prendre pour H toute classe de 1'équivalence d'homomor—

phisme qui s'envoie gumg 1¢ noyeu de 1'imegs.
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Prouvons que la condition est nécessaire.

IEME 1, = Soit &= (E, ¥ un tas injectif stationnaire & noyau ; alors tout
élémens h du noysu est net, fort, m-fort, et 1'équivalence principale définie

per {h} est 1'égalité.

En effet h est net (proposition 4) ; et, comme 1'égalité de © est simpli-
fiable, h est fort (proposition 6). Montrons maintenant que @{h} est 1'éga-
1ité ; si x, y€E sont tesl que x @{h} y, (3 0€3 ox=h puisque h
estnet 3 et oy=h 3 de ox=h = oy résulte alors x=y « h est alors

m-fort (proposition 9)e

Revenant aux notations du théoréme, et soient h un élément du noyau de 1'image,
H son image réciproque, il résulte du lemme que H est nette, forte et m-forte
(proposition G, 1), et que 6, est 1'équivalence d'homomorphisme (théoreme C, 1) 3
H est enfin indivisible pour @H .

Prouvons que la condition est suffisante. Si H est une partie nette, forte
et m-forte de E, @,  est simplifiable (proposition 7) et stationnaire (propo-

A H
sition 9) ; si @H est 1'équivalence d'homomorphisme, 1'égalité dans 1'image est
aussi simplifiable et stationnaire (proposition 10), et 1'image est un tas injec-
tif et stationnaire. Enfin 1'image de H est formée d'un élément, et cet élément

est net (proposition C , 2), donc 1'image a un noyau (proposition 4).

5« Second théoréme.

THEOREME 2. — Une image homomorphe d'un tas &= (E , &) est un tas injectif
stationnaire transitif si et seulement s'il existe une partie H de E ,
m-franche, forte et m-forte, telle que 1!'équivalence d'homomorphisme soit @H 5
et on peut prendre pour H toute classe de 1'équivalence d'homomorphismes

La condition est nécessaire. En effet un tas transitif a un noyau, qui est mon
support ; il résulte alors du théoréme 1 que, si H est une classe quelconque de
1'équivalence d'homomorphisme, H est nette, forte, m-forte, et ®; est 1'équi~
valence d'homomorphisme. D'autre part 1'image est un tas surjectif (proposition
11) et tout élément de son support est frane (proposition 2) 9 donc H est fran-
che (proposition C, 2) 5 en sorte que H «" 0 est non vide pour tout o€ I, Par
suite, pourtout ceX , H «° 0 est une classe de ¢y (proposition B, 12), donc une

partie nette ; et H est m~franche (proposition B, 9).
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La condition est suffisante : en effet @H est alors simplifiable (proposition
7) et stationnaire (proposition 9) ; de plus les classes de fy sont des H." o,
pour ¢ € £, et sont toutes neties (proposition B, 9). L'image est donc un tas ol
1'égalité est simplifiable et stationnaire (proposition 10), et tout élément de
son support est net (proposition C, 1) 3 c'est donc un tas injectif, statiomnaire

et transitif.

E. Application aux groupoidese.

le Groupoides dont 1'un des tas canoniques posséde une ou plusieurs des proprié-
tés de la section précédente.

Soit G= (E , T) un groupoide.

PROPOSITION l. - Un groupoide est injectif(g) (resp. (d) , (b)) si et seule-
ment 8'il vérifie la régle de simplification & gauche (resps. & droite, des deux
cb8tés) .

Ceci résulte de la proposition A, 17.

PROPOSITION 2. - Un groupoide est injectif(m) si et seulement s'il vérifie la
régle de simplification des deux c8tés.

Un groupotde injectif(b) est injectif(m). Réciproquement, si G est injectif(m),
et si a,b,ceE sont telsque aTb=aTc, alors

6ayab=(aTb)Ta:(aTc)Ta:éaYac .

et b=-c , puisque 6ayaG £,(0) ; dualement,

brta=¢cTa = b=c¢ ,

On dira dans la suite "simplifiable sse" pour "vérifiant la régle de simplifi-
cation «.e", et "simplifiable" pour simplifiable des deux c8tés.

PROPOSITION 3. — Un groupotide est surjectif(g) (resp. (d) , (b)) si et seule-
ment s'il vérifie 1'axiome d'existence des quotients & droite (resps & gauche,
des deux cbtés).

En effet l'ensemble des surjections de E wvers E est stable, donc G est

surjectif(g) (resp. (d) , (b)) si et seulement si toute translation & gauche
(resp. & droite, & gauche ou & droite) est surjective.



2-29

PROPOSITION 4. — Un groupoide est surjectif (m) si et seulement s'il a des quo=

tients & droite et & gauche.

Un tel groupoide est surjectif(b), donc surjectif(m). Réciproquement, si G
est surjectif(m, et si a,beE, y_ 8 et & y, sont surjectives, donc

aussi y, et 6b .

PROPOSITION 5. — Un noyau(g) (respe (d) , (b)) est un idéal & gauche (resp.
& droite, bilatére) non vide minimum.

Ceci résulte de la proposition A, 18.

On dira désormais '"noyau & gauche" pour "idéal a4 gauche non vide minimum", etc.

PROPOSITION 6. — Un noyau(m) est un noyau(b), et réciproquement.

En effet un noyau(c) est 1l'ensemble éventuel des éléments nets(c) (proposition
Dy 4) 3 or net(m) <==> net(b) (proposition B, 30). On peut aussi donner une

démonstration directe.

Un groupcide est dit simple & gauche quand il n'a pas d'idéal & gauche propre,

etce
PROPOSITION 7. ~ Un groupoide est transitif(g) (resp. (d) , (b)) si et seule~
ment s'il est simple & gauche (resp. simple & droite, simple).

Ceci résulte de la proposition A, 18.

PROPOSITION 8. — Un groupofde transitif(m) est simple, et réciproquement.

Ceci résulte de la propositien 6.

Contrairement aux conditions précédentes, les conditions de stationnarité cae
nulente

PROPOSITION 9 — Un groupoide est stationnaire(b) si et seulement si c'est un
demi~-groupe abélien stationnaire(g).

Un demi-groupe abélien stationnaire(g) D est stationnaire(b) puisque

Zg(D) = Z‘.b(D) + Réeirroquement, si G est stationnaire(b), G est stationnaire(g),
3 =

puisque Zg(G) [= Zb(G) .

G est abélien ; soient a , b€EE ; on a ¢

aTa=aTa => yaazéaa => yab-_-éab => aTb=>bTa.
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G est associatif : soient a , b, c €E 3 G étant abélien,
(atb) Ta=(bTa) Ta=zaT(Te),
Ya'rba=YaYba => Ya'rb°=YaYb° => (aTb) Te=arT (b Te) .
PROPOSITION 10. = Un groupoide simplifiable est stationnaire (m) si et seulement
si c'est un semi-groupe abélien.

Un semi-groupe abélien D = (E , .) est stationnaire(m) car, si

ayb,c,d,x,y E,
axb = cxd => ab=cd => ayb=cyd.
Réciproquement, supposons G stationnaire (m) , et soit p € Zm(G) .
G est abélien ; soient a , bE€E j; on a:
plea Ta) = waTa) => py,a=p a => py, b= Mo, b
=> wWaTb) =pubTra) =>aTb=bTa -
G est associatif ; soient a , b, ¢ € E ; comme ci-dessus,

wW(aTho) Ta) =paT (bT8) => W 8= HY, Yo &8 => Mgy © = WYy, ©

=> ulaTtb) Te) =plaT (bTe)) => (@Tb) Te=aT(bTC) .

J'ignore si cette implication reste vraie sans 1'hypothdse de simplifiabilité.
Par contre un groupoide stationnaire(g) n'est pas en général associatif, méme en
présence de fortes conditions & gauche comme on le verra ci-dessous, ou de la
simplifiabilité (voir Thése). Il en est toutefois ainsi dés que le groupolde con-
tient un triple associatif, en particulier s'il est abélien ou unitaire d'un c8té,

ainsi qu'il résulte du raisonnement de la propositien 9.

Les conditions figurant dans les théorémes D, 1 et D, 2 sont alors

PROPOSITION 1ls - Un groupoide est injectif-stationnaire-d-noyau (g) si et
seulement s'il est simplifiable & gauche, stationnaire(g) et a un noyau & gauche ;
un groupoide est injectif-stationnaire-transitif(g) si et seulement s'il est sim-
plifiable & gauche, simple & gauche et stationnaire(g) ; ces groupoides ont des
quotients & droite. Un groupoide est injectif-stationnaire-d-noyau (m) ou
stationnaire-a-noyau (b) si et seulement si c'est un groupe abélien, qui est

alors transitif(m) et transitif(b).

La premiére phrase d'assertions résulte des propositions précédentes, et de la
proposition D ’ 11, Et un groupeide injectif-stationnaire-a-noyau (m) ou
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stationnaire-a-noyau (b) est un semi-groupe abélien & noyau ; ce noyau est aussi
un noyau & droite et & gauche, le semi-groupe est donc un homogroupe, et par suite
un groupe (G. THIERRIN [9]). Réciproquement, un groupe abélien est injectif sta-
tionnaire transitif(m) et transitif(b).

Le groupoide de support E = {a , b}, dont la loi est définie par (Vv x € E)
xTa=b, xTb=a, admet une seule translation & gauche o , et
Zg(G) {IE , @} est un groupe simplement transitif de bijections 3 G est donc
injectif stationnaire trangsitif(g). G n'est pas simplifiable & droite. G n'est
pas un quasi-groupe. G n'est ni abélien ni associatif car

(a7 a) =bTa=bta=aTb=aT(aTa) .

2. Demi-groupes dont 1'un des tas ... (voir ci-dessus).

Soit D= (E, .) un demi-groupe.

Dans un demi-groupe, la condition stationnaire(g) est bien connue.

PROPOSITION 12. ~ Pour un demi-groupe,
stationnaire(g) <=> stationnaire 3 gauche.
D est en effet stationnaire(g) si et seulement si
v x,y,a,bekE) (ex = bx => ay = by) ;

on reconnait 13 la condition "stationnaire & gauche" de Ge THIERRIN [10].

PROPOSITION 13, ~ Pour un demi-groupe,
surjectif(g) <=> transitif(d) .
En effet un demi-groupe est simple & droite si et seulement s'il y existe des
quotients & droite. '

Les conditions figurant dans les théorémes sont alors @

PROPOSITION 14, - Un demi-groupe injectif stationnaire-a-noyau (g) est un
groupe.

Un tel demi-groupe est en effet surjectif(g) (proposition D, 11) ; donc tous
ses éléments sont nets & droite. Or il existe un é1ément net & gauche § 1l'ensem~
ble des éléments nets & gauche colincide alors avec 1l'ensemble des éléments nets
& droite et c'est un groupe (A. H. CLIFFORD et D. D. MILLER [2]) ; c'est-a-dire,
D est un groupe.
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3« Passage des homomorphismes de tas aux homomorphismes de groupoides.

I1 reste alors & montrer comment les théordémes d'homomorphisme de la section

D vont donner des théorémes de théorie des groupoides. Ceci résulte du

LEME 1, -~ Une image homomorphe d'un groupoide G est un groupoide G' tel
que Gl posséde la propriété P si et seulement si Gl est une image homomor=
phe de Gc possédant P et si 1'équivalence d'homomorphisme est compatible
(ce{g,da,n, D) .

La condition est nécessaire : si f est un homomorphisme (de groupoides) de
G sur G', l'éqizivalence d'homomorphisme est compatible, et f est un homomor-
phisme (de tas) de G, sur G! (théoreme A, 2). Réciproquement, si f est un
homomorphisme de Gc sur un tag &' , tel que 1l'équivalence d'homomorphisme soit
compatible (dans G ), il existe un groupoide G' et un seul sur le support de
&' tel que f soit un homomorphisme (de groupoides) de G sur G' 3 f est
alors un homomorphisme (de tas) de Gc sur Gé , et il en résulte G('= = 0!
(lemme A, 1, unicité).

Ceci améne & poser

lé
DEFINITION l, = Si ¢ est un cbté et G= (E, T) un groupoide, une partie

H est dite compatible(c) si et seulement si @; est compatible dans G «

PROPOSITION 15, - Toute partie d'un groupoide est compatible(m) ou compatible(b).
Ceci résulte de la proposition B, 15,
Pour avoir de méme des demi-groupes images homomorphes d'un groupoide, on posera

la

L d
DEFINITION 2. - Si ¢ estuncétéet G= (E, T) un groupoide, une partie
H de E est dite associative(c) si et seulement si 6’; est associative (c'est—
d-dire ¢ x,y,ze€E xT(yT32) Pg xTy) T2 )

En effet une image homomorphe d'un groupcide est associative ei et seulement si

1'équivalence d'homomorphisme est associative.

Ces définitions ne ressortent pas de la théorie des tas. Leurs notations sont
un évident abus de langage, destiné & donner une allure homogdne aux conditions
imposées & H dans les théorémes & venir.

Si T est un théoréme de théorie des tas ¢
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T}EEORE}IVE T. - Une image homomorphe d'un tas & = (E , £) est un tas possédant
la propriété P si et seulement s'il existe une partie H de E vérifiant la
condition C et telle que 1'équivalence d'homomorphisme soit @H .

On en déduit, pour tout c8té c¢ , les théoremes @

THEOREME T,+ — Une image homomorphe d'un groupoide G = (E , T) est un grou-
pofde possédant la propriété P(c) si et seulement s'il existe une partie H de
E vérifient la condition C(c) et compatible(c), telle que 1'équivalence d'homo-

morphisme soit @IC-!I .

THEOREME Tle - Une image homomorphe d'un groupoide G = (E , T) est un demi-
groupe possédant la propriété P(c) si et seulement s'il existe une partie H
de E vérifiant la condition C(c) , compatible(c) et associative(c), telle que
1téquivalence d'homomorphisme soit ‘P}(; .

THEOREME T". ~ Une image homomorphe d'un demi-groupe D = (B, +) estun demi-
groupe possédant la propriété P(c) si et seulement s'il existe une partie H de
E , vérifiant la condition C(c) et compatible(c), telle que 1'équivalence d'homo—
morphisme soit 6

4e Théorémes obtenusge

Chaque théoréme de théorie des tas fournit ainsi douze théorémes de théorie des
groupoides ou des demi-groupes. Les théorémes D, 1 et D, 2 fournissent a priori
vingt-quatre théorémes.

Les théorémes obtenus pour ¢ = b sont sans intérét : en effet, pour ces théo~
rémes, P(p) <==> P(m) , alors que C(b) ==> C(m) ; et le renseignement que
P}; est 1'équivalence d'homomorphisme peut &tre retrouvé avec les théorémes des
cas g, d , b . Quant aux théorémes du cas ¢ =d , il se déduisent par dualité
des théorémes du cas ¢ = g « Dans le cas ¢ =m , il y a lieu enfin de supprimer
les théorémes T!, puisque l'image est toujours associative, et ceux qui se dédui-
sent du théoreme D, 2, qui donnent la méme condition sur 1'image & partir d'une
condition plus forte sur H que les théorémes correspondants déduits du thée—

réme D, 1. Il en est de mme des théordmes 'I"g et T'é. Finalement il reste six théo~
rémes.

THEOREME 1 = @, l)g. - Une image homomorphe d'un groupoide G= (E , T) est un
groupoide simplifiasble & gauche, stationnaire(g) ayant un noyau & gauche, si et
- seulement s'il existe une partie H de E , nette(g), forte(g), m-forte(g), com-
patible(g) et indivisible pour & s telle que 1'équivalence d'homomorphisme soit

H
g
(PH.
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THEQREME 2 = (D, 2) g - Une image homomorphe d'un groupoide =(E, T est
un groupoide simplifiable & gauche, simple & gauche et stationnaire(g) ei et seu~
lement s'il existe une partie H de E , m-franche(g), forte(g), m-forte(g et
compatible (g) , telle que 1'équivalence d'homomorphisme soit Pg .

THEOREME 3=, 1) 'g. ~ Une image homomorphe d'un groupoide G= (E , T) est
un groupe si et seulement s'il existe une partie H de E , nette(g), forte(g,
m-forte (g) , compatible(g), associative(g) et indivisible pour @§ y telle que
1téquivalence d'homomorphisme soit (Pg .

THEOREME 4 = (D, 1) 'é. ~ Une image homomorphe d'un demi-groupe D = (E , o) est
un groupe si et seulement s¥il existe une partie H de E , nette & gauche, forte,
médianement forte, compatible(g) et indivisible pour xR » telle que 1téquivalence

A'homomorphisme soit H‘R .

THEOREME 5 = (D, 1) L+ — Une image homomorphe d'un groupoide G = (E , T) est
un groupe abélien si et seulement s'il existe une partie H de E , nette(m),
forte(m), m-forte(m) et indivisible pour @g s telle que 1'équivalence d'homomor-
phisme soit R;_In .

THEOREME 6 = (D, 1) ". - Une image homomorphe d'un demi-groupe D = (E , ») est
un groupe abélien si et seulement s'il existe une partie H de E , médianement
nette, médianement forte, m-forte(m) et indivisible pour 0?.[}[ s telle que 1'équi-
valence d‘homomorphisme soit RI:I .

On peut prendre pour H s dans le théoréme 1, une classe de 1'équivalence d'homo-
morphisme s'envoyant sur un élément du noyau de 1'image ; dans les autres, une
classe quelconque.

Ces théorémes appellent quelques remarques ¢

1° La théorie fournit d'autres théorémes concernant les groupes images homomor-
phes d'un groupoide ou demi-groupe donné ; elle permet de retrouver les théorémes
classiques et de les étendre aux groupoides (voir Thése). ;

2° Dans les deux théorémes concernant les groupes abéliens, il n'y a aucune
condition de commutativité explicite sur H ;

3° Le théoréme 4, concernant les groupes images homomorphes d*un demi-groupe,
est, comme les autres, nouveaux, et révéle, outre 1l'emploi de la seule équivalence
H(R s un affaiblissement des conditions ce nettetd classiques au profit des condi-
tions de force.
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