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Séminaire DUBREIL~-PISOT - 1301
(Algébre et Théorie des nombres) .
lée annde, 1962/63, n° 13 18 février 1963

(Texte rédigé en Septembre 1963)

GROUFES p~REDUITS
par Mlle Marie=Paule BRAMERET

Tous les groupes considérés dans cet exposé sont supposés commutatifse Rappe=~
lons (cfe [3]) qu'un groupe G est dit divisible par un entier n si, pour tout
élément x de G, il existe un élément y de G tel que x = ny « Ih sous-
groupe S d'un groupe G est dit pur si l'on a 1'égelité nG nS = nS pour tous
les entiers n , c'est-d-dire, si, lorsque 1l'équation nx = a, o n est un en-
tier et ou a est un élément de S , posséde une solution x dans G, une de ces
solutions appartient 3 S , Dans le cas oy le groupe G est un groupe sans tor=
sion, un sous-groupe S de G est pur si, et seulement si, 1'égalité pG n S =pS

a lieu pour tous les nombres premiers p e«

&u paragrasphe 1, nous donnerons la définition des groupes p-réduits et des
notions qui s'y rattachents. La structure de certains groupes p=-réduits a été
étudide par I. KAPLANSKY (cfe [4])e

Les paragraphes 2 et 3 sont des compléments 3 1'étude des C-groupes (cfe [2])s

le Quelques propriétés des groupes p-réduitss

L4
DEFINITION le = Etant donné un nombre premier p , un groupe abélien G est
dit peréduit s'il vérifie les conditions suivantes

1° G est un groupe sang torsion,
2° G est divisible par tout nombre premier q différent de p ;
3° G ne possede pas de sous-groupe divisible par p , autre que le sous=-groupe

(0)

Exempless = Ie groupe additif ® de l'anneau P des entiers p-adiques est
p-réduit , ainsi que tous les sous~-groupes purs de ® « Il en est ainsi, en par-
ticulier, du groupe additif Bp de 1l'anneau P des nombres rationnels & déno=
minateur premier & p .

De propriétés valables dans des cas plus généraux (cfe [3]), résultent les pro-
priétés suivantes s
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(A) Toute somme directe de groupes p-réduits est un groupe p=récuite.

(B) Pour qu'un sous-groupe d'un groupe p-réduit soit lui-mdme p-réduit. il
faut et il suffit qu'il soit divisible par tout nombre premier q différent de

P o
(C) Tout sous-groupe caractéristique (en particulier, compldtement invariant)

et tout sous-groupe pur dfun groupe pe-réduit est p-réduite.

(D) Soit G un groupe p-réduit. Soit S un sous-groupe p-réduit de G .
Pour que S soit un sous-groupe pur de G, il faut et il suffit que soit véri-

fide 1'érnl *é

pG NS = pS

(E) Si G est un groupe p-réduit, il en est de mdme du groupe additif de

1'anneau des endomorphismes de G «

(F) Si le groupe G est p=réduit, on a
N p£G=0 .
k=0

(G) Tout groupe p-réduit G peut &tre muni d'une structure de module sur

1'anneau P des nombres rationnels dont le dénominateur est premier & p e Ce

module est sans torsion. La topologie p-adique, induite sur G par celle de P

-

admet le systéme des pk G comme base de voisinages de O et elle est sépardee

Inversement, le groupe additif sous~jacent d'un P-module sans torsion et dont la

topologie p-adique est séparée, est un groupe p-réduite.

(H) Pour tous lea entiers positifs k et h, les groupes Q/ph G et
pk Ci/pk"'h G sont isomorphes.

On appelle rang d'un groupe sans torsion le nombre cardinal d'un systéme maxie
mal d'éléments indépendants de ce groupes

(I) Tout groupe p-réduit de rang 1 est isomorphe & Bp , (groupe additif de

by

l'anneau P des nombres rationnels i dénominateur premier 3 p )o

DEFINITION 2. - Soit G un groupe p-réduit. Un systéme d'é&léments (aA)AEA
de G est indépendant modulo pk G ( k étant un entier >0 ) si une relation
de la forme :

k .
nlaAl-c-..e-l-nsa}\epG ax les nieg

s
entraine

pk divise n, i=1, ceey s .
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IEME l. - Soit G un groupe p=réduite Pour chaque entier k >0, le groupe

G/pk G est de la form;@g(pk) s OO Q(pk) désigne le groupe cyclique d'ordre
m

p¥ ot oy le nombre cardinal m est indépendant de k (cfe [3], pe 36, exercice
30).

Démonstratione = Il est évident que G/pG est un pegroupe de la forme@ C(p) »
m

I1 existe donc dans G un systéme maximal d'éléments indépendants modulo pG ,

soit (ax) agp ©b le nombre cardinal de ce systéme est m « Alors, (ax) ren oSt

k

un systéme indépendant modulo p~ G, car s'il existait une relation de la forme :

ezpk
A

et si pk ne divisait pas tous les n, on pourrait supposer que, par exemple,

}\.l-l-ooo'i'nsa

G oy les n €2

n, est premier 3 p, ce qui contredirait le fait que le systéme (ax) aep 0%
indépendant modulo pG , puisque 1l'on a :

nla)\i+...+nsa}\sepGo

Pour montrer que ce systéme est maximal vis-a=-vis de son indépendance modulo pk G,

il suffit de montrer que tout systéme (b“) y gqui est indépendant modulo pk G,
est aussi indépendant modulo pG « Or, si lrfn a une relation de la forme 3

nlbpl-l-...-i-nsbusepG oy les nieg,
alors
i=s
pk"l 2 n, b e ka et p divise n, pour i=1 eee s .
=1 Ky +

’
DEFINITION 3. = On appelle base d'un groupe p-réduit G tout systéme indé-
pendant modulo pG et maximale

Tout systéme indépendent modulo pG et, en particulier, tout élément x € G = pG,
peut &tre plongé dans une base de G o

D'arpés le lemme 1, deux bases d'un groupe p=-réduit ont le m@me nombre cardinale
’
DEFINITION 4e = On appelle dimension d'un groupe p-réduit, le nombre cardinal

d'une de ses bases, c'est—d-dire, le nombre cardinal m introduit dans 1'éncncé
du lemme 1,

D'aprés (H), la dimension du groupe p-réduit pk G est égale & celle de G,
pour tous les entiers k >0
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Toute base d'un groupe p-réduit est en particulier un systéme d'éléments indé=-

pendants. Donc, le rang d'un groupe p-réduit est supérieur & sa dimensione

Soit G un groupe p-réduit et soit (a%)AEA une base de G « Chaque ay
peut &tre plongé dans un sous-groupe pur et de rang 1 de G j; soit Sk ce
groupes D'apreés (1) s S est isomorphe au groupe Ep e On peut former la somme

B=EP s, .

AEN
DEFINITION 5. = Un tel sous=groupe B est appelé sous=groupe de base de G .

directe :

D'aprés (A), B est un groupe p-réduit.

Il est évident que deux sous=groupes de base d'un groupe p-réduit sont iso-

morphes.

’
DEFINITION és = On dira qu'un groupe p-réduit est complétement décomposable

sur EP s'il peut se mettre sous le forme d'une somme directe de groupes iso=
morphes & Ep .

IEMME 2: - Soit S wun sous-groupe pur d'un proupe p-réduit G . Alors, la

dimension du groupe p-réduit S est inférieure & la dimension de G o

une base de S o Puisque S est pur dans G,

Démonstrations. = Soit (aA)AEA
ce systéme est indépendant modulo pG ; il peut, par suite, 8tre prolongé en une

base de G 3 son nombre cardinal est donc inférieur & la dimension de G «

IEME 3. - Soit G un groupe p-réduite. Soit B un sous-groupe de G « Alors

B est un sous-groupe de base de G si et seulement s'il vérifie les conditions

suivantese

1° B est un groupe p-réduit complétement décomposable sur ﬁp .

2° B est pur dans G »

3° G/B est divisible.

Démonstratione = Si B est un sous-groupe de base de G , construit sur la
base (87?XGA.’ les propriétés 1° et 2° résultent immédiatement de la définition
de B o Puisque le groupe G/B s homomorphe & G, est divisible par tout nombre
premier g distinct de p , il suffit, pour démontrer la propriété 3°, de démon-
trer que p divise G/B o Soit x+ B un élément de G/B ou x ¢ B o
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Ie systéme (x) v (a.)\))‘E A est dépendant modulo pG ; il existe donc des entiers

n et ng premiers & p , tels que @

nx + n; a; + n, 8 + ...-s-nkakepG .
Done il existe un &lément g € G, pour lequel

X=Db+ pg on beB

et ona x +B=plg +B) .

Réciproquement, si le sous-groupe B de G vérifie les propriétés 1°, 2° et

3%, alors B = « En choisissant dans chaque cqmposante ﬁp de la décomposi~
m
tion de B un élément et un seul ay n! appartenant pas a pﬁp s on obtient une

base du groupe p-réduit B o Puisque B est pur dans G, le systéme (ax) A
est indépendant modulo pG « Soit x un élément de G, x¢ (ax)w\ .

Il existe, d'aprés la condition 3°, un élément b de B pour lequel on a
X = b€ pG .

Si b est un élément a, de la base de B, le lemme est démontré sinon, il

by

existe des entiers n et n, premiers & p pour lesquels on a
nb+ n, a, + eee + a, € pB d'oil nx + n, a, + eee ¥ a. € pG .
=y My By 1y B

Par suite (a.)\) AEA est un systéme indépendant modulo pG et maximale Ccmme
d'autre part, chacune des composantes de B est le sous-groupe pur de G engen=-
dré par 1'élément ay correspondant, B est un sous-groupe de base de G «

COROLLAIREe - Si B est un sous-groupe de base d'un groupe p-réduit G,

alors G et B ont meme dimensione

Si un groupe peréduit G coincide avee 1l'un de ses sous-groupes de base, la
dimension de G est égale & son range

LEMME 4+ = Pour un groupe pe-réduit G, les deux conditions suivantes sont

équivalentes 3

(a) la dimension de G est finie et égale au rang de G »

(b) G coincide avec chacun de ses sousw=groupes de basee

Démonstratione

Implication (a) => (b)e = Soit B un sous—groupe de base de G o La con-
dition (a) entraine que toute base de B, est un systéme indépendant maximal de
G 3 par suite, quel que soit x € G, il existe un entier k > O pour lequel

pkxeBaPuisque B est un sous-groupe pur de G, x€ Bj; donc B= G
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Implication (b) => (a)e = En effet, la dimension et le rang de G sont alors
égauxe Soit S un sous-groupe pur de G o Si (BX)AEA est une base du groupe
p-réduit S , elle peut &tre plongée dans une base (b}.t)l..lEM U (ax) aep de G

Alors
=P e Ps,

neM N Y-77
ox T et S)\ sont les sous=-groupes purs de rang 1l , de G, engendrés par
b et 8y respectivemente Mais alors S n @ T = 0, sinon il existerait un

peM

élément ¢ de cette intersection pour lequel (ax) Aen Y {c} serait un systéme
indépendant modulo pS « Donc S = J/ S est un terme d'une décomposition de

AEA
G en somme directes D'aprés [3] (théoréme 46.8), le rang de G est finie

Soit G un groupe p-réduite Soit G le complété de G pour la topologie
p~adiques Puisque G est un module sur l'anneau P, G est muni d'une struce
ture de B=module sur 1l'anneau P des entiers p-adiques.

r \ A
THEOREME le - Le groupe G est p-réduit et G est un sous=groupe pur de o

A A
Démonstrations = On montre que G est réduit et que G est pur dans G comme
A A

dans [4] (lemmes 17-18)e Comme G est pur dans G, G est sant torsione Puisque
-~
G est un P-module il est divisible par tout nombre premier q# D e

"

I1 résulte alors que G est un P-module sant torsion, réduit, séparé et

complet pour la topologie p-adique.

IEMME 5. - Toute base du groupe p-réduit est une base du groupe G .

Démonstratione = Soit (a,) une base de G « Puisque G est pur dans G,

A AEA A
alors le systéme (a)») rep St indépendant modulo pG « Soit x un élémant de 'E};

x est limite d'une suite (xn) » ot X &Go Pour n assez grand on a

3
X=x € pG o

I1 existe, d'autre part, des entiers m et s i premiers & p pour lesguels

on a une relation de la forme

mxn-(sl a}\1+ ...+sna)\h)epG .

A
mX 4+ S; 8, + eee + S_a, € pG o
1
n M n A

Par suite (a.?\) acp ©5t un systéme indépendant modulo p'é et maximale C'est done
une base de ¢ o
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Soit G wun groupe p-réduit et soit H wun sous-groupe pur de G o Soit i
le complété de H o

A « A .
Alors H est canoniquement isomorphe & un sous—groupe de G dans un isomor-
A

phisme qui laisse H inchangé. On identifiera H & ce sous=-groupe de G.11

est évident que B est un sous=groupe pur de G

I1 résultera de [4] (théoréme 23), le lemme suivante

IEME 6o = Si G est un groupe p-réduit et si B est un sous-groupe de base
A A

de G, alors G=Bo
Si deux groupes p-réduits sont isomorphes, leurs complétés sont isomorphese

A
Si G est un groupe p-réduit de dimension ! ; son complété G coincide avee

le complété d'un sous=groupe de base de G o Par suite, G est isomorphe au groupe

® et G est isomorphe & un sous—groupe pur du groupe ® o

I1 résulte immédiatement du lemme 6, que si G est un groupe p-réduit si B
est un sous-groupe de base de G, tout élément x de G est limite d'une suite

fondamentale d'éléments de B et, par suite, on a pour tout entier k >0 ,

G={B, pk G} grc:pe engeniré par H et pk G «

IEMME 7. = Si G est un groupe p-réduit, somme directe d'une famille de

groupes (G))AEA de dimension 1 , alors |A| est égal & la dimension de G

( |A| désignant le nombre cardinal de 1'ensemble A )o

Démonstration. = En effet, le systéme obtenu en choisissant pour chaque A, un

élément a, etun seul de GX = PGy, est une base de G o

THEOREME 2¢ = Tout endomorphisme ¢ d'un groupe p-réduit G peut se prolonger,

d'une maniére unlque, en un endomorphisme ¢ de G s L'application qui & ¢ fait

correspondre ¢ est un isomorphisme de 1'anncau des endomorphismes de G dans

1'anneau des endomorphismesdg‘a .31 1'endomorphisme ¢ est un automorphisme de G

@ egt un cutomorphisme de G.

Démonstration. = Soit x wun élément de & e Alors x est limite d'une suite

fondamentale (xn) d'éléments de G o Si ¢ est un endomorphisme de G , il est
clair que (¢(x )) est une suite fondamentale de G o Soit y sa limite dans G
On montre facllement que 1'application qui & x fait correspondre y est un
endomorphisme w de G et que la restriction d G de @ coincide avec ¢ e
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Si ¢' est un second endomorphisme de G, et si c};' =0 , alors ¢'(x) = p(x)
pour tout x dans G et ¢ = ¢ o Soient ¢ et Y deux endomorphismes de G ;
seit x un élément de G , limite d"une suite fondementale (xn) d' éléments de
G e On a alors

. A A /’\
Wx) = lim [(¢ + L]))(Xn)] = ¢(x) + Y(n) donc @+ Y= (?; + 1]\;
et
™\ . AA VaN AA
o¥(x) = Lim Bpw(x )] = oy(x) ~ donc Y=oy -

Si ¢ est un automorphisme de G et s'il existe x= lim (xn) dans G pour
lequel ¢(x) = O, alcrs, pour tout entior k > O il existe un entier n & par-
tir duquel o(x ) e p* G + Done x, € p* G et, par suite, x= 0.

Soit m un nombre cardinal et soit H un groupe p-réduit de la forme

Ao

H =’@ _Ep « On désignera par m, le rang du groupe H.
m

<\
THI;‘.OREME 3¢ = Sojent m g_’g_ v deux nombres cardinaux tels que m<L T, _S_:!_. m est

fini, 11 existe un groupe p-réduit de rang v etdedimension m siet seulsment si

r$moo

Démonstrations = Soit G un groupe p-réduit de rang ¥ et de dimension m .

Soit G le complété de G » Alors t est inférieur au rang de ¢ , qui est égal
au rang m, du complété B d'un sous=-groupe de base B de G .

Réciproquement soient ¥ et m deux nombres cardinaux tels que M<S T My
Soit B un groupe p-réduit complétement décomposable sur 'Iip et dont la dimen-
sion est M e Soit H le complété de B o Soit K un groupe divisible minimal

contenant H . On a les égalités rang (K) = rang (H) = my »

Puisque ¥ est un nombre cardinal compris entre m et My s OR peut trouver
un sous-groupe divisible M de X et qui contient B« Posons G= Hn M. Alors
G est un sous—groupe pur de H j en effet si l'ona:t nx € G et xe€ H, alors
x €M et x € G+ Par suite, G est un groupe préduit. Puisque G est pur dans
H, ona dim G <dim H » Mais B, étant un sous-groupe pur de H , est un sous—
groupe pur de G . Donc

dim G > dim B= dim H .

Par suite, dim G=m o D'autre part, M est un groupe divisible minimal pour
1l'inclusion Gc M, car si x€ M, alors x € K et il existe un entier n pour
lequel nx € H, donc nx € G » Il en résulte que le rangde G est 7 .
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A

IEMME 8. - Soient G un groupe p-réduit, et soit G son complétée Soit K

un groupe divisible minimal contenant G s ot soit M le groupe divisible mini-
mel contenant G et contenu dans K . Alors 1'enneau des endomorphismes de G,

est l'ensemble des endomorphismes de K qui respectent M et ¢.

Démonstration. — On a évidemment G = Gn M. Soit ¢ un endomorphisme du
groupe K pour lequel o(G) < G et (M) € M. Alors

¢o(G) = o(GnM SG
et ¢ est un endomorphisme de G o

Soit ¢ wun endomorphisme de G + Alors, d'aprés le théoréme 2, ¢ se prolonge
d'une maniére unique en un endomorphisme $ de 9(?}) ., D'aprés [3] (page 231,
exercioe 45) , c; et la restriction & ¢ d'un endomorphisme ¥ de K . On a donc
\P(&) € G.Soit x un élément de M . Il existe un entier k 3 O pour lequel
pk x € G « D'autre part on peut écrire K= Me M' , ou M est un sous-groupe

de KeOna
Yx) =y + ¥ avec yEM et y'e M.

Donec

k k k k

P Wx) = WpK %) = pF y+ pEy' = 9Pt x) € G -
I1 en résulte que pk y¢=0 d'ax 3 =0 et YM S M.

A

’ N>
THEOREME 4, -~ Soit G un groupe peréduit et soit G le complété de G « Si
H est un sous-groupe p-réduit de G, tel que

kaS H‘.E.pk-1 G

oi k est un entier > 1, alors, pour tout sous-groupe de base B de G, il

existe une décomposition en somme directe B = Bl & B2 telle que

H=Gn [pk"'l ?31 ® pk ?32]

A -
o Bi est le complété de Bi pour i=1, 2 . Le groupe pk 1 Bl e pk B2
est un sous-groupe de base de H , et la dimension de H est égale & celle de

G .

Démonstrations = Il suffit de démontrer le théoréme pour k= 1 « On peut sup-
poser HZ G et HZ pG.

Soit (a v)veN une base de G o Et soit B le sous=—groupe de base d¢ G cor-
respondent. Il existe au moins un élément 8, de la base précédente qui n'ap-

partient pas & H . En effet, sinon, on aurait, puisque H est p-réduit, B < H.
Comme, d'autre part, pG est contenu dens H et que G={B, pG}, alors G=He
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Soit (a;\) AEA
dire telle que toute relation de la forme

une sous-famille de (av) el indépendante modulo H, (c'est-i-

nlaxl+..o+nka>‘keH, o les nie§

entraine que p divise les ng ), et maximale vis & vis de cette indépendances

D'aprés ce qui précéde, il existe de telles familles.

D'autre part, il est évident que la famille des sous-ensembles de <a>»)7\.e/\
indépendants modulo H , ordonnée par 1'inclusion, est inductive. Elle posséde

donc un élément maximal.
On a done

(av)veN: (aA)AeA U (a}\')x'e/\' avec N= AuUA',

L'ensemble A' n'est pas vide ; sinon, soit x € H; si x ¢ pG il existe des

a

entiers n et n, premiers & p pour lesquels on a la relation ¢

nx + n + eee + € pG d'oh n + eoe + e H
1 a')»l By a?»k 1 a)»l By a)».k
et p divise les n, 5 ce qui n'est pase Donc x e pG et H= pG « Ce cas a été
éliminé.

On a alors, pour chaque A' e A' , une relation de la forme :

ax,+rla.)\l+...+rka>\keH ou les rieP.

Posons

b;\, =y * T a)\l +oees 4 T a"k‘
I . Y
1 est clair que le systéme (bx,))\,e A Y (437\))\e , ©st une base de G et que
le sous-groupe de base qu'elle engendre coincide avec B o

Le & .
systéme (pa)\) ren Y (b est contenu dans H

Al )x'e A
Ce systeme est indépendan‘b modulo pH ; en effet si 1'on avait

-

x:.anak.L 1.'}7\’
=

ou les n, et les m, sont des entiers, on aurait x € pG « Par suite p divie
serait les m . Donc

]
ana € pH . D'oy znia.)&eH

=1 N

et, par suite, p diviserait les n, .
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Le systéme (pex))\e/\ u (b ')2&' cpr ©st une base du groupe p-réduit H . En
effet soit h € H, h n'étant pas un élément du systéme précédents Supposons

que 1'ensemble
(Pa}\) reh Y (b)\'l ))\'E A Y {n}

soit indépendant modulc pH ; alors h ¢ pG; en effety, si h e pG, et puisque
(pa,}\)}\e AU (pb)\,')}\'e At ©st une base de pG, il existerait des entiers =n, n,
et mj premier & p , pour lesquels on aurait :

k
nh+ 2 n, pay + 2 m, Pby, € pZGSpH
izl i j=1 9 j

ce qui contredirait le ehoix de h

D'autre part, puisque (aA) ren Y (bN)Ne n ©st une base de G, il existe des
entiers n, , n et m‘,I premiers & p pour lesquels on a s

nh+ana)\+Zmb”epG.

i=1 i =1 L]
Mais 1'élément
L
nh+ 2 m, b, € H. Done Zna
i AY. i )“i
j:l J J i=1
et p diviserait n; .
On a donc seulement
L
nh+ 2 m, b, e pG .
. j A
=1 3
Posons
L
nh+ozlmjb>\,.=pg ohn ge G,
J= J

alors g ¢ H .« Si 1'on avait une relation de la forme s

1 Z
( ) tg + Si )\i
o t et les s i sont des entiers, on aurait ¢
tnh + jél mj tb?»'j + Z Sy pax € pH .,
Done p diviserait tn et, puisque p est premier 3 n s il diviserait t . La
relation (1) entraine alors, que p divise les 8y -

Supposons qu'il existe une relation de la forme
k
i..l 13)""5-"3 }\,jq-wgepG o Uy Vi, WED .
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Puisque

k
2 u, a +wgel,
=1 1N

alors p divise w et p divise les u; e Par suite,
:
v, b,, € pG
g 4N
donc p divise les vj .

On a ainsi obtenu un systéme (a)\)NE A Y (bh')%.' en Y {g} indépendant modulo pG,
ce qui est impossiblee.

I1 en résulte que 1'élément h € H n'existe pas et que le systéme
(pa)\)xeA U b)»'))»' et ©St une base du groupe p-réduit H e

On a alors une décomposition du sous=groupe de base B en somme directe ¢

B::BlQBz

o B (respe B2 ) est la somme des sous-groupes purs de rang 1 de G engen=
dré par les By, (respe les ay )e

De la démonstration précédente, il suit que B, e sz est un sous-groupe de
base de H o

A
Soit %l et B, les complétés dans G des groupes B, et B, alors
A A

B, ® pB;, est le complété dans G au sous-groupe H de G « Par suite
A A
BHS Gn [B, @ pB,] »

Soit x € G n ['fa)L © pB,] alors x= b, + pb, ai b, et b, sont les limites
respectives dans G des suites (b](_n)) et (b:(an) ) de B etde B, o Pour n
assez grand, on a X = (b](_n) + pbén)) € pG « D'oy x € H o Par suite

Il est évident que si G est un groupe p-réduit, la famille des sous=groupes
p-réduits de G est un treillis complet, sous-treillis du treillis des sous-groupes
de G o

IEMME 9+ « Un sous-groupe maximal M d'un groupe p-réduit G s €5t un sous-

groupe p-réduit de G o Par suite M est un é1lément maximal du treillis des

Sous-groupes p-réduits de G .

Démonstration. — D'eprés (B) il suffit de montrer que tout nombre premier q,

différent de p , divise M . Soit x € M o Il existe un éldment y de G pour
lequel x= qy »
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Si y n'appartenait pas & M, G coinciderait avec le sous-groupe engendré
par M et par y o D'autre part, il existe z € G pour lequel y = qz « Mais
z=a+ny avec a€M et n€Z.+.Donc gz=qga+ ngy€ M« D'os yeM ce
qui est impossiblee Par suite q divise M.

-

IEMME 10, ~ Soit M un sous-groupe maximal d'un groupe p-réduit G . Alors

pour tout sous-groupe de base B de G il existe une décomposition en somme
directe

B = 31@32

telle que le rang de B2 est égal & 1 et que

M= Gn (B, © pB,)

A A
o B, est le complété, dans G, de Bi pour i=1,2

Démonstratione = On a pG ¢ M ; en effet, soit g un élément du groupe G .
Si pg n'asppartenait pas & M, alors G serait engendré par M et par (pg) »

Dono on aurait
g = X + npg on xeM et ne i,

Puisque M est un groupe pe-réduit et que 1 - np est premier 3 p , la rela=
tion (1 = np) g=x € M entraine ge M, ce qui est impossibles Donc pG c M

D'aprés le théoréme 4, il suffit, pour démontrer le lemme, de démontrer que,
dans toute base (a}\) rep de G, un systéme indépendant modulo M, ne possede
qu'un élémente En effet si {ax ’ ap} était indépendant modulo M on aurait
a)‘.—_-x-l-napm x€M et neZ . Donc ax-napeM.

Le centre de 1l'annecau des endomorphismes d'un groupe P-réduit est P [4].
Soit G un groupe p-réduit et soit G son complétée Si 5 est un élément de
P, alors n est limite d'une suite (rn) d'éléments de P o Si x est un
élémeni; de G, alors (v x) est une suite fondamentale de G, dont la limite,
dans G est 7mx « On notera G{n} 1'ensemble des éléments x de G pour les-
quels mx eppartient & G, c'est-a-dire, 1l'ensemble des éléments x de G pour
lesquels la suite (rn x) converge dans G e

On a alors le lemme suivant

IEMME 1l. = L'ensemble G{n} est un sous-groupe pur et compldtement invariant
de G o

Soient x et y deux élduents de G«
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Démonstration. = Si les suites (rn x) et (1:‘n y) convergent dans G alors
la suite (rn(x - y)) converge aussi dans G « Si la suite (rn px) converge
dans G, elors la suite ( T, x) converge dans G puisque G est un sous=groupe

A
pur de G «
Donc Gf{n} est un sous=-groupe pur de G « D'autre part, il résulte du lemme 8,
que G{n} est un sous=groupe complétement invarient de G o
’
DEFINITION 7o = Un élément n € P sera admis par G si Gin}l= G .
I1 est évident que l'ensemble £ des éléments de P admis par G est un sous=
anneau de P dont le groupe additif est pur dans B .
4
DEFINITION 80 = Un groupe p-réduit G sera dit homogéne si, pour tout élément
neP onas soit Gln}= G, soit G{n}= 0.

Tout groupe p-réduit complet est homogéne ainsi que tout groupe peréduit come

plétement décomposable sur Ep .

2« Sommes directes et sous=groupes complétement invariants.

THECREME 1. = Soit G un groupe abélien de la forme

G=Te® De H

ou T est un g-groupe d’7isible, D wun groupe divisible sans torsion et H un groupe

rédult sans torsion.Si K est un sous-groupe complétement invarient de G, on a
soit K=TeDe® L ot L est un sous-groupe complétement invariant de H , soit

K=T, soit K= T[qr],_g‘i r est un entier > 0.

Ie théoréme 1 résulte des lemmes 1-8 suivantse

IEMME ls = Soit G . un groupe abélien ; soit H un sous-groupe complétement
inveriant de G o Si G admet la décomposition en somme directe G= G, ® G, »

alors H admet la décomposition en somme directe H=H, Hy, s H=HnG,

pour i= 1, 2, est un sous~groupe complétement invariant de G:i. .

IEMME 2¢ = Si G est un groupe divisible sans torsiom, les seuls sous=groupes

complétement invariants de G sont O et G [4]e

IEMME 3o = Si G est un pegroupe divisible, les seuls sous=groupes compléte—

ment invariants de G sont G et les G[p"] o1 r est un entier >0 [4].
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IEMME 4¢ = Egi_p_ G un groupe divisible de la forme G=Te D, oh T est un
p-groupe et oi D est un groupe sans torsione Alors, tout sous-groupe complétement
invarient H de G, distinct de G et de T, est égal 3 T[p"] oi r est un
entier > 0 (cf. [4], page 64, exercice 69). .

IEMME 5. = Soit G un groupe de la forme

G=Te H

oi T est un pe-groupe divisibleet o H est ungroupe sanstorsion.Si K est un

sous-groupe complétement invariant de G, on a soit K=Te L, oi L est un
sous—groupe complétement invariant de H s Soit K= T[pr] » 4 r est un entier
>0,

Démonstrations — D'aprés le lemme 1, K admet la décomposition en somma directe

K=KnTeKnH.

KnT et Kn H sont des sous-groupes complétement invariants de T et H rese
pectivemente.

5'il est différent de T, Kn T est, d'eprés le lemme 3, égal & T[p"] o
r est un entier >0 .

Par suite, P K= pT(K nH) est un sous-groupe complétement invariant de G
aontenu dans H et il n'est nul que si KnH=0.

Pour démontrer le lemme il suffit de démontrer qu'il n'existe pas de sous-groupe
complétement invariant de G contenu dans H . Supposons au contraire qu'il en
existe un, soit L ¢

I1 existe donc un é1lément x , non nul, dens L . Soit {x) 1le groupe cyclique
engendré par x . Il existe un isomorphisme de (x)/px dens T . Por suite, il
existe un homomorphisme ® de (x) dems T, ¢ ;é O . Puisque T est divisible
¢ se prolenge en un homemorphisme Y de H dans T . Soit 6 1fendomorphisme

de G défini de la maniére suivante @

o (y) =¢(y) si yeH
e(y) =0 si yeT.

ma 6(L)SCLNT=0C.Donc ¢((x)) =0, ce qui est impossible. Par conséquent
L=(0).
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IEMME 8. = Soit G un groupe de la forme s

G:B@H

i Hestun groups réduit sans torsionetot B =T ® D est un groupe divisible, T
étant un qg-groupe et I un groupe sans torsion. Si- K est un sous=groupe com-
plétement invariant de G, on a soit K= Be L o L est un sous=-groupe cors

plétement invariant de H, soit K= T soit K= T[p'] oi r est un entier
>0,

Démonstration. - D'eprés le lemme 1, K admet la décomposition en somme directe

K=KnBeKnH, KnB et KnH sont des sous=groupes complétement inva-

riants de B et de H respectivement.

D'aprés le lemme 4, ou bien K nB=B d'ox K= Be KnH, ou bien
K nB= T[q"] , r étent un entier >0, alors K est un sous=-groupe compléte=
ment invariant de T © H ; donc, d'aprés le lemme 5, si p=q, et d'aprés le
lemme 7, si p;éq,ona KnH=0 et K._T[qr] oin r est un entier > 0.
Enfin, si K nB= T, on peut écrire

S'il existe un élément x e KnH, x# 0, x peut 8tre plongé dans un sous=
groune our et de rang 1 de H. soit N.

S'1l existe un é1ément xe Hn K, x # 0, il existe un isomorphisme i de
(x) dons D .

Puisque le groupe D est divisible, il existe un prelongement ¢ , de 1,
a H.

Soit ¢ 1'homomorphisme de G défini par

y(a) =¢(z) si zeH
y(z) =0 si z¢B,

Ona2 y(x)egnD=0.Done Lp(x) = 0 et, par conséquent, on a d(x) =0 ce
qui est impossible, puisque i est un isomorphisme.

Prr suite, KNnH =0 et done K=T, ce qui démontre le lemme.

Le théoréme 1 résulte alors des lemmes 2 & 8 ol sont examinés les différents
c~8 qui peuvent se produire.
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D'autre part, on a le lemme suivant 3

IEMME 9+ =~ Si un groupe G admet la décomposition en somme directe G=He K
et si le sous-groupe H est complétement invariant, alors tout sous~groupe com=
plétement invariant L du groupe H est complétement invariant dans G ; si M-
est un sous-groupe complétement inveriant du groupe K, He M est un sous-groue

complétement invariant de G .

On appelle C-groupe, tout groupe dont le treillis des sous-groupes compléte=
ment invariants, est totalement ordonné [2].

On dira qu'un groupe G n'est pas borné, s'il n'existe pas d'entier n Z0,

pour lequel nG= 0 .

I1 résulte du théoréme 1 et du lemme 9, le théoréme ci=-dessous

’
THECREME 20 - Soit G un groupe non borné, alors G est un C-groupe, si et
seulement si G=Te De H, oi T est un gmgroupe divisible, ou D est un

groupe divisible sans torsion et oi H est un C-groupe p-réduit.

Démonstratione = Si G a la forme décrite dans 1'énoncé, il résulte immédia~

tement du théoréme 1, que G est un Cmgroupe.

Si G est un C=groupe, soit B le sous-groupe divisible maximel de G « Puis=
que B est un sous-groupe complétement invariant de G, alors B est un
C-groupes B contient, s'il n'est pas nul, le sous-groupe de torsion maximal T
de G qui est un gegroupe [2]s T est, par suite, le sous-groupe de torsion
meximal de B3 T est donc un qg-groupe divisible et 1l'on a

B=Te D

oi D est un groupe divisible sans torsions Done, si B n'est pas nul, il
existe un sous-groupe H de G telque G= Be H. Si H n'est pas nul, alors
H est réduit, sans toreion, et d'aprés [2] il est divisible par tout nombre pre-
mier q , autre que le nombre premier p qui ne divise pas G « Par suite, H
est un groupe p-réduite D'aprés le lemme 9, H est un Cegroupe.

Si G est un groupe réduit, il est sans torsion, sinon le théoréme 2 de [2],
entratnerait que G est borné. Par suite G est un C-groupe p-réduit.
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3+ Cegroupes p-réduitse

I1 résulte du lemme 15 (§ 1), que tout C-groupe p-réduit est un groupe
p-réduit homogépe. Il résulte du théoréme 4 (§ 1) que, pour tout sous—groupe com-
plétement inveriant H d'un CO-groupe p-réduit G et pour tout sous-groupe de
base B de G, il existe une décomposition en somme directe de B:

B = Bl@B2

et un entier positif k pour lesquels on a :

ktl 4
Bz)

oh B, est, pour 1= 1,2, le complété dans G de Bi .

H:Gn(pk§1©p

Soit G un O-groupe p=réduit, et soit G un groupe divisible minimal con-
tenant G o Alors, pour tout x € G s il existe un entier positif k pour lequel

kaEGa

Nous désignerons par A et B les anneaux d'endomorphismes de G et G
respectivemente. L'anneau A est un sous-anneau de B (cfe [3]) et chaque é1é-
ment ¢ de A peut Btre considéré comme la restriction & G de 1'élément ¢
de B défini par :

- ~k k
o(x) = p o(p” x) ,

si xe G et si kaEGo

I1 est évident que si G est un C=groupe p-réduit, le treillis des sous=A-
modules de G est totalement ordonné et que 1l'ensemble ordonné des sous-A-modules
cycliques non nuls de M ne posséde ni plus petit ni plus grand grand élément.

Soit V le centre de l'anneau A .

IEMME 1. - Le groupe G est un Vemodule sans torsion.

Démonstrations = Si ¢ est un élément de V, Ker ¢ est un sous=groupe pur

complétement invariant de G . Donc si ¢ n'est pas nul, Ker ¢ = O«

IEMME 2+ - L'anneau V ne posséde pas de diviseur de zéro dans A4 .

Démonstrations — Soient ¢ €V et ye A o Si 1l'on avait ¢=0 et si ¢# 0,
alors ¢yG= 0 + D'aprés le lemme 1, YG= 0. D'os Y = O .
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IEMME 3o = L'anneau V est un anneau de valuation d'un corps X .

Démonstration. - Soient ¢ et ¢ deux éléments non nuls de V j les sous-
groupes ¢G et YG sont complétement invariants. Supposons que ¢G € yYG ; alors,
pour tout élément x de G il existe un élément y de G pour lequel
o(x) = Y(y) ; 1'élément y ainsi défini, est unique, d'apres le lemme,l. Soit 6
1'application qui & 1'élément x fait correspondre 1'élément y ;3 © est évidem-
ment un endomorphisme du groupe G o Comme ona ¢ ¢ =96 et que ¢ et Y sont
des éléments non nuls du centre V de l'anneau A , il suit, du lemme 2, que
eV .

DﬁFINITION le = 5i G est un groupe sans torsion et si M est un groupe divi=-
sible minimal contenant G , on appelle quasi-endomorphisme de G , tout endomor-
phisme de M pour lequel il existe un entier n , non nul, tel que : np G S G ;
c'est-d-dire tel que ny soit un endomorphisme de G (cfe [1]).

L'ensemble des quasi=-endomorphismes d'un groupe sang torsion G est un sous-
anneau de l'anneau des endomorphismes du groupe M et il contient l'anneau des

endomorphismes de G .«

IEMME 44 = S1 G est un C-groupe p-réduits, et si B; est 1'anneau des quasi-
endomorphismes de G , alors G est un B, -module simple (fidéle).

Démonstrations = Si x et y sont deux éléments non muls de G , il existe
9 €A tel que x = o¢(y) , si, par exemple, Ax S Ay . D'autre part, il existe un
entier k 20 et un élément ¥ de A pour lesquels on a : pk y = Y(x) « Donc
y=6(x) ou 6= p"k Y est un quasi-endomorphisme de G o

IEMME 54 - Si G est un C=-groupe p=-réduit, G est 1l'enveloppe injective du
A-module G , lorague lannesu B, est artinien (& gauche). ‘

Démonstration. = Il suffit de démontrer que G est un A-module injectif. D'aprés
le lemme 4, G est un module injectif sur 1'anneau B, des quasi-endomorphismes

de G . Ia démonstration est alors la mBme que celle du théoréme 12 de [5].

LEMME 6+ ~ Soit G un C-groupe p-réduite Soit B, l'anneau des quasi-endomore-

phismes de G . Alors le corps commtant X de B, sur G est le corps des frac-

tions de 1l'anneau V , centre de l'anneau des endomorphismes A de G .« De plus,
K est le commutant de & sur G .
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Démonstrations = Il est évident qu'un élément o de l'ammeau B des endomor-

phismes de G commute avec tout élément de A si et seulement s'il commute avec

tout élément de B, . D'autre part, si a est un élément de K , 0oG est un sous-
A-module de G « Si oGS G, ona a €V , Sinon, il existe un entier k > O
pour lequel pk(aG) S G . Donc pk a €V et, par suite, K est le corps des

fractions de V .

IEMME 7+ ~ Soient G un C-groupe p-réduit, A 1'anneau des endomorphismes de
G, V le centre de A et K le corps des fractions de V . S'il existe un
€lément o de K et un élément x de G pour lesquels on a Aa x 'Q_ ix , alors

aeV.,

Démonstration. - En effet, si pour a € K et x€G, ona : Aax 2 Ax et si
a n'appartient pas & V , alors atev . Ona donc Aot x Cix , d'od

£x S Ao x , ce qui est impossibles Donc a €V ,

On désignera par B2 1'anneau des endomorphismes du K=espace vectoriel [
On a évidemment B SB,SB et K est le centre de 1l'anneau B2 .

Soit H wun sous-fi=module de G « Llors H est en particulier un V-module, et
on a le lemme suivant.

IEMME 8, - L'anneau des endomorphismes du groupe H coincide avec l'anneau des

Ve~endomorphismes du Vemodule H .

Démonstration. = Tout Veendomorphisme du V-module H est un endomorphisme du

groupe H . D'autre part, si H S G, alors il existe un entier k >0 , pour
lequel on a :

pk+l GQHkaG .

Soit ¢ un endomorphisme de H , alors on a :
P e cercHEG .

1
Donc pk+ ¢ est un endomorphisme du groupe G et, par suite, ¢ appartient a
1'anneau B, des quasi-endomorphismes de G o Donc ¢ commute avec tous les
éléments de V et est un Ve-endomorphisme de H . Si G CH, il existe un entier

k >0 , pour lequel pk HS G et si ¢ est un endomorphisme du groupe H , on at

X k k
p ¢S o(p HHSp HEG .

Par suite ¢ appartient a Bl et est un Veendomorphisme de H
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Soit T un ensemble totalement ordonné par une relation d'ordre notée < et
qui, s'il n'est pas réduit & un seul élément, ne posséde ni plus grand ni plus petit
é1ément.

Soit M un module simple unitaire fidéle sur un anneau B . Soit F le corps

commtant de B sur M.

On adjoint 3 l'ensemble ' wun élément noté O , assuietti & la condition :

0 <a quel que soit a eTl.

,
DEFINITION 2. - Lppelons quasi=valuation du systéme constitué par M , F et
B , une application v de M sur I' u {0} vérifiant les axiomes :

(I,) v(x +y) < Maxe(v(x) , v(y)) quels que soient x et yeM.

(Iz) v(x) =0 si et seulement si x =0 .

(IL,) 8i O #v(x) <v(y) ,ob x et yeM, il existe a € F* , pour lequel
v(ay) < v(x) .

(IZ,) Si pour un élément x € M et un élément aeF , ona : v(ax) <v(x) ,

alors, quel que soit ye M, ona : v(ay) < v(y) .

(IIT) si v(x) <v(y) ot x et ye M, il existe ¢ dans B tel que X = ¢y
et que ¢+ v(pz) <v(z) quel que soit z €M,

Soit G un C-groupe p-réduit et soit /L 1'anneau des endomorphismes de G «
Les axiomes (I), (II) et (III), sont vérifiés si 1'cn prend soit le systéme cons-
titué par G s le corps R des nombres rationnels, l'anneau B des endomorphis—
mes de G 3 soit le systéme constitué par G , le corps K des fractions de l'an-
neau V , centre de 1l'anneau /A et par 1l'anneau B, des endomorphismes du
K-espace vectoriel G » Dans les deux cas, on prendra pour ensemble I , 1l'ensem=
ble des sous=h-modules cycliques non nuls de G et pour application v 1'appli-
cation qui 2 un élément x de G fait correspondre Ax .

Des axiomes (I), (II) et (III) résultent immédiatement les propriétés :

() S aeFetsi xeM sona v(mx) <v(x) (resps v(ax) =v(x) ) si et
seulement 81 1l'op a v(x) <v(a~ x) (3351_)_. v(x) =v(ot"'1 x) e

(B) Si pour un élément x de M et pour un élément o de F* » On & v(x)<vix),
alors, pour tout élément y de M, ona v(y) € v(ay) »

(C) Quel que soit x €M , ona : v(=x) =v(x) »

(D) L'ensemble A des éléments ¢ de B pour lesquels on a 3
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v(px) < v(x) quel que soit x € M ,

est un sous-anneau unitaire de B

(E) Le treillis des sous-hi=-modules de M est totalement ordonné et est iso-
morphe & 1'ensemble totalement ordonné des sections commencantes généralisées de
' u0 « Pour tout x € M , le sous-module cyclique Ax est l'ensemble des élé-

ments y de M pour lesquels v(y) < v(x)

(F) Si 9eh et si N est un sous-i=module non nul de M , alors ¢N =0
entraine ¢ = 0 . En particulier l'anneau . est premier.

IEMME 9s - L'ensemble V ={a ; a e F; v{ox) € v(x) , quel que soit x e M}
est un sous-amneau de valuation du corps F (efe. [6]).

Démongtraticn. = Il est évident que V est un sous-amneau unitaire de F o Soit
aeF, agV ., Alors, il existe un élément x de M pour lequel on a :
v(x) < v(ax) « Done, d'aprés la propriété (4), on a v(oz"l x) <v(x) ; et d'apres
1'axiome (IIZ)’ on a v(a’”l y) <v(y) pour tout y e M . Dor: lev » Soient
a et BeV,oh a0.Si ey , alors ot po appartient & V o Sinon,
soit x un élément de M . On a, puisque Pe V , 1'inégalité :

v(pax) < v(ax) .

D'ol, d'aprés la propriété (1), v(ét""l Pox) < v(x) 3 par suite ot paev .,

Nous désignerqns par § le groupe de la valnation du corps F , correspondant
a l'anneau A ; et nous noterons ¥ cette valuation.

[EME 10. = Soient @ et P deux éléments de F . Ona v(ax) = v(Bx) quel
que soit x € M si et seulement si V(a) = ¥(B) .

Démonstration. = Si v(ux) = v(fx) quel que soit x € M s alcrs, d'aprés la pro-
priété (A) et d'aprés le lemme 9, ﬁ"la et on"lp gppactiizmernt & Y'axvsau V3 par enite,
ona : Y() = Y(p) o Inversement, si ¥V(a) = Y(B) ; les éléments a et
@ P appartlennent & V . Donc, quel que soit x €M, ona v(p™ ox) < v(x)
et v(a"l px) < v(x) « Il résulte alors, de la propriété (&), que v(ax) < v(cx)
et v(px) < v(ox) - D'ot v(ox) = v(px) -

Soit p un élément du groupe F o Il existe un élément o € F tel que
p =¥(a) o D'aprés le lemme 10, 1'application de l'énsemble I , qui & v(x) fait
correspondre v(ax) , ne dépend que de p . Soit @p cette application.
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IEMME. 11, = @p est un automorphisme de 1l'ensemble ordommé T .

Démonstration. ~ L'application @p est surjective, car si vi(y)e T , ona

= o™ y) « D'ot v(y) = ®p v(a y) o L'inégalité v(x) < v(y) a lieu si, et
seulement si, il existe un élément ¢ de l'anneau L pour lequel x = ¢y 3
c'est=d~dire si, et seulement si, = p(ay) ; par suite, 1'inégalité v(x) < v(y)
n'a lieu que si ©_ v(x) <© v(y) o Il est immédiat que 1'égalitéd
®p v(x) = @p v(y) entratne v(x) =v(y) o

On démontre facilement le lemme ¢

LEMME 12, = L'application qui & 1'élément p du groupe § , fait correspondre
1'automorphisme ®p de 1l'ensemble I' est un isomorphisme du groupe & dans le
groupe 9 des automorphismes de ' ; ordomné par la relation < définie de la

maniére suivante :

¥,0€8 et YO siet seulement si ¥(A) < ©(A) pour tout AeTl .,

D'autre part, les axiomes (IIl) et (IIZ) entratnent, respectivement les proprié-
tés (II}) et (ILY)
(II}) S A<p o A et pel ,ilexiste peF tel que @pp. Ae

(I13) si @p?x<>\ o A€l et peS, alorsona @ppsp. quel que soit
peET o

La propriété (II]) entraine le résultat :

LEMME 13, - Ila valuation du corps F est triviale si et seulement si T ne pos=-

séde qu'un élément.

IEMME 140 - Si B est l'anneau des endomorphismes du F-espace vectoriel M ’

alors B est l'anneau des endomorphismes du Vemodule M o

Démonstration. = On a évidemment 1'inclusion : B S IV(M) «eSi feF etsi
£V, offx) =fp(x) ot 9eB et xe M résulte du fait que fLev ot que
tout élément de M peut se mettre sous la forme fy ob ye M,

I1 résulte de 1'axiome (IIl), le lemme ¢

IEMME 15, - Si G est un sous=i-module non nul de M s alors quel que soit
x €M, il existe aeF pour lequel ox € G .

I1 résulte de la propriété (E) et du lemme 9
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IEMME 16, - Tout Sous=he=module G de M est un V-module ;3 si G n'est pas
mul, le rang du V-module G est égal & la dimension du F-espaes vectoriel M .

I1 résulte du lemme 15 :

LEMME 17, - Si un sous-f-module non nul G de M est un F-espace vectoriel,
G colncide avec M .

Nous supposerons, dans la suite, que B est l'anneau des endomorphismes du
F-espace vectoriel M , et que T n'est pas réduit & un seul élément.

Soit G un sous~i-module non mul de M et distinct de M . S»hit Al 1'anneau

des Veendomorphismes de G o

IEMME 18, - L'anneau Al est un sous-anneau de B .

Démonstration. - Soit ¢ €L, et soit xe M. D'aprés le lemme 15, il existe
un élément a de F  pour lequel, ona ox € G « Posons ¢(x) = ot p(ax) o 51
pour un autre élément B de F ona fxe G, alors ot plax) = p"l p(px) 3 en
effety, si x € G et si a et B appartiennent & V , alors

-l -l 1
o plax) = od agx) =o(x) , et B o(fx) = o(x).

Si xe G et si B¢V, alors, d'aprés le lemme 9, 13"]' € V « Done

-l A Id
p(x) = (B~ px) =B L ¢(px) - Enfin si x G, a et [ appartiennent néces-
sairement &4 V , Puisque V est un anneau de valuation, il existe un élément &

de V pour lequel : o = &3 s D'ol
-l -l =l -l
a” glax) =87 87 ¢(8px) =B~ ¢(px).

Mentrons que ¢ est un endomorphisme du groupe M . Soient x et ye M.
Llors, pour deux éléments a et B de P ,ona ax et By e G . Seient
p(x) =a” ¢lax) et §(y) =~ o¢(py) « Si, par exemple B=ya ot yeV,
alors yay et yox € G« Il en résulte que PB(x + y) € G » Denc

o(x + y) = o(plx + 3)) = F o(pe) + £ o(By) =) +7() -

Montrons que ¢ est un F-endomorphisme de M o Il suffit, d'aprés le lemme 14,
de montrer que ¢ est un Veendomorphisme de M « Soit a e V et soit xe M.
Si1 xe G, ona

Pplox) = glax) = op(x) = dp(x) .
Sinon, il existe Pe V" tel que Pxe G o Alors

FG) = e(px) 5 done op(x) = of™h p(px)
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si aﬁlev,ona =3

ag™ o (px) = olop™ ) =Flax) .
Sinon [3"1 aeV et
ap"l o(px) = aﬁ"l q;(;sa"l ax) = p(ox) .

Le prolongement ® de ¢ & M ainsi défini est unique et 1l'application
¢ - ¢ est un isomorphisme de Al dans B . On peut donc considérer Al comme

un sous=anneau de B »

L'ensemble I‘l des sous-Al-modules cycliques non nuls de M est totalement

ordonné puisque & S A4, .

IEMME 19 - L'ensemble I'; ne posséde ni plus petit ni plus grand élément.

Démonstration. = En effet, si r possédait un plus grand élément, M serait

un A, -module cyclique, c'est-d~dire : M =4 x ol xeM . Puisqu'il existe
ae F* tel que ax e G s on aurait M =G , ce qui contredit 1'hypothése faite
sur G o

Si T, possédait un plus petit élément, il existerait un sous-i -module mini=-
mal dans M , soit Al X ou X €M Al x serait un F-espace=vectoriel.
D'aprés le lemme 17, on aurait M =& x,d'oh M=G; ce qui est impossible.

LEMME 20. - L'application v, de M sur I, u {0} définie par v, (x) =4, x
1 sur Y gellmic par vy 1

ot x est un élément non nul de M et par v, (0) =0 , est une quasi-valuation

du systéme constitué par M , F , B,

Démonstration. - Les axiomes (I) et (III) sont visiblement vérifidse. Soient x
et yeM, x#£0.,5i 1'cna v, (x) < v, (y) , alors nécessairement v(x) < v(y) .
Donc il existe ae F tel que v(ay) £v(x) o D'od v, (ay) € v(x) . Et 1'axiome
(IL,) est vérifié. Si, pour un élément o de F et un élément x de M, ona
v, (ax) < v, (x) , alors ou bien aeV et, v(ay) <v(y) quel que seit y e M ;
par suite, v, (ay) <v;(y) quel que scit y e M ; ou bien a ¢V , donc e Vg
par conséquent, ona o x € Ax S A; x 4 done L ot x SL; x, clest-a~dire

v, (x) < vy (ax) , ce qui est impossible.

’ b )
THEOREME 1. = Soit M un groupe divisible sans torsion. S'il existe une qua.sie
valuation non triviale v du systéme (M, B, E) ou B est 1l'anneau des endo-
morphismes de M et ou R est le corps des nombres rationnels, et si A est

1'anneau de cette quasi-valuation, tout sous~i-module G de M, différent de M
et du module (0) est un Ce—groupe p-réduite
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Démonstration. = Si la quasi-valuation v n'est pas triviale, elle induit,

d'aprés le lemme 13, une valuation non triviale du ccrps R « A cette valuation,
correspond l'anneau P des nombres rationnels dont le dénominateur est premier
3 un nombre premier p . D'aprés le lemme 20, G est un C-groupe. D'aprés le

lemme 17, G est réduit. Par suite, G est un C=groupe p-réduit.

BIBLIOGRAFPHIE

[1] BEAUMONT (R. A.) and PIERCE (R. S.). = Torsion free groups of rank two.
- Providence, Lmerican mathematical Society, 196l (Memoirs of the American
mathematical Society, 38).

(2] BRAMERET (Marie-Paule). - Treillis d'idéaux et structure d'anneaux, Séminaire
Dubreil-Pisot : Algébre et Théorie des nombres, te. 16, 1962/63, n° 1, i1 p.

[3] FucHs (Lészlé). - Abelian groupse = Budapest, Publishing House of the Hungarian
hcademy of Sciences, 1958,

(4] KAPLIANSKY (Irving)e — Infinite abelian groups. = Lnn Arbor, University of
Michigan Press, 1954 (University of Michigan Publications in Mathematics,

[5] LESIEUR (L.) et CROISOT (Ro)e = Sur les anneaux premiers noethériens 3 gauche,
finn. sciente Ece Norme. Sup. Paris, 3e série, te. 76, 1956, p. 161183,

[6] SCHILLING (0. Fe Gs)e = The theory of valuations. - New York, American mathe-
matical Society, 1950 (Mathematical Surveys, 4).




