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13-01

GROUPES p-RÉDUITS

par Mlle Marie-Paule BRAMERET

Séminaire DUBREIL-PISOT

(Algèbre et Théorie des nombres)
16e année, 1962/63, n° 13 le février 1963

(Texte rédigé en Septembre 1963)

Tous les groupes considérés dans cet exposé sont supposés commutatifs. Rappe-
lons (cf. [3]) qu’un groupe G est dit divisible par un entier n si, pour tout

élément x de G ~ il existe un élément y de G tel que x = ny . Ih sous-

groupe S d’un groupe G est dit pur si l’on a Inégalité nG n S = nS pour tous

les entiers n ~ si, lorsque l’équation nx = a , ou n est un en-

tier et où a est un élément de S f possède une solution x dans G ~ une de ces

solutions à S . Dans le cas où le groupe G est un groupe sans tor-

sion, un sous-groupe S de G est pur si, et seulement si, l’égalité pG n S = p~
a lieu pour tous les nombres premiers p .

Au paragraphe 1, nous donnerons la définition des groupes p-réduits et des

notions qui s’ y rattachent. La structure de certains groupes p-réduits a été
étudiée par Io KAPIANSKY (cf. [4]).

Les paragraphes 2 et 3 sont des compléments à l’étude des C-groupes ~ cf. ~~~ ~ .

1. Quelques p ropriétés des rou es p-réduits.

DEFINITION 1. - Etant donné un nombre premier p ~ un groupe abélien G est

dit p-réduit s’il vérifie les conditions suivantes :

1 ° G est un groupe san f torsion, 
’ 

°

2° G est divisible par tout nombre premier q différent de p ;

3° G ne possède pas de sous-groupe divisible par p ~ autre que le sous-groupe

(0) .

Exemples. - Le groupe additif P de l’ anneau ? des entiers p-adiques est

p..rédui t  ainsi que tous les sous-groupes purs de ~’ . Il en est ainsi, en par-
ticulier, du groupe additif R de l’anneau P des nombres rationnels à déno-

minateur premier à p .

De propriétés valables dans des cas plus généraux (cf. C3~ ) ~ résultent les pro-
priétés suivantes :



(A) Toute somme directe de groupes p-réduits est un groupe 

(B) Pour qu’un sous-groupe d’ un groupe p-réduit soit lui-même p-réduit, il
faut et il suffit qu’il soit divisible par tout nombre premier q différent de

P ~

(C) Tout sous-groupe caractéristique ( en particulier, complètement invariant)
et tout sous-groupe pur d’ un groupe p-réduit est p-réduit.

(D) Soit G un groupe p-réduit. Soit S un sous-groupe p-réduit de G *

Pour que S soit un de G ~ il faut et il suffit que soit véri-

fiée l’~~~é ;

G est un groupe p-réduit, il en est de m~me du groupe additif de
l’anneau des endomorphismes de G.

(F) Si le groupe G est p-réduit, on a

(G) Tout groupe p-réduit G peut être muni d’une structure de module sur
1’anneau P des nombres rationnels dont le dénominateur est premier à p . Ce
module est sans torsion. La topologie p-adique, induite sur G par celle de P ,
admet le système des p G comme base de voisinages de 0 et elle est séparée.
Inversement, le groupe additif sous-jacent d’un P-module sans torsion et dont la

topologie p-adique est séparée? est un groupe p-réduit.

(H) Pour tous lea entiers positifs k et h~ les groupes et

p sont isomorphes.

On appelle rang d’un groupe sans torsion le nombre cardinal d’un système maxi-
mal d’éléments indépendants de ce groupée

(I) Tout groupe p-réduit de rang 1 est isomorphe à ~ ~ (groupe additif de
l’anneau P des nombres rationnels à dénominateur premier à p).

DEFINITION 2. - Soit G un groupe p-réduit. Un système d’éléments
de G est indépendant modulo p G ( k étant un entier > 0 ) si une relation
de la forme :

entraine



LEMME 1. - Soit G un groupe p-réduit* Pour chaque entier k > 0 , le groupe

est de la où C(p") désigne le groupe cyclique d’ordre
m

P~ et (ù le nombre cardinal m est indépendant de k (of. [3]~ p~ 36, exercice

30).

Démonstration. - Il est évident que G/pG est un p-groupe de la forme ~ C(p) .
m

Il existe donc dans G un système maximal d’éléments indépendants module pG ,
de ce système est m . 

un système indépendant module p G , car s’il existait une relation de la forme :

et si p~ ne divisait pas tous les n. 1 on pourrait supposer que, par exemple,

nl est premier à p ~ ce qui contredirait le fait que le système 
indépendant modulo pG , puisque l’on a :

Four montrer que ce système est maximal vis-à-vis de son indépendance module pk G,
il suffit de montrer que tout système (b ) ~ qui est indépendant module p G ~
est aussi indépendant module pG . Or, si l’on a une relation de la forme s

DEFINITION 3. - On appelle base d’un groupe p-réduit G tout système indé-

pendant module pG et maximal.

Tout système indépendant modulo pG et, en particulier, tout élément x E G - pG,
peut ttre plongé dans une base de G .

D’arpès le lemme 1, deux bases d’un groupe p-réduit ont le même nombre cardinale

,

DEFINITION 4. - On appelle dimension d’un groupe p-réduit, le nombre cardinal

d’une de ses bases, le nombre cardinal m introduit dans l’énoncé

du lemme 1.

Diaprés ~ H ~~ la dimension du groupe p-réduit p k G est égale à celle de G ~
pour tous les entiers k ~ 0 .



Toute base d’un groupe p-réduit est en particulier un système d’éléments indé-

pendants. Donc, le rang d’un groupe p-réduit est supérieur à sa dimension.

Soit G un groupe p-réduit et soit (~)~ A une base de G . Chaque a.
peut ttre plongé dans un sous-groupe pur et de rang 1 de G ; soit S ce

groupe o D’ après (I), S est isomorphe au groupe R . On peut former la somme

directe :

DEFINITION 5. - Un tel sous-groupe B est appelé sous-groupe de base de G .

D’après (A)~ B est un groupe p-réduit.

Il est évident que deux sous-groupes de base d’un groupe p-réduit sont iso-

morphes.

DEFINITION 6~ - On dira qu’un groupe p-réduit est complètement décomposable
sur R s’il peut se mettre sous la forme d’une somme directe de groupes iso-

morphes 

LEMME 2a - Soit S un sous-groupe pur d’un groupe p-réduit G . Alors, la

dimension du groupe p-réduit S est inférieure à la dimension de G o

Démonstration. - Soit une base de S. Puisque S est pur dans G ,
ce système est indépendant modulo pG ; il peut, par suite, être prolonge en une

base de G ; son nombre cardinal est donc inférieur à la dimension de G ~

LEMME 3. - Soit G un groupe p-réduit* Soit B un sous-groupe de G ~ Alors

B est un sous-groupe de base de G si et seulement s’il vérifie les conditions

suivantes.

1° B est un groupe p-réduit complètement décomposable sur R .

2° B est pur dans G .

3° C/B est divisible.

Démonstration~ - Si B est un sous-groupe de base de G , construit sur la

base les propriétés 1~ et 2~ résultent immédiatement de la définition
de B e Puisque le groupe homomorphe à G , est divisible par tout nombre

premier q distinct de p ~ il suffit, pour démontrer la propriété 3~ de démon-
trer que p divise G/B. Soit x + B un élément de (%/B où x ~ B o



Le système (x) u (aJ~. est dépendant module pG ; il existe donc des entiers

n et n , premiers à p, tels qUe :

Donc il existe un élément g e G , pour lequel

et 1? on a X +B=p(g +B) .

Réciproquement, si le sous-groupe B de G vérifie les propriétés 1~~ 2~ et

3°, alors En choisissant dans chaque composante R de la décomposi-

tion de B un élément et un seul a. n’ appartenant pas à on obtient une

base du groupe p-réduit B * Puisque B est pur dans G ~ le système (~)~~
est indépendant module pG * Soit x un élément de G , x ~ (~B)B~B *

Il existe, d’après la condition 3~ un élément b de B pour lequel on a

x-bepG.

Si b est un élément a~ de la base de B , le lemme est démontré sinon, il

existe des entiers n et premiers à p pour lesquels on a

a + ... + pB d’où a + ... +n~a. e pG.

Par suite (a~). est un système indépendant module pG et maximal* Comme

d’autre part, chacune des composantes de B est le sous-groupe pur de G engen-

dré par l t élément a. correspondant, B est un sous-groupe de base de G ~

COROLLAIRE. - Si B est un sous-groupe de base d’un groupe p-réduit G ,
alors G et B ont m~me dimension*

Si un groupe p-réduit G coïncide avec l’un de ses sous-groupes de base, la

dimension de G est égale à son rang.

LEMME 4. - Four un groupe p-réduit G. les deux conditions suivantes sont

équivalentes :

(a) la dimension de G est finie et égale au rang de G$

(b) G coïncide avec chacun de ses sous-groupes de base.

Démonstration*

Implication (a) ===> (b) -" Soit B un sous-groupe de base de G ~ La con-

dition (a) entraîne que toute base de B . est un système indépendant maximal de

G ~ par suite~ quel que soit x ~ G , il existe un entier k ~ 0 pour lequel
x ~ B. Puisque B est un sous-groupe pur de G, x6 B ; donc B = G .



Implication (b) => (a). - En effet, la dimension et le rang de G sont alors

égaux. Soit S un sous-groupe pur de G  Si est une base du groupe

elle peut être plongée dans une base (a~)~ de G.
Alors

où T et S sont les sous-groupes purs de rang 1, de G , engendrés par
b et a respectivement. Mais alors S n T = 0, sinon il existerait un

élément c de cette intersection pour lequel (a.).. u {c} serait un système
indépendant modulo pS . Donc S == S est un terme d’une décomposition de

G en somme directe. Diaprés ~3~ (théorème 46.8~ ~ le rang de G est fini.

A

Soit G un groupe p-réduit. Soit G le complété de G pour la topologie
A

p-adi que . Puisque G est un module sur l’anneau P ~ G est muni d’ une s truc-

ture de 03B2-module sur l’anneau 03B2 des entiers p-adiques.

THEOREME 1. - Le groupe G est p-réduit et G est un sous- g rou p e p ur de G

À ~

Démonstration. . On montre que G est réduit et que G est pur dans G comme

dans [4] (lemmes 17-18). Comme G est pur dans G , G est sant torsion. Puisque
G est un 03B2-module il est divisible par tout nombre premier q ~ p .

Il résulte alors que G est un 03B2-module sant torsion, réduite séparé et

complet pour la topologie p-adique.

A

LEMME 5. - Toute base du groupe p-réduit est une base du groupe G.

Démonstration... Soit (~). une base de G. Puisque G est pur dans 
À

alors le système ( ~, ~ ~,En est indépendant modulo pG . Soit x un élément de Gp
x est limite d’une suite x eG. Pour n assez grand on a

x - x n E pG o

Il existe, d’autre part, des entiers m et s. premiers à p pour lesquels
on a une relation de la forme

Par suite (a03BB) 03BB~~ est un système indépendant modulo pG et maximal. C’est donc

une bas e de G ~



Soit G un groupe p-réduit et soit H un sous-groupe pur de G * Soit H

le complète de H e

~ 

Alors H est canoniquement isomorphe à un sous-groupe de G dans un isomor-

phisme qui laisse H inchangée On identifiera H à ce sous-groupe de G . Il

est évident que H est un sous-groupe pur de G .

Il résultera de [4] (théorème 23)~ le lemme suivant.

LEMME 6c - Si G est un groupe p-réduit et si B est un sous-groupe de base
~ ~ 

-20142014~20142014201420142014

de G ~ alors G == B o

Si deux groupes p-réduits sont isomorphes, leurs complétés sont isomorphes.

Si G est un groupe p-réduit de dimension 1 y son complété  coïncide avec

le complété d’ un sous-groupe de base de G o Par suite, G est isomorphe au groupe
(P et G est isomorphe à un sous-groupe pur du groupe P c

Il résulte immédiatement du lemme 6, que si G est un groupe p-réduit si B

est un sous-groupe de base de G ~ tout élément x de G est limite d’une suite

fondamentale d’ éléments de B et, par suite, on a pour tout entier k  0 ,
G = (B ~ p G} groupe engendré par H et p G n

LEMME 7. - Si G est un groupe p-réduit, somme directe d’ une famille de
groupes (G.).. de dimension 1 . alors JAJ est égal à la dimension de G

( JA) désignant le nombre cardinal de l’ ensemble A ) o

Démonstrationo - En effet, le système obtenu en choisissant pour chaque 03BB, un
élément a~ et un seul de G. - est une base de Go

~ ~

THEOREME 2. - Tout endomorphisme (p d’ un groupe p-réduit G peut se prolonger,
~ ~2014B 

....." --".  ".. ’-"

d’une manière unique, en un endomorphisme p de G . L’ application qui à 03C6 fait
- ’ ° ’ ’° "°’ 

~ 
° ’ °’ ’ ’ ’ . " . ’ ’ .. - ’ ’

correspondre (p est un isomorphisme de l’anneau des endomorphismes de G dans

l’enneau des endomorphismes de G . Si l’endomorphisme 03C6 est un automorphisme de G
~ ~2014 

-20142014 
" 

03C6 est un automorphisme de G.

Démonstration. - Soit x un élément Alors x est limite d’une suite

fondamentale (x ) d’éléments de G . Si (p est un endomorphisme de G p il est
clair que ((p(x )) est une suite fondamentale de G . Soit y sa limite dans G.
On montre facilement que l’application qui à x fait correspondre y est un

endomorphisme (p de  et que la restriction à G de (p coïncide avec tp .



Si (p ’ 1 est un second endomorphisme de G , et = ~ ~ = ~ (x)

pour tout x dans G et (p = (~ ~ Soient (p et ] deux endomorphismes de G ;

soit x un élément limite d’une suite fondamentale (x ) d’ éléments de

G . On a alors

Si (p est un automorphisme de G et s’il existe x= lim (x ) dans G pour

lequel (x) = 0 , alors, pour tout entier k > 0 il existe un entier n à par-

tir duquel (p(x)= G. Donc x ~ G et, par suite, x= Oo

Soit m un nombre cardinal et soit H un groupe p-réduit de la forme

H ==tT~ R * On désignera par m.. le rang du groupe il.

THEOREME 3. - Soient m et r deux nombres cardinaux tels que est

fini, il existe un groupe p-réduit de rang r et de dimension m siet seulement si

Démonstration. - Soit G un groupe p-réduit de rang r et de dimension m *

Soit G le complété de G . Alors r est inférieur au rang de û ~ qui est égal
~

au rang m0 du complété B d’un sous-groupe de base B de G .

Réciproquement soient r et m deux nombres cardinaux tels que y ~ m~ .
Soit B un groupe p-réduit complètement décomposable sur R et dont la dimen-

sion est m. Soit H le complété de B . Soit K un groupe divisible minimal

contenant H. On a les égalités rang (K) = rang (H) = m~.

Puisque r est un nombre cardinal compris entre m et on peut trouver

un sous-groupe divisible M de K et qui contient B ~ Posons G = H n M . Alors

G est un sous-groupe pur de H ; en effet si l’ on a : nx = G et x alors

x ~ M et x ~ G. Par suite, G est un groupe Puisque G est pur dans

H , on a dim G $ dim H . Mais B , étant un sous-groupe pur de H , est un sous-

groupe pur de G. Donc

dim G  dim B = dim H .

Par suite, dim G = m e D’ autre part, M est un groupe divisible minimal pour

l’ inclusion G c M ~ car si x e M ~ alors x e K et il existe un entier n pour

lequel nx donc nx ~ G . Il en résulte que le rang de G 



A

LEMME 8. - Soient G un groupe p-réduit, et soit G son complété* Soit K

un groupe divisible minimal contenant G , et soit M le groupe divisible mini-*

mal contenant G et contenu dans K e Alors l’enneau des endomorphismes de G ,
est l’ensemble des endomorphismes de K qui respectent M et

Démonstration. - On a évidemment G == G n M . Soit cp un endomorphisme du

groupe K pour lequel (p(6) S G et M . Alors

et cp est un endomorphisme de Go

Soit 03C6 un endomorphisme de G . Alors, d’ après le théorème 2, cp se prolonge

d’une manière unique en un endomorphisme cp de ~(G~ , Diaprés [3] (page 231~
exerce 45), 1 est la restriction à G d’un endomorphisme ] de K . On a donc

~(G~ ç, G . Soit x un élément de M o Il existe un entier k > 0 pour lequel

p k x e G . D’ autre part on peut écrire M e M’ ~ où est un sous-groupe

de K a On a

Il en résulte que =0 d’où y’ = 0 et 

THEOREME 4. - Soit G un groupe p-réduit et soit G le complète de G . Si

H est un sous-groupe p-réduit de G , tel que

est un entier  1 , alors, pour tout sous-groupe de base B de G , il
existe une décomposition en.somme directe telle que

oû ^ B. est le complété de B. pour i= 1 , 2 . Le groupe B1 ~ pk B2
est un sous-groupe de base de H , et la dimension de H est égale à celle de
G .

Démonstration* - Il suffit de démontrer le théorème pour k = 1 . On peut sup-

poser H ~ G et H ~ pG .

Soit une base de G a Et soit B le sous-groupe de base de G cor-

respondant. Il existe au moins un élément a de la base précédente qui n’ ap-
partient pas à H o En effet, sinon, on aurait, puisque H est p-réduit, B S H.

Comme, d’autre part, pG est contenu dans H et que G ~ ~ 8 9 pG ~ # alors G = H .



une sous-famille indépendante modulo H , ( c t est-à-
dire te lle que toute re lation de la forme

entraîne que p divise les n. ) ? et maximale vis à vis de cette indépendance $
D’ après ce qui précède, il existe de telles familles.

D’autre part, il est évident que la famille des sous-ensembles de ~a ) ~~
indépendants modulo H , ordonnée par l’ inclusion, est inductive. Elle possède
donc un élément maximale

On a donc

L’ ensemble A’ n’ est pas vide ; sinon, soit x E H ; si x ~ pG il existe des

entiers n et premiers à p pour lesquels on a la relation :

et p divise les n. , ce qui n’est pas. Donc x E pG et H = pG . Ce cas a été
i

éliminé.

On a alors, pour chaque ~,’ E une relation de la forme :

Posons

Il est clair que le système (b~)~ , , u (a.). est une base de G et que
A ~, E ~ ~ 

le sous-groupe de base qu’elle engendre coïncide avec B .

Le système (pa03BB)03BB~~ ~ (b03BB’)03BB’~~’ est contenu dans H .

Ce système est indépendant module pH ; en effet si l’on avait $

où les ni et les mj sont des entiers, on aurait x E pG . Par suite p divi-

serait les m.. Donc :
J

et, par suite, p diviserait les n..
1



Le système tp ~ u ~ b , ~ ~ t E ~ , est une base du groupe p-réduit H. En

effet soit h h nt étant pas un élément du système précédente Supposons
que l’ensemble

soit indépendant modulo alors h ~ pG ; en effet. si h e pG , et puisque
u ~pb ~, ,~ ~, f E n ~ est une base de pG , il existerait des entiers n , n i

et m. premier à p ~ pour lesquels on aurait :
J

ce qui contredirait le choix de h ~

part, puisque est une base il existe des

entiers n , n et m. premiers à p pour lesquels on a :

Mais l’élément

et p diviserait n..
On a donc seulement

Posons

alors g ~ H . Si l’on avait une relation de la forme :

où t et les si sont des entiers, on aurait :

Donc p diviserait tn et, puisque p est premier à n ~ il diviserait t ~ La

relation (1) entraîne alors, que p divise les e..
Supposons qu’il existe une relation de la forme :



Puisque

alors p divise w et p divise les u.. Par suite,

donc p divise les v..
On a ainsi obtenu un système (~)~A ~ ~S~ indépendant module pG~

ce qui est impossible.

Il en résulte que l’élément h ~ H n’ existe pas et que le système

~P~X~A ~~’~~=A’ est une base du groupe 

On a alors une décomposition du sous-groupe de base B en somme directe :

eu B. (respo B2 ) est la somme des sous-groupes purs de rang 1 de G engen-

dré par les (resp. les a. )
De la démonstration précédente, il suit que B. e pB~ est un sous-groupe de

base de H o

A ~ A

1B 

Soit 
Â 

B~ et B~ les complétés dans G des groupes B. et B~ alors

pB~ est le complété dans G du sous-groupe H de G. Par suite

H S G n [B~ e 
Soit x e G n [1 ~ pB2] alors x = b. + pb2 on b. et b2 sont les limites

respectives dans G des suites et (b2014) de B. et de B~ o.Pour n

assez grand, on a x - + ~ pG . D’oa x e H . Par suite

Il est évident que si G est un groupe p-réduit, la famille des sous-groupes
p-réduits de G est un treillis complet, sous-treillis du treillis des sous-groupes
de G a

LEMME 9. - Un sous-groupe maximal. M d’ un groupe p-réduit G , est un sous»

groupe p.réduit de G . Par suite M est un élément maximal du treillis des

sous-groupes p»réduits de G .

Démonstration. » il suffit de montrer que tout nombre premier q ~
différent de p ~ divise M o Soit x E t~ . Il existe un élément y de G pour

lequel x = qy .



Si y n’ appartenait pas à M ~ G coïnciderait avec le sous-groupe engendré

par M et par y . D’autre part, il existe Z E G pour lequel y = qz . Mais

z=a+ny avec a E M et Donc qz = qa + nqy ~ M . D’où y E M ce

qui est impossible. Par suite q divise M.

LEMME 10. - Soit M un sous-groupe maximal d’ un groupe p-réduit G . Alors

pour tout sous-groupe de base B de G il existe une décomposition en somme

directe

telle que le rang de Bz est égal à 1 et que

II A

où B, est le complété, dans G ~ de B, pour i - 1 , 2 .
a ~ - fl ~. a U  ., 

- 

L. " . +- - 1 ~

Démonstration... On a pG ~ M ; en effet, soit g un élément du groupe G.

Si pg n’ appartenait pas à M ~ alors G serait engendré par M et par (pg) .
on aurait

Puisque I~I est un groupe p-réduit et que ~..- np est premier à p ~ la rela-

tion ( l .. np) g = x E M entraine g E M ~ ce qui est impossible. Donc pG c M .

D’après le théorème 4, il suffit, pour démontrer le lemme, de démontrer que,

dans toute base de G ~ un système indépendant modulo M ~ ne possède

qu’un élément. En effet si {a. ~ a ~ était indépendant module M on aurait

a. À = x + Donc a. À - na E M .

Le centre de l’ anneau des endomorphismes d’un groupe $-réduit [4].
Soit G un groupe p-réduit et soit G son complété. Si n est un élément de

03B2 , alors rc est limite d’une suite (r ) d éléments de P. Si x est un

élément de G , alors (r x) est une suite fondamentale de G , dont la limit,e,
dans G est On notera G{03C0} l’ ensemble des éléments x de G pour les-

quels nx appartient à G ~ c’ est-à-dire, l’ensemble des éléments x de G pour

lesquels la suite ~x 
n 

x) converge dans G .

On a alors le lemme suivant :

LEMME 11. - 1~ ensemble est un sous-groupe pur et complètement invariant

de G ,

Soient x et y deux éléments de G.



Démonstration. - Si les suites (r x) et ~~ y) convergent dans G alors
n n

la suite ~~’ (x - y~ ~ converge aussi dans G . Si la suite (or px) convergen n

dans G ~ ,, alors la suite ~~ 
n 

x) converge dans G puisque G est un sous-groupe

pur de G.

Donc est un sous-groupe pur de G . D’autre part, il résulte du lemme 8,
que est un sous-groupe complètement invariant de G e

DEFINITION 7. - Un élément rt ~ 03B2 sera admis par G si G{03C0} = G .

Il est évident que l’ ensemble £ des éléments de 03B2 admis par G est un sous..

anneau de 03B2 dont le groupe additif est pur dans 9 o

,

DEFINITION 80 - Un groupe poooréduit G sera dit homogène si, pour tout élément
n on a : soit G~n~ ~ G ~ soit G~n~ ~ 0 a

Tout groupe p-réduit complet est homogène ainsi que tout groupe p-réduit 
plètement décomposable sur R .

~p

2. Sommes directes et sous-groupes complètement invariants.

, ,

THEOREME 1. » Soit G un groupe abélien de la forme

est un q-groupe D un groupe divisible sans torsion et H un groupe

réduit sans torsion. Si K est un sous-groupe complètement invariant de G~ on a
soit K = T e D e L on L est un sous-groupe complètement invariant de H , soit

K = T , soit K=T[q~] ~j~ r est un entier ~ 0~

Le théorème 1 résulte des lemmes 1-8 suivants o

LEMME 1. - Soit G un groupe abélien ; soit H un sous-groupe complètement
invariant de G o Si G admet la décomposition en somme directe G = G~ ~ G~ ~
alors H admet la décomposition en somme directe 
pour i = 1 , 2 , est un sous-groupe complètement invariant de G..

LEMME 2. - Si G est un groupe divisible sans torsion, les seuls sous-groupes

complètement invariants de G sont 0 et G [4],

G est un p..groupe divisible~ les seuls sous-groupes complète-
ment invariants de G sont G et les ou r est un entier ~0 [4]~



LEMME 4. - Soit G un groupe divisible de la forme G= T est un

p-groupe et ou D est un groupe sans torsion. Alors, tout sous-groupe complètement
invariant H de G , distinct de G et de T~ est égal à ou r est un

entier ~0 (cf. [4], page 64, exercice 69)* 
°

LEMME 5. - Soit G un groupe de la forme

où T est un p-groupe divis ible et où H est un groupe sans torsion. Si K est un

sous-groupe complètement invariant de G ~ on a soit L est un
sous-groupe complètement invariant de H ~ soit K = ou r est un entier

~0 .

Démonstration. -’ D’après le lemme 1~ K admet la décomposition en somma directe

K n T et K n H sont des sous-groupes complètement invariants de T et H res-

pectivement.

S’il est différent de T 9 K n T est, d’après le lemme 3, égal à on

r est un entier ) 0 .

Par suite, pr K = n H) est un sous-groupe complètement invariant de ~G

contenu dans H et il n’est nul que si K n H = 0 .

. Ibur démontrer le lemme il suffit de démontrer qu’il n’existe pas de sous-groupe
complètement invariant de G contenu dans H. Supposons au .contraire qu’il en
existe un, soit L c

Il existe donc un élément x , non nul, dans L . Soit (x) le groupe cyclique

engendré par x . Il existe un isomorphisme de (x)/px dans T . P~~r suite, il

existe un homomorphisme (p de (x) dans T ~ c~ ~ 0 . Puisque T est divisible

03C6 se prolonge en un homomorphisme 03C8 de H dans T . Soit e l’endomorphisme

de G défini de la manière suivante :

On a 8 (L) ~ L n T = ~ . = 0 , ce qui est impossible. Par conséquent
L=(0) .



LEMME 8. - Soit G un groupe de la forme :

où H estun groupe réduit sans torsion et où B = est un divisible, T

étant un q-groupe et D un groupe sans torsion. Si K est un sous-groupe com-

plètement invariant de G ~ on a soit K = L où L est un sous-groupe com-

plètement invariant de H ~ soit K = T soit K = T[p ] où r est un entier

~ 0 ~

Démonstration. - D’après le lemme 1, K admet la décomposition en somme directe

K n B et K n H sont des sous-groupes complètement inva-
riants de B et de H respectivement.

D’ après le lemme 4, ou bien K n B = B d’ où bien

K n B = r étant un entier ~ 0 , alors K est un sous-groupe complète-
ment invariant de T e H ; donc, d’après le lemme 5, si p = q , et d’après le
lemme 7, si p ~ q , on a K n 0 et K = où r est un entier ~ 0 .

Enfin, si K n B = T ~ on peut écrire 
’

existe un élément x e K n H , x ~ 0 , x peut être plongé dans un sous-
groupe Dur et de ranz 1 de H . soit N .

S’ il existe un élément existe un isomorphisme i de

(x) do.ns D .

Puisque le groupe D est divisible, il existe un prolongement 03C6 , de i ,
à H.

Soit ~ l’homomorphisme de G défini par

~(x) E ~ n D = 0 . Donc (x~ ; 0 et, par conséquent, on a d(x) = 0 ce

qui est impossible, puisque i est un isomorphisme.

P~r suite, K n H = 0 et donc K = T , ce qui démontre le lemme.

le théorème 1 résulte alors des lemmes 2 à 8 où sont examinés les différents
qui peuvent se produire.



D’autre part, on a le lemme suivant :

LEMME 9. - Si un groupe G admet la décomposition en somme directe 
et si le sous-groupe H est complètement alors tout sous--groupe eo~.

plètement invariant L du groupe H est complètement invariant dans G ; si w M

est un sous-groupe complètement invariant du groupe K , H ~ M est un sous-groupe

complètement invariant de G.

On appelle C-groupe, tout groupe dont le treillis des sous-groupes complète-
ment invariants, est totalement ordonné [2].

On dira qu’un groupe G n’est pas bornée s’il n’existe pas d’entier ni G ~
pour lequel nG = 0 .

Il résulte du théorème 1 et du lemme 9, le théorème ci-dessous :

THEOREME 2. - Soit G un groupe non bornée alors G est un C-groupe, si et

seulement s i T e s t un q-groupe divis ible, ou D est un

groupe divisible sans torsion et où H est un C-groupe p-réduit.

Démonstration. ~ Si G a la forme décrite dans l’ énoncé, il résulte immédia-

tement du théorème 1, que G est un 

Si G est un C-groupe, soit B le sous-groupe divisible maximal de G. Puis-

que B est un sous-groupe complètement invariant de G J alors B est un

C-groupe. B contient, s’il n’est pas nul, le sous-groupe de torsion maximal T

de G qui est un q-groupe [2] . T est, par suite, le sous-groupe de torsion

maximal de B ; T est donc un q-groupe divisible et l’on a

où D est un groupe divisible sans torsion. Donc, si B n’est pas nul, il
existe un sous-groupe H de G tel que G = B d H . Si H n’ est pas nul, alors

H est réduite sans torsion, et d’après [2] il est divisible par tout nombre pre-
mier q ~ autre que le nombre premier p qui ne divise pas G . Par suite, H

est un groupe p-réduit. D’après le lemme 9, H est un C-groupe.

Si G est un groupe réduit, il est sans torsion, sinon le théorème 2 de ~2 ~,
entraînerait que G est borné. Par suite G est un C-groupe p-réduit.



3. 

Il résulte du lemme 15 (§ 1)~ que tout C-groupe p-réduit est un groupe

p-réduit homogè12e 0 Il résulte du théorème 4 (§ 1) que, pour tout sous-groupe com-

plètement invariant H d’un C-groupe p-réduit G et pour tout sous-groupe de

base B de G , il existe une décomposition en somme directe de B :

et un entier positif k pour lesquels on a :

où B. est, pour i = 1 , 2 , le com lété dans G de B..

Soit G un C-groupe p-réduit, et soit G un groupe divisible minimal con-

tenant G . pour tout x E G , il existe un entier positif k pour lequel

Nous désignerons par A et B les anneaux d’endomorphismes de G et G

respectivement, 0 L’ anneau A est un sous-anneau de B (cf. [3]) et chaque élé-

ment (p de A peut être considéré comme la restriction à G de l’élément 03C6
de B défini par :

si X E --G et si 

Il est évident que si G est un C-groupe p-réduit, le treillis des sous-A-

modules de G est totalement ordonné et que lf ensemble ordonné des sous-A-modules

cycliques non nuls de M ne possède ni plus petit ni plus grand grand élément.

Soit V le centre de l’anneau A.

LEMME 1. - Le groupe G e s t un V-module s ans torsion.

Démonstration. - Si cp est un élément de V ~ Ker cp est un sous-groupe pur

complètement invariant de G c Donc si 03C6 n’est pas nul, Ker cp = 0 .

LEMME 2. - L’anneau V ne possède pas de diviseur de zéro dans A .

Démonstration. - Soient cp E V et y E A . Si l’ on avait c~ = 0 et si c~ ~ 0 ,
alors 0 . D’ après le lemme 1~ ~G ~ 4 ~ = 0 .



LEMME 3. - Ltanneau V e st un anneau de valuation d’un corps K.

Démonstration. - Soient (p et ] deux éléments non nuls de V ; les sous-

groupes ~pG et ~G sont complètement invariants. Supposons que c~G ~ alors,

pour tout élément x de G il existe un élément y de G pour lequel

(p(x) == ~(y) ; l’élément y ainsi définie est unique, d’après le lemme,1. Soit 8

l’application qui à l’élément x fait correspondre l’élément y ; 8 est évidem-

ment un endomorphisme du groupe G . Comme on a : 03C6 = et que 03C6 et ] sont

des éléments non nuls du centre V de l’anneau A , il suit, du lemme 2, que

DEFINITION 1. - Si G est un groupe sans torsion et si M est un groupe divi-

sible minimal contenant G y on appelle quasi-endomorphisme de G , tout endomor..

phisme de M pour lequel il existe un entier n ~ non nul, tel que : ncp G S G ;
c’ est-à-dire tel que ncp soit un endomorphisme de G 

L’ensemble des quasi-endomorphismes d’un groupe sans torsion G est un sous-

anneau de l’anneau des endomorphismes du groupe M et il contient l’anneau des

endomorphismes de G .

LEMME 4. - Si G e st un C-groupe p-réduits, et si Bt e st l’ anneau des quasi-

endomorphismes de G f alors G est un B .-module simple (fidèle).

Démonstration. - Si x et y sont deux éléments non nuls de G , il existe

c~ ~ A tel que x = cp ~~r) ~ si, par exemple, Ax Ç Ay . D’autre part, il existe un
entier k ~ 0 et un élément de A pour lesquels on a : = ~~ x . i Donc
y = où 8 = p ‘"k ~ est un quasi-endomorphisme de G .

LEMME 5. - Si G e st un C-groupe p-réduit, G e st l’enveloppe injective du
A-module G , lorsque l’anneau B est artinien (à gauche ) .

Démonstration. - Il suffit de démontrer que G est un A-module injectif. D’après
le lemme 4, G est un module injectif sur l’anneau B 1 des quasi-endomorphismes
de G . La démonstration est alors la même que celle du théorème L2 de [5].

LEMME 6. - Soit G un C-groupe p-réduit. Soit B~ l’anneau des quasi-endomor-
phismes de G. Alors le corps commutant K de Bl sur G est le corps des frac-

tions de l’anneau V , centre de l’anneau des endomorphismes A de G . De plus~
K est le commutant de A sur G . 

~ 



Démonstration~ - Il est évident qu’un élément a de l’anneau B des endomor-

phismes de  commute avec tout élément de A si et seulement s’il commute avec

tout élément de Bl . D’autre part, si a est un élément de K , aG est un sous-

A-module de G. Si 03B1G ~ G , on a a EV. Sinon, il existe un entier k  0

pour lequel G . Donc k a E V et, par suite, K est le corps des

fractions de V .

LEMME 7. - Soient G un C-groupe p-réduit, A l’ anneau des endomorphismes de

G 9 V le centre de A et K le corps des fractions de V . S’ il existe un

élément a de K et un élément x de G pour lesquels on a Aa x alors

03B1 ~ V .

Démonstration. - En effet, si pour a. E K et Ax et si

a n’appartient pas à V , alors On a donc x ~ ., Ax , d’où
Aa x ~ ce qui e st impossible. Donc 

On désignera par B~ l’anneau des endomorphismes du K-espace vectoriel G.

On a évidemment B et K est le centre de l’anneau B~ .
Soit H un sous-A-module de G. Alors H e st en particulier un V-module, et
on a le lemme suivant.

LEMME 8. - L’ anneau des endomorphismes du groupe H coïncide avec l’ anneau des

V--endomorphismes du V-module H.

Démonstration. - Tout V-endomorphisme du V-module H est un endomorphisme du

groupe H . D’autre part, si H S G , alors il existe un entier k ~ 0 ~ pour
lequel on a : .

Soit cp un endomorphisme de H ~ alors on a :

Donc c~ est un endomorphisme du groupe G et, par suite, (p appartient à
l’anneau Bl de s quasi-endomorphismes de G . Donc (p commute avec tous les

éléments de V et est un V-endomorphisme de H . Si G c H ! il existe un entier
k > 0 , pour lequel p k H ~ G et si cp est un endomorphisme du groupe H ~ on a :

Par suite c~ appartient à Bl et est un V-endomorphisme de H.



Soit r un ensemble totalement ordonné par une relation d’ordre notée $ et

qui, s’il n’est pas réduit à un seul élément? ne possède ni plus grand ni plus petit
élément.

Soit M un module simple unitaire fidèle sur un anneau B . Soit F le corps

commutant de B sur M .

On adjoint à l’ensemble r un élément noté 0 ~ assujetti à la condition :

DEFINITION 2. - Appelons quasi-valuation du système constitué par M) F et

B , une application v de M sur r u { 0 } vérifiant les axiomes :

v(x + y) ~ v(y)) quels que soient x et y E M o

v(x) = 0 si et seulement si x = 0 ~ .
Si 0 ~ v(x) ~ v(y) , où x et y E M , il existe a E F~‘ 9 pour lequel

v(ay) ~ v(x) .
Si pour un élément x E M et un élément a E F ~ on a : v(ox)  v(x) ,

alors, quel que soit y E M , on a ô v ~ay)  

(III) Si v(x) ~ v(y) où x et y E M ~ il existe (p dans B tel que x = (py
et que : v((pz) $ v(z) quel que soit z E M o

Soit G un C-groupe p-réduit et soit ~’~ l’anneau des endomorphismes de G.

Les axiomes ~I) ~ (II) et (III), sont vérifiés si l’nn prend soit le système cons-
titué par G ~ le corps R des nombres rationnels; l’anneau B des endomorphis-
mes de G ; soit le système constitué par G ~ le corps K des fractions de l’an-

neau V , centre de l’anneau il et par l’ anneau B2 des endomorphismes du

K-espace vectoriel G. Dans les deux cas; on prendra pour ensemble r 9 l’ensem-
ble des sous-A-modules cycliques non nuls de G et pour application v l’appli-
cation qui à un élément x de G fait correspondre 

Des et (III) résultent immédiatement les propriétés :

(A) Si a e F* et si x e M , on a v(ax)  v(x) (resp. v(ax) = v(x) ) si et

seulement si a v(x)  v (a x) v(x) = x) ).

(B) Si pour un élément x de M et pour un élément a de F* , on a 
alors, pour tout élément y de M , on a v(y)  v(ay) .

(C) Quel que soit x E M , on a : v(- x) = v(x) ,

(D) L’ensemble A de s éléments 03C6 de B pour lesquels on a :



quel que soit x~M ,

est un sous-anneau unitaire de B c

(E) Le treillis des sous-A-modules de M est totalement ordonné et est iso-

morphe à l’ensemble totalement ordonné des sections commençantes généralisées de
r u 0 . Pour tout xeM y le sous-module cyclique Ax est l’ensemble des élé-

ments y de M pour lesquels 
’ 

(F) Si (p=A et si N est un sousxJ.-module non nul de M ~ alors 
entraîne (p=0 . En particulier l’anneau A est premier.

9. - L’ensemble V ={a ~a quel que soit xeM}
est un sous-anneau de valuation du corps F (ci. [6])e 

~’~ ’ 

Démonstration. - Il est évident que V est un sous-anneau unitaire de F . Soit

Alors ~ il existe un élément x de M pour lequel on a :
v(x)  v(ox) c Donc? d’après la propriété (A)~ on a x) v(x) ; et d’après
l’axiome (11~ on a y) ~ v(y) pour tout y e M . Donc 6 V . Soient

a et où 03B1 ~ 0 . Si alors pa appartient à V . Simon,
soit x un élément de M. On a, puisque 03B2 ~ V , l’inégalité :

D’où, d’après la propriété (A), v(x) ; par suite a"~ pa e V .
Nous désignerons par 5 le groupe de la valuation du corps F, correspondant

à l’anneau A ; et nous noterons V cette valuationo

LEMME 10. - Soient a deux éléments de F t) On a v(a.x) = v(px) quel
que soit x ~ M si et seulement si = 

Démonstration. - Si v(ax) = v(px) quel que soit x = M , alcrs, d’après la pro-
priété (A) et d’après le lemme 9.. et 03B1-103B2 appartiennent à l’anneau V ; par 
on a : Y(a) = Inversement? si V(a.) = Y(p) ; les éléments 03B2-1 03B1 et

appartiennent à V . Donc, quel que soit x = M , on a v(p ox) ~ v(x)
et v(x) . Il résulte alors, de la propriété (A)~ que 
et D’où v(ax) 
Soit P un élément du groupe g . Il existe un élément ce e F tel que

P = Y(a) . Diaprés le lemme 10~ l’application de l’ensemble r, qui à v(x) fait

correspondre v(ox) , ne dépend que de p . Soit e 
P 

cette application.



e 
p 

est un automorphisme de l’ensemble ordonné r $

Démonstration. *- L’application Op est surjective, car si v(y) on a

y = D’où v(y) = 0 
p 

y) , L’inégalité v(x) ~ v(y) a lieu si, et

seulement si, il existe un élément (p de l’anneau A pour lequel x = (py ;

c’est-à-dire si, et seulement sip ax = par suite, l’inégalité v(x)  v(y)
n’a lieu que si e 

p 
v(x) ~ 0 v(y) o Il est immédiat que l’égalité

e 
P 
v(x) = e 

P 
v(y) entraîne v(x) = v(y) .

On démontre facilement le lemme :

LEMME 12. - L’application qui à l’élément p du groupe F , fait correspondre
l’automorphisme 0 

p 
de l’ensemble r est un isomorphisme du groupe S dans le

groupe 9 des automorphismes de r y ordonné par la relation ~ définie de la

manière suivante :

03A8 , 0398 ~ G et 03A8 ~ e si et seulement si 03A8(03BB) ~ 0398(03BB) pour tout 

D’autre part? les axiomes et (II2) entraînent, respectivement les proprié-
tés (ID) et 

(Hp Si où À et il existe p~= S tel que 0 j~~ B~
Si 0 ÂX et alors 0 quelque soit

~ ~ r .

La propriété (IIJ) entraîne le résultat :

LEMME J.3o - La valuation du corps F est triviale si et seulement si r 

sède qu’un élément.

LEMME 140 - Si B est l’anneau des endomorphismes du F-espace vectoriel M ~
alors B est l’anneau des endomorphismes du V-module M e

Démonstration. - On a évidemment l’inclusion 3 B ~ L.(M) . Si f e F et si

f ~ V , (p(fx) = f(p(x) où (p ~ B et x 6 M résulte du fait que f-1 ~ V et que
tout élément de M peut se mettre sous la forme fy où y ~ M .

Il résulte de l’axiome le lemme :

LEMME 15* - Si G est un sous-A-module non nul de M , alors quel que soit
x = M , il existe a ~ F* pour lequel ax c= G . 

’

Il résulte de la propriété (E) et du lemme 9 :



LEMME 16. - Tout sous-A-module G de Fi est un V-module; si G n’est pas

nul, le rang du V-module G est égal à la dimension du F-espace vectoriel M.

Il résulte du lemme 15 :

LEMME 17. - Si un sous-à-module non nul G de M est un F-espace vectoriel,
G coïncide avec M.

Nous supposerons, dans la suite, que B est l’anneau des endomorphismes du

F-espace vectoriel et que r n’est pas réduit à un seul élément.

Soit G un sous-A-module non nul de M et distinct de M. Soit A. l’anneau

des V-endomorphismes de G .

LEMME 18. - L’anneau un sous-anneau de B.

Démonstration. - Soit 03C6 e A. et soit D’après le lemme 15, il existe

un élément a de F* pour lequel, on a ox ~ G . Posons 03C6(x) = p(ax) . Si

pour un autre élément (3 de F* on a 03B2x e G , alors (p(ox) = en

effet, si x e G et si a at p appartiennent à V , alors

Si xeG et alors, d’après le lemme 9, 03B2-1 ~ V . Donc
(p(x) = px) = p" Enfin si G , a et 03B2 appartiennent néces-

sairement à V . Puisque V est un anneau de valuation, il existe un élément ô

de V pour lequel : 

Montrons que (p est un endomorphisme du groupe M ~ Soient x et y ~ M .

Alors, pour deux éléments a et p on a ax et py e G . Soient

03C6(x) = 03B1-1 (p(ox) et 03C6(y) = 03B2-1 03C6(03B2y) . Si, par exemple 03B2 = 03B303B1 où 

alors 03B303B1y et 03B303B1x ~ G . Il en résulte que p(x + y) e G . Donc

Montrons que c~ est un F..:endomorphisme de M . Il suffit, d’après le lemme 14,
de montrer que 03C6 est un V-endomorphisme de M . Soit a E V et soit x ~ M .

Si xe G , on a

Sinon, il existe fi ~ V* tel que px E G . Alors



si on a

Sinon aeV et

Le prolongement (p de 03C6 à M ainsi défini est unique et l’application

c~ -~’(p’ est un isomorphisme de ls dans B ~ On peut donc considérer Al comme

un sous-anneau de B .

L’ensemble 1. des sous-A1-modules cycliques non nuls de M est totalement

ordonné puisque A S 

LEMME 19. - L’ensemble r~ ne possède ni plus petit ni plus grand élément.

Démonstration. - En effet, si F. possédait un plus grand élément, M serait

un A1-module cyclique, M = A x où x E M e Puisqu’il existe
a E F* tel que ax E G , on aurait M = G , ce qui contredit l’hypothèse faite
sur G .

Si fl possédait un plus petit élément, il existerait un sous-A1-module mini-
mal dans M ! soit x où x E M ; ~i~ x serait un F-espace-vectoriel.
D’après le lemme 17, on aurait x , d’où M = G ; ce qui est impossible.

LEMME 20. - L’ application de M sur r~ u ~ 0 ~ définie par v ~x~ ~ ~ 1. x
où x e st un élément non nul de M et par v~ (0) = 0 ~ est une quasi-valuation
du système constitué par M ~ F , B .

Démonstration. - Les axiomes (I) et (III) sont visiblement vérifiés. Soient x

et y ~ M , x ~ 0 . Si l’on a  alors nécessairement v(x)  v(y) .
Donc il existe a E F* tel que v(a.y)  D’où v(x) . Et l’axiome

~1 ~ est vérifiée Si, pour un élément a de F et un élément x de M ~ on a
 alors ou bien a E V et, v (ay~  v ~y~ quel que soit Y E M ;

par suite, v1 (y) quel que soit y e M ; ou bien a V donc E V ;
par conséquente on a â ~ x ~ â ~ x , c e st.,a,..da.re

ce qui est impossible.
, ,

THEOREME 1 . - Soit M un groupe divisible sans torsion. S’il existe une quasi-
valuation non triviale v du système (M , B ~ R~ où B est l’anneau des endo-

morphismes de M et où R est le corps des nombres rationnels, et si A est

l’anneau de cette quasi-valuation, tout sous-A-module G de M , différent de M

et du module (0) e st un C-groupe p-réduit.
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Démonstration. - Si la quasi-valuation v n’est pas triviale, elle induit,
d’après le lemme 13, une valuation non triviale du ccrps R . A cette valuation,

correspond l’anneau P des nombres rationnels dont le dénominateur est premier
à un nombre premier p . D’après le lemme 20~ G est un C-groupe. D’après le
lemme 17, G est réduite Par suite, G est un C-groupe p-réduit.
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