JOSETTE CALAIS
Equivalences principales généralisées dans les demi-groupes

Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres, tome 16, n°2 (1962-1963), exp. n° 12,
p- 1-25

<http://www.numdam.org/item?id=SD_1962-1963__16_2_A1_0>

© Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1962-1963, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Dubreil. Algebre et théorie des nombres » im-
plique I’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction
pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SD_1962-1963__16_2_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DUBREIL--PISOT 12.01
(Algsbre et Théorie des nombres) '
Lbe année, 1962/63, n® 12 11 février 1963

FQUIVAIENCES PRINCIPAIES GENERALISEES DANS IES DEMI~GROUPES
par Mlle Josette CALAIS

Introduction. ~ Cet exposé fait suite, en quelque sorte, & celui de R. DESQ, du
12 février 1982, Jlai généralisé la méthode utilisée par Re DESQ, et jtai été
ainsi conduite aux définitions et & 1'étude gui vont suivre.

lo Généralités.

DEFINITION lol. - Etant donnés un demi-groupe D et un complexe H de D',
on désigne par p%’ b (o , B entiers positifs ou nuls) la relation d'équiva~
lence définie dans D par

x = x° (PH By
sl et seulement si
yl yz eso ya Kya"'l oce ya+p e H P —4 yl y‘z se e ya x! yc'x.'.l coe ya+p eH .

On vérifie en effet facilement qu'une telle relation est une relation 4'équi-
valence. Dans toute cette étude on suppose a et P non simltanément nuls. On
distingue alors les cas suivants s

©® a£0, p=0 x=x' (pH’ (H* x)nd*=(H* x') n D"
20 =0, B0 x=x' (o3P (. x)ndP = (1. x)nDP

2 a0, BA0  x=x (PP Heen a0 xDP) = oo w) 0 (PP

. 1 1 1 P
Les équivalences pH’O ’ P?{’ et pH’l ne sont autres que les équivalences

principales R , Ry [1] et Ry [27.
Dans la suite on utilisera aussi les notations définies par

Q;"oz(H‘.x)nDa; Qg’ﬁ-':(He.X)nDB; Qg’ﬁz(H..x)n(DaxDﬁ).

THEOREME 1,1, — Les relations d'équivalence p;’o (respe pH”3 ’ ' p;’ﬁ)
sont réguliéres & gauche (resp. & droite, & droite et & gauche).

Montrons que x = x* (p ’ ) entraine ax = ax' (p ’) pour tout a €D .
En effet x = x! (p ’) :.mpllque yx €H <= yx! eH si y appartient
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éDa.Parsvito,quelqueSOit a€D,ona yax € H <= yax'€¢H, 81 y
a a I 4 *
appartient a p® , done ax = ax! (pH’O) s pH’0 est reguliere & gauche.

(Démonstrations analogues pour les autres cas.)

DEFINITION 241, = On appelle résidu de H par rapport & 1'équivalence pH
(respe Py 0,p , pOL’B ) l'ensemble WH’O (respe. WH’p WH’p ) des é1léments
x €D pour lesquels Q %0 =@ (resp. Q 0P - =g, Q;’B =@ )e

merques - On & W= W, W' =W et Wl =W, avec les notations

utilisées dans [L] et [2]e

’ s o
PROPRIETE 1.le - 51 WO (resp. WP | WP ) ntest pas vide, clest une

classe modulo p;’o (respe pg’ﬁ ’ p;’ﬁ ) et un idéal & gauche (respe 2 droite,
bilatire) de D «

a o a
1° Pour tout x € WH’O sona Qx’o =@ , donc WH’O est une classe

modulo pg’o .
20 Soi WO si axd Wx?" , 11 rest 0% tel
oient x € - et aeD .+ Si ax s 11 reste y e que

yax € H , ce qui entraine i’o £#8 « Ceci est contraire & 1'hypothése, donc

UOC 0
ax € H
H

(Démonstrations analogues pour les autres cas.)

PROPRIETE 2.1, = On a les relations

a,0 1,0 .’ Ol 0,pB 0,1l & Pl
’ ’ [ L} og
WH ...WH D WH =W « D

a a,0 0 o & 1,1 Oody o ~l
WH,p::WH’ ‘o :DB‘."._"WH’ﬁ e D =(WH’ ..D ) . DB

oo

avec la convention suivante s+ K étant un complexe de D , on pose

6=K..DO=K .

Soit xewg’O.Ona " x nH=g , done p* x
erI]:I’O o D=L

KD

< et par suite

Oleal Olel. 1,0

1,0 o p «Ona D7 xCW. par suite

Soit x eWH

Daan.-.-d,‘ done er;,O .

(Démonstrations analogues pour les autres formuiles.)
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Remarque. - Avec la convention faite plus haut, on peut écrire la formile génée

rale suivante : 3 o
w‘;‘{ —-(wl’o .'D“"l) ‘.D’3= L. Dp } &*D

valable pour @ >0, B =0 .

THEOREME 2ol
(P20

“e

1° x=x* (pz’o) entratne x = x*

,p *l) ;

20 x = x! (Pg’p) entrafne x = x' (pg

i

3° x=x! (pH’p) entrafne x = x!' (a+1 13) et x= x! (p%’ﬁ”’) .

Soit x = x! (pH’) , on a
(H* x) nD% = (H * x') A D"

et par conséquent
(H*. x)n p*+t

(0 a+1,0) .

= (H ‘. X') n DMI'

clestd~dire x = x!

(Démonstrations analogues pour les autres cas,)

Conséquences.

10 L'ensemble des relations prL,O (respe Pg’p ) ordonné par 1l'inclusion forme

une chatne G (respe Cﬁ) pour laquelle pI]_'I’O (respe pg’l ) est é1ément
minimm ¢

1,0 2,0 a,0 a+l,0

Gy 8 (HR=)p’ CSPy SeeeCpy CSpy 7S e
02 0 0,B+L

Gﬁ! (RH-) _oooEpH,p_SpH’p Soo;o

2° Pour les relations p}?’ﬁ on peut écrire le tableau suivant Ty e

.‘.. 1 p 2 ?1 [ X X ] p 1 ...g.
PH’ pH’ p}%—l’z pH’

1,3
H
\11

( =Ry

Dans ce tableau, les fléches sont mises & la place du signe d'inclusion ¢ .
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THEOREME 3.l. ~ S'il existe un entier n> 0 tel que D® =D, les chatos

L

CH et GH
1tautre ;3 le tableau TH
pour élément maximum pﬁ’ o En particulier si D = D2' s On & pH’ = pH quel

que soit a>1, pIc-)I P ’ quel que soit B >1 et p;’p = pH’]' quels que

soient a>1l et B>

sont finies, leur élément maximum étant p n,0 pour l'une, PH pour
est fini, 1'ensemble des équivalences p 5P admettant

n+l n+A

1o8i o =D ,ona (H .x)nD = (H .x)nD pourtout A>0,

done p"g"x 0 = p?{’O pour tout A >0 , de m8me p Opntht pH’n pour tout H =0 .
20 81 p° =™ » dens le tableau Ty, ona :
- pour la ligne a + B=n+2, p%_‘I’n"'l = pI]:I’n et pn"'1 ! P e En effet

1thypothdse entratne (H o x) N (D % D™) = (H e x) n (D x Dn+l) ot

(H oo %) n (O x D) = (H +« ) n (D'm'l x D) o

La ligne o+ B=n + 2 se réduit donc 2
Pii’n ’ PH’n-l y o0y pr};—l’B s PR’

-~ la ligne suivante de rang a + B =n + 3 se réduit de la méme fagon &
p2al p‘;'{ o=l ., pﬁ"l 2 PH’3

et ainsi de suite, la ligne de rang o + P =2n se réduit a pg,n s et
pg#\,nw

D!'ou le théoréme énoncé.

= pﬁ’n quels que soient A >0, p=>0,

2+ BEtude des résidus.

PROPRIETE 1.2e = On a s

[0
1o W20 w0 pour tout a1

0,8 ¢ 0, B+E
20 worP cud P pour tout g1

30 wg:ﬁgwg"l,ﬁ nwg’fﬂl pour tout a >/1 et tout B> 1.

a. o0 o+l 0

Soit xeW " ; ona Q;’O =@ et par suite Q %+1,0

=7 et x €Wy .

(Démonstrations analogues pour les autres cas.)

Conséquences.

1° L'ensemble des résidus W%’O (respe Wg’ﬁ ) ordomné par l'inclusion forme

une chatne T (respe Fﬁ) pour laquelle WIl_I’O (respe Wg’l ) est élément
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F' H MH = ) Wo,l C Wg’z S [ XX ] EWSI’B Ewo’ﬁ‘l‘l C oo

20 Pour les résidus W?_I’B (x, B £ 0) on peut éerire le tableau suivant Ty ¢

[ X X J [ X X ] ._..
WiaP WPt el WPyt
W »3 WZ, wB 1

1
H \ /;H
T T

S 1,17

Wy?

(=Y

Dans ce tableau 7ty , les fléches sont mises & la place du signe d'inclusion ¢

PROPRIETE 2.2, - On & W20 =g (resp. wg’ﬁ =g, w‘;‘{:p =¢ ) si et seulement

si W}ll’o =@ (resp. Wg’l =g, WI]&’]' =@ ) ctest-d-dire si H est net & gauche
(respe & droite, bilatirement net).

1© Supposons W;’O =@ pour a> 1 . D'aprés la propriété précédente on a

1,0 ,a,0 1,0
2 L4 Y
Wt W, done WU =4

29 Supposons W%’O =@ , et supposons que 1'on ait Wg’o #9 pourun a>1.

Soit xewg’o,quel que soit aeDa, axd H.

Mais ona H *e ax #¢@ puisque W;’O—ﬁ o Il existe b€ D tel que bax € H
e € D™t , par sulte Qa+1 0 #@ , ce qui entratne Q;’O #¢ , contraire & 1'hy~
pothése, done W =¢ .

(Démonstrations analogues pour les autres cas.)

e . e s .rs 1,0 0,1 1,0

PROPRIEIE 342+ ~ Si H satisfait & la condition WH’ < WH , WH’ est un

idéal bilatére et 1l'on a :

1,0 1,1
’ s
(1) WH <€ WH_
et
(2) WP ol ey
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La relation (1) a déja été démontrée dans [L]. Nous en redonnons cependant ici

1mne démonstration.

W;_'I’O étant un idéal & gauche, on a
1,0 1,0 .
’ b
WH SWH e D a
1,0 0,1 1,0 o 0,1 oo 1,1 s
Dtautre part WH’ S_W.H’ = WH . D_C_WH « D ._WH (proposition 2+1).

1.0 1,1
tad o s st
Dtou ¢ (1) WH S‘..WH
La propriété 2.1 permet aussi d'écrire
1,1 1,0 .
IR A o
W2t =W e D
et en tenant compte de la relation (1) on a
1,0 1,0 o
’ ’
WH (::"- WH . D -
Wis® est done un 1ddal bilatires

L

H

1 0 0 1 l 0 [} %‘l ] O l Y a'-l ) ] O L. aF'l
WH’ -C-WH, => (wh, e« D ) . -.D[3 5 (WH’ « D ) . :D‘3 = (WH’ . Dﬁ) O.D s

dto ¢ (2) wg’ﬁswg"l’ﬁ*l , azl.

Conséquences = Les relations (1) et (2) permettent d'écrire s

1,0 0,1
’ b
W c WH
0 1,1 0,2
? ? b4
w‘?‘{ c Wy ¢ Wy
Wl o Wl o wtR o ud3
H = H - =
oTe ese XN )
0 1 1, nel 0
Wg’ C an-l’ E oce c WH’n < WH’n
[ X X ] oe e [ XX ]
N 1,0 0,1 ’ .
Contre~exemple montrant que 1'hypothése WH’ c WH’ n'entraine pas nécessaire—
. 1 ,
ment W'l Wort . Soit D le demi-groupe défini par la table suivante 3
a b ec d :
ala a a a Posons H=1{b,d}«Ona :
bla a b a Wl’o = {a} WOl = {a , ¢} wlstl {a}
H - ? H - ) > H - .
cla ac a
dla b ad
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Contre~exemple montrant que 1'hypothése W%I’O c W?I’l n'entrafne pas 1'égalité

entre tous les W?I’ﬁ pour lesquels a + B =n . Soit U , le demi-groupe défini

par la table suivante :

a b c d
a|la a a a Posops H = {v}
1,0 o,L
b|{b b b b e = i ={a, o}
cle ¢ e ¢
1,1 0 0,2
? — » A
dlaa b a Wy =f w?{ -¢,WH ={a,cl.

On démontrerait de la mfme fagon que si H vérifie

0,1 L,0
Wy’ oWy
on a
0,1 1,1
1 ’. ’
(11) W™ Wy
(2:) wg:ﬁsw;"‘l’ﬁ“l , B>1 .

On en déduit le théoréme suivant :

THEOREME 1.2¢ = Si H est équirésiduel (W}'{’O = Wg’]’) on a
! 1

wf{"ﬁ=w0}‘1"3 si a+p=at+pt, @, B,a,p =0).

En posant w%ﬁ =Wﬁ si a+B8 =n, on peut écrire la chafne suivente
1 2 n

(3) WH QWHQ... QWH_C.'aQ
En effet si H est équirésiduel, les relations (2) et (2') sont vérifiées et
elles entrainent respectivement ¢

WO cul=hl o L gt o yen
et
ot ™t L Wit 0
PROPRIETE 4.2, - Si 1'ona A1,
le quel que soit a>1, ona
wg’oanDx.-.-yf o= Wy’ nEnDM =g .

2s quel que soit B=1l, ona
Wg’ﬁanDx=¢ <> W(I_)I’ly'anszo .

3¢ quels que soient a > 1 et B>=1, ona
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Wa’annD}\=¢ <> W%{’lanD}‘::sd .

H
10 %0 A a>1 adn
Remarquons que Wy’ n HnD"= g , pour , entrafne
1
W}li aHn =¢ puisque wH’O - w“’o .
Dtautre part montrons que
W(:I’On Hnn)‘=¢ entralne w‘;‘l"l 0 4 HnD =¢ .

A

Soit xe Hn D", 1'hypothése entraine x ¢ W 0 « Donc il existe a € D tel qxe
A+l

ax € H , mais aernD CHnD)\ parsurbe axe/w %0 et il existe b e D”

tel que bax € H ; baeDa+l,donc X¢Wa+lo

Par suite si a =1, on en déduit que :

W}l{,oanDx:¢ = Wz’OanDx-:.fZ — wg’oanD"=¢ = eee

Done @ 0
wi{’oanDx=¢ = W nHnD" =g
quel que soit a>1 .

2° On remarque comme précédemment que
Wg’ﬁﬂHﬁDX=¢ pour a>1, P>l , entraine W;’l nEnd=g

o
puisque 1'on a W%I’l < WH’p

précédemment, on montre que

« Par un raisomnement analogue & celui qui a été fait

Q. A A
W’ﬁanD =@ entratne Wm]”ﬁ“anD =g .

H H
L a, B+l
Or W:Iq' 5P et WH’ gont contenus dans W;" L+l , par suite

ml’ﬁanD}\.=¢
Wg’an an=¢ =
Wg’p*'lanDx—.:fl

On en déduit alors que
1,1

W anD}‘::Qf entraine Wg’anan=¢

quels que soient a>1, B >1.

THEOREME 2.2.

1,0 0,1 i,1 a
1° 5i WH’ NnH=¢@ (resp. WH’ nH=¢, W’H’ nH-_-.d)ona WH’

0 _ 1,0
=Wy,
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pour tout o > L (resp. W%’ﬁ =Wg’1 pour tout B>1, W;’B =W§’1 pour tout

>1 et tout g1l ).

2° Soit A 32 -

- Si W;_‘I 20 A H D= ¢ (respe W%’l nHNAD" = # ) la chafne Iy (resps T}
' O P . » h-l
des réasidus Wg’ (resp. Wg’p ) est finie son élément maximum étant WH s0
{resp. Wg’x-l Yo
1,1 A Lo d’ﬁ
~ 81 Wy nHnD =@ avec A>2, le tableau 7; des résidus W '™ est

fini, sa dernidre ligne étant celle de rang a+ P = A= 1 , tous les éléments

de cette ligne étant égaux entre eux.

Pl aEaD’ =¢ ona WHP-uol pour tout a2l et tout B>l
8. Supposons WIl{’O NH=@ .« S0it x¢ Wa’o (@ >1) ; i1 existe a e D% tel
que ax € H , donc ax¢WiI’o.Par suite, 1lex:.ste beD tel que baxe H,

ba ¢ DM , donc x ¢ W?I"'l 0, or w0 ¢ w‘“‘l’e , la démonstration précédente

-S5Si W

H H
entraine donc Wg’o = W;“"O quel que soit o >1 , d'oh le théoréme.
(Démonstrations analogues pour les autres case)
be Soit A =2 . Supposons WH’O NHEnD =¢ . Soit x¢ Wa 0 A=Al
il existe a € D% tel que ax e H 3 aernDa"'chn donc ax;!W%I’O
et il existg beD tel que bax €H, bae D" , donc x¢ Wg“’o , On en
déduit Wg’ = w;"’l’o pour tout a > ?»- 1, et par suite Wg’o -W?;l »0 pour

tout A > A=1,

(Démonstration a.nalogue pour le cas ol W%’l nHn P = g )

Supposons Wl’ anD =@ (>2) . Soit xew""ﬁ (0, p>0 et
@B ml).Ilex:Lste (e , b) € D* x DP telque axb € H ,
axbeHanwchnD}‘,donc axb ¢ W2t et 41 existe (a',b‘)erD

a+1 Jp+1

tel que a'axbb' € H, on en déduit que x¢ Wy et par suite

g:p = wg"’l,ﬁ"‘l = w‘;“'l’ﬁ = wgyﬁ'*l
puisque W Lp et W;’p +l contiennent Wg’p et sont contenus dans wg*‘ 1P+l
Dtautre par'l:, la condition a+ B>A~1 avec A>2 , entrafne, dans le cas
o Aw=l#2, que 1'un au moins des nombres o , B est supérieur & 1 . Sup-
posons B >1 et considérons le résidu Wa"'l’ ﬁ- placé immédiatement & droite
de Wa’B dens la ligne a+ B=A-1 du tableau Ty « la démonstration précé-

N o+l ﬁ—l
WH

dente apphquee a permet d'écrire en particulier
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Ol 1 ,[3..1 _ 0L+l,ﬁ
WH = WH .

Done

1,-1
w?{"’ p =w§"{,5

et ainsi tous les éléments de la ligne o + B =A =1 gont égaux entre eux.
Supposons Wl A HAD? = @ o Soit x ¢ w %P (=21, 521) ,y il existe
(a,b) €D xDP tel que axbeH, beHnDBSHnD,donc axbd/ W.?
et il existe (a' , b') €D x D tel que a'axbb' € H, on en déduit que
x ¢ Wg*l’ﬁ"'l et par suite
W?I"'l’ﬁ"'l = wg’p =W§’ﬁ+l =W§+l’p quels que soient a1, B>1,

1,1

wg:ﬁ =w11{’1 pour tout a >1 et tout p>1

Remarque. = Le théoréme précédent permet de conclure que

le 81 0 <AL2, w;’o NnHnN DX =@ entraine W;’O = Wg’o pour tout a >1,
de mfme Wg’ L NHND" =@ entratne Wg’ﬁ = WSI’]' pour tout B >1
2081 0<A<3, Wl nHND=¢ entratne WMP = W' pour tout @ 1

et tout ﬁ?l .

Exemple illustrant le théoréme 2.2+ = Soit D , défini par la table :

z a bec d e £f gh
% |\%z 2 2 %2 %2 %2 2 Z 2
alZ a b a z z z2 2z %
b|lz a b a z 2 z2 2z z
c| 2z a b a 2 2 z z 2z
d{2z 2 2 2 d e d4d & d
e|z 2 2 2 d e d 4 4
fl12 2 2z 2z 4d e 4 4 4
gl 2 2 2z 2 4d e d 4 f
h{z 2 2z 2 d4d e d f g



1211
Posons H={b’f3g}
whe0 = g a £} g aws® apt =
g S 12,8 ,5C, 0, €, H =
W20
H ={z,a,c,d,e, f, g}

W?I’():{z,z,c,d,e,f,g}

Wt =iz, d, e, 1} H auort npt = g
WA ={z,d,e, 1, el

wg’3={z,d,e,f,g,h}

Wl =z, a,e,f,8) Hawo'n ot =g
W]I:I’zz{z,d,e,f,g,h}zw:;’l

Cherchons & quelle condition un idéal & gauche (respe. & droite, bilatére) W
peut 8tre le résidu d'un complexe H par rapport & une équivalence pg’o (respe
Pﬁ’ pg’ﬁ Yo

THEOREME 3.2. — Pour qu'un idéal & gauche (vesps 3 droite, bilatire) W soit
le résidu d'un complexe H par rapport & 1l'équivalence p;’o (respe Py ’13

pg?P ) 1l faut et il suffit qu'il vérifie le relation (F, o) TS .‘ D
(resp. (Foq) ¢ W =wpP ., pP | (Fa,g) * % wpP 'D°‘5 D‘3 W ).

(o

a,0

1° Par hypothése W =W,
xeW = D"xc D-H => xe€ (-4 .'0*
xe D~H *D* => D*xc (D-H => xe w0 _y

H
par suite
= (D -H . D% .
W est un idéal & gauche fermé & gauche par rapport & D* [2] et 1'on peut

éerire 3

a
F W =D w ', D »
(Fq, o)

D'autre part, x e W => Dax_ED-H, or DOLx_g_DOH'1 par suite

D% x_g:_])"‘+l - ** nn)
et

Xe[a+1 - (Da-l'l nH)] . DOL.
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ol +1 . 0
Réciproquement, si x € [Da"'l -0 AnH] D ,omna

p* X C DO“']' - (DOH'l nH) ,

Done
DaxS_D-H et er%{’O .

On a donec
W=t - o™t om0t .

by

2 - ’ N a
2° Par hypothése W est un idéal a2 gauche, fermé & gauche par rapport & D ,
clest-d-dire vérifiant la relation (Fa 0). Montrons qu'il existe des complexes

b
H admettant W comme résidu par rapport & p;’O .
o o O
Posons H=D -D%W et K =D 1%,
Ona. h%o':(D—'H) ..DG':DG"W .'Dazw
a
w0 St L o™ A k)] D =D W D =W

K

a
(Démonstrations analogues dans les autres cas ; pour le cas WH’p s on utilise

les résultats démontrés dans [L] dans le paragraphe ®Idéaux bilatéres bilatére=

ment fermés M)

PROPRIETE 5.2+ = Si W est un idéal 3 gauche (resp. 3 droite, bilatére) véri-
fiant la condition (F o 0) (resps (FO ‘3), (F, sp)) il vérifie aussi le condition
’ s

Fa‘_l’o (resp. Fo,ﬁ-l y Fa_l’p et Fa’ﬁ_l .

Soit W wun idéal & gauche vérifiant la condition

a

(F. ) W=0"W.D

a,0
clest-d=dire Dax_g_Daw => x €W,

Supposons que 1l'on ait !« < o™y , On a alors

DaxEDaW,d'm‘l x EW .

Par suite p*t < p*~t y => x eW , W vérifie la condition (Fa 1 O) .
=

(Démonstrations analogues pour les autres cas.)

Conséquencess = On peut écrire les chafnes et le tableau suivants :

o0 _C_ FCX,’O _C_ Fa-l,O _C_ ens _C- FZ’O E F]_,O .

e fog cfopacer st

’
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F
B 2/ \Fz 1
b 14
XX} ese . ase
F F [ XX ] F
1,n-l 2 ,n2 nel,l
l,n 2 el

oee (XX ] [ XX J
. .

Contre~exemple montrant que la condition (F 1 0) n'entrefne paa nécessaire-
ment la condition (Fa O) e Soit D 1le deml-groupe défini par la table :

a b c d Soit W=1{a , e} .
ala a a a On vérifie que Dx ¢ DW => xe W , mais que
bla a a e szcDZW #> xeW.
c|e &8s Donc (F; o) =% (F, ) »
1,0 ,0
df{ac¢c a b

PROPRIETE 6.2, — Si W est un idéal & gauche (respe 2 droite, bilatére) la
condition W «* D =W (resps W *eD =W, (W."D) ".D =W ) est équivalente
4 la condition W .* DY =W quel que soit a>1 (resp. W °, pP=w quel que
soit p2l, O« DY *.DP =W quels que sofent a>1, B>1).

a

Soit W , un idéal & gauche, vérifiant la condition (L, 0) We'D =W,

clest-d~dire D xCcW __>xew,ouD KcW .._>K<:W.
Soit xeD tel que Dx cW , on en déduit p* xED"LWEW,d'oﬁ xeW .
Par conséquent W vérifie (I, O) : W D=W.,

Réciproquement, soit W wun idéal 3 gauche vérifiant la condition (Ll. 0) H
We"D=W, clest-d~dire DxCW => xeW ou DKcW __>KcW.801t
xeD tel que D* x c W pour un entier a >1 & On peut écrire DoD” -
d'ou pot X CW ; de la méme fagon on obtient DOL'2 x c W et ainsi de suite
jusqu'a Dx cW qui entratne x e W . Donc D® xcW = xeW, W vérifie

(L

XEW

a,O) *

(Démonstration analogue pour les autres case)

On désignera par LO 1 1a condition W * D=W pour un 1dea1 a droite et
par L, 1,1 1a condition W «° D) *« D pour un idéal bilatére ( Yo

1

(") Un idéal 3 gauche vérifiant la condition L est dit ¢ fortement large
a gauche [3]e De mfme un idéal & droite éresp. bila%ere ver:LfJ.a.nt LO 1 (respe
Ll 1 ) est dit fortement large & droite rasp. bilatére).
L
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Da+l

THEOREME 4.2, - 51 W =W2" (W £D) et si WnHn =¢, W vérifie

H
la condition W o* D =W . Réciproquement, si W vérifie W .* D =W , quel que

a A
soit 31, il existe wn complexe H tel que W?" =W ot W nHnD™ =g,

(On 2 un énoncé analogue pour W =W§){’ﬁ et W nHnDP =% et pour
=w§°’5 et WHP A H A DHPH =0 .)

Soit W —Wg’o et WnHn Da+l = ¢ « Montrons que W vérifie la condition

a 0) equlvalente d'aprés la propriété 6.2 & la condition ( O) « Soit xe€D
1
tel’ que D% xcWe81 x¢W, il existe ae D* tel que axe "B n D™ , donc
ax ¢ W ce qui contredit l'hypothése, par conséquent x € W , et W vérifie la

condition (L O) donc la condition (L]_ O) : W'D =W,

Soit W un idéal & gauche vérifiant la condition (I, 0) s W vérifie donc

n'importe quelle condition (La O) pour a>1 ,

(L o, 0) Wed¥=w, Remarquons que la condition (La O) entraine la condi-
tion (Fa O) . ’

D'apras le théoréme 3.2, il existe donc des complexes H admettant W comme
résidu par rapport & l'équivalence p;’o (par exemple les complexes D = W
et D™ oD% W ). Dteutre part, soit x €D - W , il existe aeD tel que
axd W

Posons H ={ax , aeDa, axd W} .

o
Ona HnW =0 et HEDa+l,donc HaWn D™ = ¢ . Montrons que WH’O=W.
Soit xeD ~W , il existe a e D" tel que axe H, par définition de H .

a
Soit xED-WH’O,ilexiste a € D% tel que ax e H, alors axd W,

. a
puisque HnW =@ , done WH’O =W . Remarquons que dans ce cas particulier on
. l Q, N ’, By
a aussi W' =W ::WH’O pour tout o >1 , d'apres le théoréme 2.2,

Désignons par &, ,0 2 l'ensemble des complexes H de D admettant un idéal &
gauche W fermé é gauche par rapport & D domné comme résidu per rapport 3
PH et tels que pour tout H e 8 ,0 2 HaWn Da"'l =@ . & ,0 ordonné par

o
l'inclusion est stable pour la reunlon. En effet soit H* = U H, 7 Hoe & g
On sait ue K H emtratne W.?" cWer® [2], et par suilt® k0 ¢ %0

dtaprés la propriété 2.1,

On a done W OE_W e D'autre part soit x €D = WH,{‘ s il existe aed’ tel

que ax e HT ,donc il existe 1 € I tel que ax € H, « Puisque W’O.-W il

en résulte e x €D =W . l
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Par suite ona W = w“'o o &y ,0 n'est pas en général stable pour l'intersec-

tion (voir contre-exemple dans [3])

On définit et on étudie de fagon analogue les ensembles & B et &, B °
0, ’

PROPRETE 7.2+ — Soit H wn complexe tel que son résidu W %50 (respe Wg’ﬁ ’
WH"l3 ) soit contenu dans un idéal & gauche (resp. & droite, b:z.lat‘ere) W e Si
W aD* =g (respe WnEnDP* =g, Wamad™* 2g), ma wB0=w

(respe Wg’ﬁ =W, W?I’B =W )

o o
Soit WH’O_C.W » WnHn 0™ = g . Montrons que W _C_WH’O 3 it x g W, ’0
il existe a e D® tel que axe HnDOH'l , donc ax ¢W et par suite xéW .
a
On a donc D - W;’O €D =W, clestd-dire W _C_W'H’O .

a
Puisque K c H entraine WH’O_C_W%O (resps Wg’ﬁswg’ﬁ s

on déduit de la propriété 7.2, le corollaire sulvant :

wg’p Ew%,ﬁ )y

COROLIAIRE L42, = Si 1'ona KcH et si Hn WIO{"O n DO("'l =@ (respe

0 +1 Ay . ~O+pL a,0 a,0
HnWK’anﬁ =g, HOWK’ﬁﬂD p =¢), on a WH’ .—.-.WK’ (respe

0,8 _.;0,B a a,p
WH’ =W, WPT =W ) o
Remarques = Si thllg’o a+1=¢ et si Wg’onHzH,ona W;’O:—.D.
Eneffetona Had* = , donc, quel que soit x €D , Daan=¢’
O
x €EW.?
H

- n pPt =@ (resp. H annD‘“ﬁ*l =@ ) et si wg’ﬁ nH=H

(reste Wg’p NH=H) ona Wg’ﬁ =D (respe. WIO{L'B=D de

De mBme si HNW

PROPRIETE 8.2, - 81 HnWy® n D™ =g (w"}‘l’o £D) (resp. Hn wg’ﬁ n Py,

Hn\‘JOI;’I3 o D2+ =@ ) ona

H-(HnW 0y 7
(resp. WOOP 0p = e, WP 0 p -uH’B ),
H—(I—HI H..(Hnw )
I1 suffit de démontrer 1'inclusion D -W;’O cD - u%° a0, ¢ Soit x¢ Wa’o,
()
. . a ol a,0 .
il existe a €D tel que aer, ax € HnD  ~ , donc a.x;éW , par suite

aer'—(Hnt’o) et #W’ O *
H-(HnW’)
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COROLIAIRE 2.2, = Si W (W #D) est un idéal & gauche fermé & gauche par
repport & D* , et si H est un complexe minimal de 1'ensemble &, o Foest
disjoint de W .

(On a un énoncé analogue pour les deux cas semblables.)

Conclusion. = Si W (W #D) est un idéal fermé & gauche par rapport & D* et
si H est un complexe minimal de Sa ,0° H est un complexe W—m:in:unal a gauche

[3]c En effet, d'aprés le théoréme 22 si Hn WH %0 g ,ona H nW »0 =@ e

W0 2 w3 quel que soit a2 1.

(Conclusion analogue pour les cas semblabless)

Remarques ~ Dans le cas particulier o W =D , ona HnW =H et la propriété
8,2 ainsi que le corollaire 2.2 ne sont plus valables ; un complexe minimal de
& 0.0 .n'est pas nécessairement D-minimal & gauche comme le montre l'exemple suie
»

vant
Soit D le demi-groupe défini par la table :

a b c 4 Posons H = {b} »

Cn a
1,0
WH’ ={a,b}

O P p @
O o Mmoo
o 8 0 P
o & 9

0
W?{’ ={a,b,c,dl =D

a
b
c
d
H est un complexe mihimal admettant D comme résidu par rapport & l!'équivalence
2,0

PH 3 mis W ’ ,«“é D

3. Complexes

DEFINITION le3e ~ Un complexe H d'un demi-groupe D est dit pa’o-for’t si
(H* x)nD¥n (B x) £ = (H"wx)nD* = (H e x*) nD* )

On définit de fagon analogue un complexe po’p-fort ou un complexe potpﬁ ~fort
(a s ﬁ ;-,’: O) 6

Etant donné un demi-groupe D , on désignera par % 2,0 (resp. Bog s %y 5 )
l'ensemble des complexes p ’O-forts (resp. p 0,p -forts forts’ de D i

PROPRIFTE 1,3, = L'ensemble 3{2 ,0 est une famille de Mooree. Il en est de mBme
de et ® .
Ro’p a,p
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Qe De%ao L[]
’ ’
be Si H et H' appartiennent & ¥ ,0 2 il en est de mféme de H, = HnH',
si Hl #¢ °
. ) a *
En effet, supposons (H, *.x) nD nH "o x' £0 .

T1 existe & € D” tel que
ax € Hl =H nH

a.x'eHi:HnH',
Soit b e (H '.x)an,ona txe H =H nH .
Or H étant p™O-fort,
ax ¢ H
ax' € H a,beDo' => bxt el .
ax € H

Ht étant aussi pa’ou-fort, on a de méme tx! € H' .

Par suite
ax € Hl

axte H a,bed® )ix! €H .

bx! GH1

H]. est pc’o—forto

PROPRIETE 243¢ - Hek o => Hek 41,0 * Do méme

a,0

al,p

He# = HGRO,B“‘{ et Heiﬁa’p m—t>

0,P e
o, Brl

Soit HeX, ,0 2 et supposons Qa"'l °n O“'l »0 £9 .

Cette condition entraine Q. %0 QY3 ,4 ¢ , et par suite x = x' (pH )
puisque H est p s -forb. D'apres le 'bheoreme 2.1, on a alors x = x! (P;*l 0) o
En particulier si H est fort, H est p %50 ~fort et P ’B-forb, quels que
soient a2l et B21

(Démonstrations analogues dans les autres case)
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THEOREME 1.3 - Les deux conditions suivantes,
l, H est pa’o-for’c.

0 a,0 a, 0,1l 1 a
2+ Il existe une bijection ¢ de (D/p;’ - W ) sur [D /PH’ - (Wg’ nD)]

telle que 0.1
p@=4=a0", xex, et ) =x =0, aca.

, a
19 (1) => (). Soit X wune classe modulo P;’O différente de WH’O .

o
Vx,x€X,ona Q;’O::Qx{o;éﬂf.
Soit a,EQ::’O, ax €H et aeD .
. . @,0
Dioh xeHo" a etparsuite XcHoe 2, V acQ?’ .
a
Soit yeH+"a , ona aye H avec aGQ;’o_C_D .
Par suite aEQ:’O « On a done Q;’OﬂQ;‘Of-Sai H étant Pa’o"fm?t: on en
déduit y= x (p?{’“) et yeX.,
Dfol
X=H. a, VaeQ;"o_c_D“,
0,1 Q.
X«:Qay 9 a €D
D' by . 2 N V bEQa'O
apres ce qul precede a , . s ona
Ho.a.‘:Hc.b
: 1
clesteddire a =b (pg’l) o Soit ¢ € D* tel que c= a (pg’l) ¢« V erS’:X,
ona ecx €H, ced , done ceQ;:’O.

1 o

Par suite si A désigne la classe modulo la trace de pg’ sur D~ et conte-

nant a , ona
A:Q‘;‘C’O V xeX et A#(wg’lnna).
\ a0 ..a,0
Donc & toute classe X € (D/py’ - W ) correspond une classe ¢(X) =A de
[D’a/Pg’ o (W?I’ La D%] de telle fagon que :
o) =A =QZ’O , xe€X .

Réciproquement, & une classe A corrcenond une classe X o Soit
a
AED“/PI(_)I’]'—(W}O{’lnD).Soit xGQg’l, aeld o Ona

a
axe H avec a €D

a
Dol a e Q;’o o Bt dtaprés ce qui précéde Qx’o =A et X = Qg’l o Ltapplica~
tion ¢ est donc injective et l'application inverse est
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o=l a) :X:Qg’l , ach.
20 (2) -—-> (1)e Par hypothese Q 20 o5t une classe dtéquivalence, donc
Q;’O ;é g = Q H est pa’o-fort.

On démontre de méme la proprlete symétrique relative aux complexes po’B ~fortse

a
Remarquee - Les conditions " H est p ’O-fort" et " H est po’a-fort" ne sont
pas équivalentes si a >1 , comme le montre l'exemple suivant.

a b e d D:{a,b,c,d},Dzz{a,b-,c}=Da,\da>1
ala b c a Posons H ={a} .
bla b c a 2,0
On vérifie que H n'est ni fort, ni p~’ =fort, mais
eta becd H est p’z-for‘t.
d{a b e a

THEOREME 2+3s =~ Les deux conditions suivantes sont équivalentes,
le H est p*Pefort (@>0, p>0) .
2¢ Il existe une bijection ¢ de

o/pg?? =Py sur (0% x 0P)fey - 0% x DP) Wy

telle que
o() =A = (H..x) n 0 xDP) , xex
et (p"l(A):.-X:(H.'a) ‘b, (a,Db)e A

( £y est 1'équivalence définie par Re DESQ dans sa conférence du 12 février
1962.)

19 (1) => (2). Soit X une classe modulo pH"3 différente de W, %R,
Vx,xteX,ona Q’ﬁ pié¢

Soit (a, b) € Qx’p; axbeH, (a,b)ed®x DP,

Donc xe(HE."a) e b et Xc(Fa"a) ebv, V (a,b) ng’p (xeX) .

Soit ye(He"a) e beOna aybeH, (a, b) e D* & pP .

Donc

(a,lo)EQOL’I3 et Qa’ “Q’ﬁﬁﬁ‘
H étant p:f.'ort on en déduit Q ,[3 Qa,p’ et yeX.

Dtor X=(Ho'a) b, V (a,b)EQz’p, xeX .,
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Soit A 1la classe modulo la trace de QH sur D% x Dp contenant (a R b)

D'aprés ce qui précéde on a :

oy B
oBPca

Soit (c,d)ed, (He®c) ed=(H."2)°b=X.
Soit xe€X , exdeH, (c,dl)eDOLxDﬁ done (c , d)eQ;f’p et
A= Q’p-(’iux)n(D xDﬁ)

On a évidemment A # (D x DP) - Wy

Réciproquement, soit A wune classe appartenant a [(D x Dp)/S.‘;H - (@a Dp) -W )]
Soit (a,b) €A etsoit xe(He*2a) e belna :

axb € H, (a,b)eDa Dﬁ.

Donec (a K b) € Qa’ B et, d'aprés 1'étude precedente, on & Qx’ Pon et
X=(H."a)°* b s X désignant la classe module pH’ P contenant x « Puisque
Qa’p/:?’, ona X ;éw“’ﬁ

Posons
(P(X):A;-_-(H..x)n(D’axDB), xeX ,

Dtaprés ce qui précéde ¢ est une bijection et

(p"l(A)=X=(H.'a)°.b, (a,0)e A,
20 () ==> (1)« Par hypothése Qz’ﬁ est une classe d'équivalence, par suite
Q, af Q, o
0Pl 4p = o <ol |
B est p*P-fort.

7 ¢
PROPRIETE 3.3,

-Si H est pa’o-fort, les équivalences prL,O et pg"}\’o (A>0) coinci~

dent dans D ..w;*)"o .

-~Si H est po’p-fort, les équivalences pg’ﬁ et pg’ﬁw’ (4 >0) concident
dans D ..Wo’ﬁ*“

-S1 B est p?Pfort (a, p>0) les équivalences Pﬁ’ﬁ et Pg’ﬁw
(A y pn=0) colncident dans D __wg*%,ﬁ*-p.

Supposons que H est pa’o-fort. Dtaprés le théoréme 2.1, on sait que

pOL,O Fho&)\,o vV A0 .
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Montrons que \
(x=x) (o) 1
. => x=x' (Pg’o) .
a+A
x g Wi ™ f
Par hypothese Q}?}\’O = Q;TA"O e D'ou

a0 a.0
s ?
Qx N %y P .

Mais H é&tant pa’o-fgrt,, on a Qi’o =Q§;O et x = xt! (pg’o) .

(Démonstration analogue pour les autres cas.)

THEOREME 343

a 4z
-S1i H est p ’O-fort et net & gauche, la chafne C; est finie, son élément
, a,
maximm étant pH'O o
-S1 H est po’p ~fort et net & droite, la chailne Cf est finie, son é1émant
maximm étant p%ﬁ >
- Si H est pOL’13 ~fort et bilatérement net, toute équivalence p{?x’ﬁ T

(A, p>0) coincident avec pg’p .
Ce théoréme est une conséquence directe de la propriété 3.3.
Cas particuliers s
ls H est fort et net & gauche, on a 'pf;’o =R, ¥V ax1,
2o H est fort et net & droite, on a pﬁ’ﬁzzRH , v =2l
3. H est bilatdrement fort et bilatirement net, ona pp?P =Rl pour tout

a>1 et tout =1,

PROPRIETE 4.3,
-Si H est pa’o-fort, toute équivalence pg”\’o

gauche dans D - W:{J’)\’O o

(A >0) est simplifiable &

~S1i H est po’ﬁ—fort, toute équivalence pg’ﬁ"'“ (p > 0) est simplifiable &
droite dems D - WorP*H

3 B >0) toute équivalence (D}o'{'*'k’ﬁ"”l Ay, p =0
1

~8i H est p™Pirort (a
est simplifiable dans D ..wg"

a,
Supposons que H est p? O—fort et momtrons que
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A, 0
ax zaxt (pg 7))
=> X = x' (p;ﬂ')\"o) .
ax¢wg”"o

A

Lthypothése entrafne qu'il existe y € DN tel que yax € H et yax'e H,

ya e D¥ML gt

< o
Per suite Q7" Q;‘go 4. B étant pfort ona QX,0 2030 ot
x = x! (pﬁ’o) .
| A
On sait d'aprés 1a propriété 3.3 que pr#C = o0 dens D -WiT?0 (A 20) .

(Démonstration analogue dans les autres cas.)

THEOREME 4436

a
-~Si H est pa’o—fort et net & gauche, 1l'équivalence PH’O est simplifiable
a4 gauche dans D .

«-S1 H est pO,[B ~fort et net & droite, 1'équivalence pg’ﬁ est simplifiable
& droite dans D .

-S51i H est pa’ ~fort et bilatérement net, 1'équivalence pg’ﬁ est simpli-
fiable dans D «

Ce théoréme est une conséquence de la propriété 4.3.

THEOREME 5¢ 3¢ = Si H est symétrique-fort, les équivalences pﬁ’n—p (n
fixe et 0 <p <n ) cotncidents En posaht pg,n-p = p’& (0 Lp <n) s Ona
1 2
P S PR S wee S PGS ses
De plus les équivalences pI]i et pg coincident dans D -Wg « H étant symétriqwe

on a

1,0 .0,L 1,0 _ 0,1
Wy =W et pyt =y

ls D*aprés le théoréme 1.2, si H est équirésiduel on a pour n fixe,
Wy =WE™™P , 0gpgn, d'od la chatne :

1
WH-C-w?'IE- eco E:_an_ XY}

2+ Montrons que la condition p;’o E= pg’l entratne pﬁ,n"P = p%,n..q , V p
et 9 telsque 0 gpgn, O gq gn, n fixe.

a. Montrons que pﬁ’o = pI(-)I,n .
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0
Soit x €D "W?I et supposons x =x! (pﬁ’ ) «Ona

Qn,O = Q}Ii{o £ ¢

X

Par suite
Q}lc’ naQ, L0498,

1
H étant fort, on a x = x! (pH’ ) .
1,0 o,L . 0,1 1
Or g =py° Qo x=x' (py’ ), et Q) = P
A O 2 .
On en déduit Q O L d puisque x ¢ Wg « Dol pg’o = pH’n ;3 désignons
par pH cette equ:.valence.
be Montrons que pp’rl P pH pour tout p tel que Ll <p<n=1.
Soit ngwg et x'=x (pH’n Py .
3 (a,b) e (P xD"P) tel que axbe H, ax'be H.D'oh
o,L
Q2 QX £ 8 .
1
H étant fort on a ax = ax! (pH) en posant pH = pH = pg’ . x¢ WII; = xﬁ-{‘f}f{,
et 1'équivalence pH étant simplifiable dans D - WlH sy ON &

x =x! (pH)
dfou

x= x! (pg)
Par suite

1
pour tout p tel que 0 Kp<n et pg coincide avec Py dans D - Wﬁ .

THEOREME 6434

1© Soit X une classe modulo pg’o différente de Wf;’o .

Qa at 1
ae0na g0 cg® ot W0 cul® quel que sot w1,

o 1.
be S1 H est p ’O-fort:, X est fort et dans D ~W}1(’0 on a Pg’o :-.P}]i"o .
a
ce S1 H est p ’O-fort et si de plus ona HCX , alors

ar,0 o, 0 1,0 @0 1,0 or,0
T | - b4 LA ? - ’
WH =W =W et PH _..PX _Qx

quel que soit at =21,
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2° On a un énoncé analogue en considérant une classe X modulo pH’ P s distincte

0,8,
de WH

3° Soit X une classe modulo p?{’ﬁ (a s B> 0) distincte de W;"ﬁ .
1 T ] 1]
ae On a p;’ﬁ < p)l(’l et W;*a oBHP? Wg P quels que soient o' , B* =0

foon similtanément nuls).

be Si H est Pa’ﬁ—fort, X est bilatérement fort et dans D -W)]i’l on a

1.1
p;’ﬁ = pX’

t t
c. Si H est P ’B ~fort et si de plus Hc X , alors Wg »P = Wy :W;
et PH’ b = PX fP! quels que soient [3' >1
Soit X wune classe modulo Pg’o , X ;éw %,0 3

ae %0 étant une équivalence réguliére 3 gauche et X wune classe modulo
Py q

a ’ 4
pH,O s On A pg,O < P}]i’o ([2], théoréme 20).

L3 !
Dtautre part, soit x ¢ W}C; »0 (ar >1) , il existe a € p* tel que ax € X

et par suite il existe be D% tel @e bax € H, donc x¢ WOH'Q 0 et 1'on a

a4at 0 ,0
Wy O, ez,

En particulier WH+]' 50 W)li’o o

be H est p s -fort, montrons que X est fort.

Supposons (X . x) n (X "o x') £ @ . Il existe a €D tel que axe€ X et

ax'€ ¥ , donc ax = ax! (p%’o) .
a,0

Puisque 1l'on a X ;’:W%’O et que pg’o est simplifiable & gauche dans D =W’

d'aprés la propriété 4.3, ona x=x' ( OL’O) o

Soit be X °, x , bx € X . L'équivalence pH étant régulidre 2 gauche on
a bx' = bx (pH) c'est-d-dire bx' € X o Et par suite X *ex =X °, ’
X est forte.

Montrons que deans D - W)lc’o on a P; 20 p}li’0 .

Soit x¢ Wp'® et soit x*

il

X (pX’ ) « On a
X°OX=X.QXl£¢J
On en déduit ocomme plus haut que l'on a

X = xf (pg’o) .

0 o0

. 1,0 0 . 1 . .
D'olu px’ c pHo’ et par suite PX’O = PI?’ puisque d'aprés (a) on a Py gpi’o
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ce H est pa’o-fort et de plus H cX o

1,0 1,0 at, 0 at,0 . )
HC X => Wy’  c W :=>VlX’S_WH’ quel que soit at > 1 .
Par suite en tenant compte de (a) on a

0

' '
WC;I’O -.:W; ’ =W}l(’o pour tout a!' =1 3

et en tenant compte de (b),
0,0 _ 1,0 _ at,0

=Py’ =Py pour tout a' =1 .

(La. démonstration est analogne pour les cas 2° et 3° du théoréme énoncés)
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