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Séminaire DUBREIL~FISOT 901
(Algébre et Théorie des nombres)
16e année, 1962/63, n° 9 21 janvier 1963

CONTRIBUTION A L'ETUDE DES GROUPOIDES. DEMI-HYPERGROUZES,

par Maurice KOSKAS

Cet exposé comprend deux parties, liédes par la notion de loi de composition

miltivoquee

Dans une premiére partie, nous exposons comment certaines propriétés d'un grou-
poide peuvent &tre étudides par des méthodes propres aux demimgroupese Nous intro-
duisons d'autre part un vype de groupoide qui généralise les quasi=groupese

Dans une seconde partie, nous étudions les hypergroupes et demi-~hypergrowpes,
lesquels sont des ensembles munis d'une loi de composition multivoque vérifiant
certaines propriétés. Nous introduisons dans ces ensembles les notions de rési=-
duation, équivalences principales, etc., et nous généralisons un certain nombre
de résultats de la théorie des demi~groupese Ces résultats peuvent, du reste,

s'appliquer & 1'étude d'un groupoideo

Dans le prochain exposé, nous étudierons la notion d'hypertes ::un hypertas est
un ensemble muni d'un demim-groupe d'applications multivoques. (Nous adoptons la
terminologie de Po GRILIET qui a étudié la notion de tase)

La notion d'hypertas est fort générale : elle peut s'appliquer & 1'étude des
demi=-groupes, des demi~hypergroupes, des groupoides, des espaces homogénes, ainsi
qu'a celle des ensembles munis de relations binaires transitives (ordre, équive
lence etc-)e L'étude de cette structure nous permettra de donner une théorie unie
que des équivalences réguliéres, ou simplifiables d'un demi~groupe, ou demim=hyper-
groupee De plus, comme nous le verrons, son emploi judicieux permet, d'une part
de comprendre certaines hypothéses apparemment arbitraires faites en théorie des
demi~groupes, .d'expliquer certaines difficultés qui apparaissent dans cette théom
rie, enfin de découvrir des résultats nouveaux en théorie des demimgroupes.

Bien gntendu, le second exposé permettra aussi de retrouver, dans une certaine
mesure, les résultats énoncés dans celui=cie
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Premidre partie 3 Les groupoides.

1+ Complexes associatifs d'un groupoidee

Définition. = Soit G wun groupoidee On dira qu'un complexe & de G est asso=
ciatif, si chaque fois qu'un produit d'éléments 8y e 8 appartient & A , tous
les produits des a; s quel que soit 1'emplacement des parenthéses, appartiennent
3 A . (On aura en particulier : a(bc) € A => a(bc) € A o) Nous noterons G
la famille des complexes associatifs de G , & laquelle on adjoint la partie vide.

’ hY
THEOREME 1o = ¢ est un sous=treillis complémenté du treillis P(G) » En parti-
culier d est une n~famille de Moore. Si on désigne par O la fermeture de Moore
associde 3 & ( O est appelie fermeture associative de G ), on a3

y € o(x) <> x € y) (Vv x, ye)
o4) = U o, VY A complexe de G
xeh
e L
o(A)_-:nL:JOAn avec Aj=4; oo A ={xeG, x:I;xi; z'xie & .1 O)
oax) 2 a0x; olxa) 2 ofx) a .

La démonstration de la derniére assertion est immédiate si 1'on remarque que

Aed et BSG =—> A."Begqg,
PROPOSITION 2, = Si A est uvn sous~groupoide, ©O(A) en est un aussi.

Exemple de complexe associatif. = Soit E un ensemble ordonné, soit O un é1é-

\

ment quelconque, soit B = E u {0) . Nous prolongeons l'ordre de E & E en con-
venant que O est 4lément mawimum de B »

Ceci dit, nous posons, si x , y € E ’

sup (xy) ei x et y sont comparables
Xy =
0 sl x et y ne sont pas compaerables .

Notons que 1'on a ¢ x:0= Oex= 03 xy=yx3 x2=x.Ainsi E est mmi d'une

structure de groupoide. Nous voudrions étudier les complexes associatifs de ce
groupoide E o

l Id Vd I I d
(*) Etant donnds x; e. x, des éléments de G, M x; désigne un produit des
E

X. , pour un choix particulier, noté g , des parenthésese
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Soit
= , XL 3
M= zeE,Sx,yeE'. ygz, -0

Il est clair que M est un complexe de E gcar O0eMe.

Nous poserons d'autre pax*t.:
N={meE, m minimal dans E}.
T peut Btre vide j ona: MaM=fgo

PROPOSITION 3. - M est un complexe associatif de E 3 tout complexe associam
tif de E contenant O , contient M. Tout complexe conteru dans & est asso=
ciatif.

Définition. =« On dira que M est séparante si

x<y => 3 mel avee m€x, n<y.

PROPOSITION 45 =~ Si M est séparante, on a 8 E= MO M.+ Tout complexe asso-
ciatif de E est, soit de la forme M u A avec A £ M, soit de la forme

AS T,
PROPOSITION 5. ~ Les propriétés suivantes sont équivalentes
8c E= Mudl ®
be tout gomplexe associatif de E est de la forme M UA ou A s avec AS WM,
ce tout complexe associatif de E non contenu dans s contient O .

Remarquese =~ Siona E= M u M, la fermeture associative d'un complexe A
est

LuM si A{M
oH) = )

A si & ;n

2o Eléments associatifse

Définition. « On dira qu'un élément a d'un groupoide G est un élément asso=
ciatif de G ;, si chaque fois que a figure parmi les facteurs a; ees 8 d'un
produit, ce produit est indépendant des parenthésese.

PROPOSITION 6o -~ L'ensemble des éléments associntifs d'un groupolde est un
idéal et un sous~demimgroupe de ce groupoide. Etant donné un demi-groupe D,
il existe un groupoide G qui n'est pas un demimgroupe, et dont 1l'ensemble des
éléments associatifs est D o
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Remarquee = Dans un quasi-groupe, il n'existe pas d'éléments associatifs.

3« Equivalences associativese

Définitione = Une équivalence R est associative si, quels que soient

a) eee 8 éléments de G et les groupements de parenthéses g, g' , on a3

Qaiag' a; (R)

(on a en particulier : (ab) ¢ = a(bc) (R) ).

PROPCSITION 7e = Soit ® une équivalence réguliére 3 pour que R soit asso=
ciative, il faut et il suffit que G/R soit un demimgroupee

PROPOSITION 8+ =~ L'ensemble des équivalences associatives et réguliéres de G
est une n~famille de Moore, donc un treillis complet, dont le plus grossier
élément est 1'équivalence universellee

Détermination de la plus fine équivalence associative et régulidre de G o

PROPOSITION 9+ = Soit p 1'équivalence définie sur G de la fagon suivante
xpy <=> V Ael, xeld <=> yel
p est la plus fine équivalence associative et réguliére de G o
La classe de x modulo p est Ox »
On a de plus

xpy <=> Ox=0y <> x€ly.

Exemples dféquivalences associatives et régulidres.

PROPOSITION 10e = Soit S un sous=groupoide de G central & droite
(S csSr, V reG), contenu dens 1'idéel des &léments associatifs de G e

Soit IS 1'équivalence définie sur G par s
xLyy <=> 3 s,s'eS; sx=3s'y.
Iy est associative et réguliére & droite.

L4 )
THEOREME 1le = Soit' 8 wun sous-groupoide de G, net, unitaire, réflectif et
associatif 3 alors on a

‘Rs=s°7‘=‘R ’
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R est associative et régulidre. De plus G/R est un groupe. Inversement, taut

groupe homomorphe & G s'obtient par ce procédé.

Remarques.
Le théoreme 11 généralise un théoréme de Ps DUBREIL bien connue

On peut étudier aisément la famille des complexes associatifs, réflectifs,

unitaires, éventuellement netse

4o Une classe de groupoides généralisant les quasimgroupes.

Soit G wun quasi-groupe, dont p est la plus fine équivalence régulidre. Il
est clair que G/p est un groupe. On peut tudier les groupoides G qui sont
tels que G/p soit un groupe. Nous les appellerons des pseudo~quasi-groupese

4 Y

THEOREME 120 = Soit G un groupoide. Les conditions suivantes sont équivalentes:

as G est un pseudo-~quasi~groupes

bs Il existe un complexe associatif minimal X s qui est un sous~groupoide net,
uniteire, réflectif; et tel que X : u soit associatif minimal, VY ueD .

ce Toute équivalence associative et réguliére d'un cbté est simplifisble du

mme coté, et réciproquement.
de Tout complexe associatif de G est nete
La démonstration de ce théordme est basée sur le théoréme 11 et sur la carace

térisation des groupes donnée par Ge. THIERRIN,

Remarque. ~ Etan’ donné un pseudo-quasimgroupe G , le complexe X du théoréme
12, est entiérement déterminé et s’appelle complexe unitif de & o On a plus pré-
cisément

x€X <=> 3 ue G xupx <=> xupx et xpux, V ueG.
Go MATTENET a donné une autre caractérisation de X s lorsque G est un quasi-

groupeo

FROPOSITION 13, = Tout image homomorphe d'un pseudo=quasi~groupe est un pseudo-
quasi=~groupe.

Equivalences associatives et réguliéres dans un pseudo=quasi~groupe

’r N
THEOREME 14, = Soit G wun pseudo~quasi=-groupe, dont H est un sous~groupoide
associatif et unitaire d'un c6té. Posons
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x dyy <=> x € o(Hy)
( © est la fermeture associative de G )e

Ay est 1'équivalence associative et réguliére & droite la plus générale de G
H en est une classe ; enfin on a Uy = Ry » D'autre part, si H est de plus
réflectif, ona R= O?.H =yl = ﬂ.H = Hﬂ 3 ® est 1'équivalence associative, régu-
liére la plus générale de G

5¢ Compléments sur les quasi=groupese

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques compléments applicables quand
G est un quasi=groupeo

Déterminons tout d'abord la fermeture associative O o

THEOREME 15 (MATTENET-KOSKAS)s = Soit G wn quasi-groupe, dont X est le
complexe unitif, et A un complexe quelconques On a O(A) = AX = XA

En particulier O(x) = Xx = xX = classe de x modulo p e

Démonstrations. ~ Montrons que 1'on a O(x) = Xx = xX «

ha ye O(x) => ypx, mais on peut écrire y=x o« Ona xspx => s € X
Dene y € xX o La réciproque est trivialee

Dans les corollaires qui suivent, G est un quasiegroupe-fixde

COROLLAIRE 15.lc = Les complexes associatifs de G sont les complexes A de
G qui vérifient AX S A

COROLLAIRE 15.2+ = Si A est un complexe associatif de G s 1l en est de mlme
de Ax et de xA ; plus généralement, si B est un complexe de G s 4B est
associatifs En effet on a

O(Ax) = 9(A) x = Ax
(on montre que, G étant un quasi-groupe, on a ¢ 9(ax) = 9(a) x )
COROLLAIRE 15.3. =~ Soit A un complexe associatif de G « A est un élément
associatif du groupoide @(G) o En particulier on a (&x) y = A(xy) « En effet,

(Ax) y et A(xy) sont associatifs et cofncident donc respectivement avee
O((&x) y) et O(A(xy)) ; mais on a manifestement

o((ax) y) = o(&(xy)) .
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COROLLAIRE 1544 = L!'équivalence associative et réguliére & droite la plus géné=
rale d'un quasiegroupe G est la relation xe Hy , ou H estun Sous=quasi-
groupe de G

Pour terminer cette étude relative aux quasi=groupes, nous allons déterminer
1' équivalence régulidre et simplifisble la plus générale dtun quasimgroupe G
(Rappelons que les équivalences réguliéres et simplifiables d'un quasim=groupe
sont les équivalences qui, par passage au quotient, fournissent un quasi=groupe)e
Ie théoréme que nous donnerons a été trouvé par Ge MATTENET.

Définitionse = Soit H un complexe d'un quasi-groupe G ¢ Nous posons

Xppy <=> x e H=zy **e H

(nous interpréterons et étudierons plus loin cette équivalence)e

On peut définir aussi uP Nous dirons que H est présent & droite s'il
vérifie

x* e Hly e H => x e H=y "o H,

On définit la notion de présence & gauche immédiatement ; H est dit orésent,
g'il est présent & gauche et a droite.

’ -
THEOREME 16s = Soit X un complexe d'un quasi=groupe G possédant les propriée
tés suiventes

X est présent 3 pX=Xp=(R .
Vuau,vetd, 3 wy,w €Gs uvX)=wk; (Xv) u=X'.

Alors R est une équivalence réguliére et simplifiable de G dont X est une
classee.

Réciproquement si R est une équivalence réguliére et simplifiable, dont X

est une classe, X vérifie les propriétés citées, et on a de plus ¢ R=py=ype

Démonstrations = On voit d'abord que R est réguliére car x py => x € Xu,
yeXu => xae(¥u) a et yae(Xu) a « Mais (Xu) a= Xv, et on a done
xae€Xv, yaecXv, soit xa Rya . D'autre part R est simplifiable car
xapya, xeXu => xae(Xu) a=Xv => yaecXv= (Xu) a => yeXu.
Inversement si R est réguliére et simplifiable, on vérifie aisément que 1l'on &
R = Py = xP et que X est présent.

D'autre part, soit y e (Xu) v; y= (xu) v (x €X) +» On peut poser y= xw »

Si y* e (Xu) vy ona y Ry' et par suite y € Xw « On en conclut aisément que
’

(Xu) Te=XW o Ce Qo Fo Do
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Deuxidme partie s Hypergroupes, demi=hypergroupese

Les ensembles munis de loi de composition multivoque ont été assez peu étudiése
C'est MARTY qui a introduit la notion d'hypergroupe 3 en France, cette structure
a &té dtudide en particulier par M. KRASNER et Jo KUNTZMANNe

Un exemple assez naturel de loi de composition multivoque est fourni par 1' étude
des demimgroupes : plus précisément, étant donné un demi-groupe D , on peut & taut
couple x , y d’éléments de D, associer une partie de D , notée par exemple

XXYy$ 2€EXXyYy <=> X=7J2 -
Bien entendu x x y peut parfois 8tre videe
Un autre exemple;, fondamental dans notre étude est le suivante

Soit G un groupoide, dont © est la fermeture associatives A tout couple
x, y d'éléments de G , on peut associer le complexe de G, O(xy) ; si 1l'on
pose x =¥y = 9xy) s 02 voit que la loi x, y => x %y est un exemple de
loi de composition multivoquee

l. Définitions et exemples.

On appelle demi=hypergroupes la donnée d'un ensemble E , et d'une structure de
demi-groupe u~distributive sur P(E) o Si 1! on note * la multiplication de ce

demi-groupe, on a donc
X, 7€E => x%ySE, x*y# 4.
D? autre part on a ’
xe(yez)=(x»ny) =z,
Un demi=-kLypergroupe E est dit un hypergroupe s'il vérifie les axiomes suivants :
x€E, y€E => 3 zeE: xSynz
xeB, yeB = 3 2'e E; xSz'#xy.
Exemplese

ae Pasaages au quotient moduloune équivalence réguliére d'un c8tée = Soit R

une équivalence régulidre A droite définie sur un groupe D . D/R peut tre
muni d'une structure de demi=hypergroupe de la fagon suivente

XeDd/rR, YeD/R, X#«Y¥Y={2eD/R: 3 xeX, ye¥: Z>sx}-.
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be Fermeture réguliére.

Définitione = Soit G wun groupoide. Nous dirons qu'une application O de
R(G)* » P(G)* est une fermeture régulidre si O posséde les propriétés suivanm

tes ¢
- O est une fermeture de Moores

- (*)(x1 see xn) ne dépend pas de la fagon dont on fait le groupement des Xy
pour calculer le produit X eee X, 5 en particulier on a ¢

o (xy) z) = 9(x(yz)) .
- O(Ax) 2 O(A) x 3 O(xh) 2 xO(A) quel que soit le complexe A de G o

Nous voserons : x % y = O(x7) (v x, yeG) .Unexcmnle deo formeture

régulidre est celui oi O est la fermeture associative de G .

PROPGSITION 17, = Soit G wun groupoide dont O est une fermeture réguliére.
La loi x, y»x xy définit sur G une structure de demishypergroupe noté
Ho{3) 3 lorsque G est un quasimgroupe, HG(G)_ est un hypergroupe 3 lorsque O
est la fermeture associative de G, HG(G) est noté H(G) , et s'eppelle demiw-
hypergroupe d'associativité de G -(2).

Définition (KUNTZMANN), = Un demi~hypergroupe H est dit normal s'il posséde
la propriété suivante ¢

x€eaxb, yebwxc => xvclawny.

PROPOSITION 18e = Si G est un groupoide, H(G) est normale Si D egt un
demi-groupe dont R est une équivalence réguliére d'un cdté, D/R est un demi=
hypergroupe normale

Démonstratione ~ Montrons par exemple la premiére assertion

x€axb => xe0(ab) => abe(x) => (ab) c € 9(x) ¢ S O(xc) =x %6«
On montre de mBme que a(bc) € O(a % y) donc que ¢ (ab) ¢ € (a v y) « On a donc:

(ab) cexxcnany.

2 .
éd ) Bien entendu G est un demi-groupe si et seulement si H(G) est un grou=
poldaees
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PROPCSITION 194 = Soit G un groupoide 3 H(G) vérifie la condition suivante s

ax*rb]Jc#xd = axb=c=xd,

Démonstrationes

ueanrbnerd => ue 9ab) nO(cd) => abe Ou
=> abe 0cd => O(ab) = 9(cd),
Définition. = Un demi~hypergroupe H est dit de type simple s'il posséde la
propriété suivante s
V x,yeHy, 3 zeHs V uel, xxyzxu=2%Uj UXXaYy=UXZ e
Un demi~hypergroupe H est dit de type fini s'il posseéde la propriété suivante g

Vx,yeH, 3 Zyeeez €ls V uel,

n n
X4y ®#Uu= Uzi::»u; wrxwey= U uxnz,.
i=1 i=1

Bien entendu si x %y est un complexe fini, quels que soient x, y, H
est de type fini.

FROPOSITION 20. = Si G est un groupoide, H(G) est de type simplee

2+« Congruences et homomorphismese

La situation ne se présente pas de la mfme fagon dans les hypergroupes et
demi=hypergroupes, nous faisons deux études distinctess

Ae. Etude dans le cas d'un demi=hypergroupes

Définitions préliminairess = Soit E un ensemble abstrait, dont R est une

équivalences On peut définir sur ®(E) un certain nombre de relations binaires
qui prolongent R «

Soient A et B deux parties de E . Nous poserons A R B si, et seulement
si, pour tout xe A, il existe ye B tel que x Ry, et si pour tout ye B,

il existe xe A telque xRy e
=
D'autre part nous poserons AR B si et seulement si on a

XEA, yEB ——» 4 X(R-y'o

PROPCSITION 2le = R est la moins fine équivalence de ®(E) s Uwréguliere,
dont la restrictiond E soit R; onade plus : 4 R B = A=g
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PROPCSITION 22. = R est une relation binaire symétrique 3 ona AR £,
V ASE. De pluson a s

-—

ARB, CSA => CRB
ARB, B => ARA

ARB, V i => Uk RB

(une relation vérifiant cette propriété est dite quasimU=régulidére).

R est 1a moins f£i:5 (=35 relations binaires quasi=u-réguliéres symétriques dont
la restriction & E soit égale & R »

Soient deux demi-hypergroupes H et H' , et soit f une application de H
dans H' o On dira que f est un homomorphisme si on a ¢

flx = y) = £(x) =« £(y) V x, y dans H.

On dira que f est un quasi~homomorphisme, si on a

f(x » y) & £(x) » £(y) .

On vérifie aisément que le composé de deux homomorphismes (quasi=homomorphisme)
est encore un homomorphisme (quasi-—homomorphimne), qu'un homomorphisme bijectif
est un isomorphisme (en ce sens que son inverse est aussi un homomorphisme) «

Soit d'autre part une équivalence R définie sur un demishypergroupe H o On
dira que R est réguliére 3 droite ci xRy, ael => x'kalﬁy*a.

by

Une équivalence R est dite réguliére si elle est réguliére & gauche et & droite.

by

D'autre part ® est dite fortement réguliére & droite si xRy,

a€H ==> x%*aRy*as. On définit immédiatement la notion d'équivalence for-
tement réguliére.

‘Nous noterons ﬁr la famille des équivalences réguliéres d'un demi-hypergroupe
H, par 5;, la famille des équivalences fortement réguliéres de H « Il est clair

1 1 C o
que 1l'on a 5r-$r

L4 \
THEOREME 23 .(Premier théoréme d'isomorphisme)e

ae Soit H un demi~hyvergroune dont R est une équivalence réguliéree On peut alors
mmir H/R d'une structure de demi-hypergroupe telle que 1'application canonique
de H suwr H/R soit un homomorphismes Réciproquement, si f est un homomorphisme
de H sur H' 4 1'équivalence R associde & f est régulidre et ona H/RXH' .

be Soit H un demi-hypergroupe dont ® est une équivalence fortement réguliére.
Dans ces conditions H/R peut ®tre mumni d'une structure de demimgroupe telle que
1'application canonique de H sur H/R soit un homomorphismee La réciproque est
également vraies
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Rappel de notationse = Si R et ® sont deux équivalences définies sur un

ensemble abstrait B, &v & désigne la borne supérieure de R ot & dans
le treillis des équivalences de E .

THéORﬁME 24e = Soit H un demi-hypergroupes ?r est une vwfamille de Moore
de plus fin élément 1'8galité . S, est une n-famille de Moore, et une
A~famille de Moore : c'est donc un sous-treillis complet du treillis des équive~
lences de H e« Le plus fin élément de ce treillis est déterminable par un proe
cédé fini.

Enfin on a

p e sr s P' € 3} s PSP => pe 3} .

Démonstratione = On vérifie aisément que le plus fin élément de S; est la
fermeture transitive de la relation

XEXl ¥ eee *Xn
R: xRy <=> 3 Xy eee X3
yexl*... *Xn

Remarques. = Il est fort possible que 3; se réduise & 1'équivalence univer-
selleo

On peut aisément interpréter les équivalences réguliéres et fortement réguliéres

dans le cas particulier od H est égol 2 HcﬁG) e Nous lc forovs plus loin dans le

cas particulier oi O est la fermeture associative d'un groupoide G .
Equivalences simplifiables.

Définitions = Soit H wn demi-hypergroupes On dira qu'une équivalence R est
simplifiable & droite si on a
luexsna, veyrnal = x& y .
uRy
On définit aisément la notion d'équivalence simplifisbles On &tcblit immédiate=
ment la relation existant entre cette notion, et la notion de demishypergroupe
vérifiant une loi de simplifiabilité de la forme

ar*bfa «b =— a=a', brafbra = a= a

(H esty selon le cas, simplifiable & droite, ou & gauche)s On peut maintenant,
étant donné un demi~hypergroupe H , résoudre différents problémes analogues 3
ceux étudids en théorio dos domi-groupes ot en particulier g
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- construction de la plus fine équivalence simplifiable, et éventuellement régu=
liére, d'un cdté, laissant éventuellement indivisible une famille de complexes de
He.

-~ conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un complexe soit une classec

modulo un-: équivalcnce vérifiant des propriétés de régularité ou simplifiabilitée

Nous ne ferons pas ces études, car elles sont trop particuliéres. Lorsque nous
étudierons la théorie des hypertas, nous établircns des théordmes généraux qui

résoudront entiérement les problémes posés ici, ainsi que dfautres problémes.

Be Etude dans le cas d'un hypergroupes = La situation est ici beaucoup moins

claire.

Définition. = Soit H un hypergroupe dont R® est une équivalence. On dira que
R est une congruence de H , si quelles que soient les classes X et Y modulo®,
X Y est une réunion de classese

En d'autres termes R est une congruence si et seulement si 3
xRy, yeuwv => 3 u ,vi: xeu 2v, uRu' , veRv.
Nous noterons € 1la famille des congruences de 1'hypergrevpe H o

FROP(SITION 25¢ =~ C est une vefamille de Moore, de plus fin élément 1'égalitée.
C'est donc un treillis complet.

Définition sur les homomorphismes. = Soient H et H' deux hypergroupes, et f

une application de H dans H' o f est dit un homomorphisme d'hypergroupe si ¢

flxxy) S £(x) » £(y) .

Un homomorphisme f est presque fort si

flu) e £(x) » £(y) => 3 x' , y' ¢ nwex' «y , £(x)=£(x') , fy) = £(y") o

Un homomorphisme f est fort & droite si ¢

flu)e £f(x) » £y) => 3 y' ¢+ vexsy , £ly) = £(x)
f est fort, si f est fort & gauche et & droites
Le rapport entre les homomorphimes et les congruences est préeisé grice au

théoréme suivant ¢

£ N
THEOREME 26 (KRASNER)+ =~ Soit H un hypergroupe dont ® est une congruences
On peut munir HB/R d'une structure d'hypergroupe telle que 1'application canonique
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de H sur H/R soit un homomorphisme presque forte Re’ciproquement, si f est
un homomorphisme presque fort de H sur H' s l'équivalence R associde & f
est une congruence de H, et ona HR=xH ,

Nous allons maintenant étudier les homomorphismes forts & gauche dans un cas
particulier.

Définitionss = Soit H un hypergroupe. Soit e € H+ On dira que e est une

unité scalaire & gauche siona ew x=x V x e Heo Soit A un complexe de
He On dira que A est multiplicativement fermé si on a

x€h, yeh = xnyGQA,

On dira qu'un complexe multiplicativement fermé est réversible 2 gauche si on a

X€h vy <=> yeldax,

On montre aisément que lorsque A est réversible & gauche, les complexes A » x
forment une partition de H, et que 1'on a

xelhpwx V xeH.
Ceci dit on a @
ld \
THEOREME 27, - Soient H et H' deux hypergroupes, et soit f wun homomorphisme
fort & gauche, de H sur H' + Supposons que H' posséde une unité Scalaire &

gauche e o Soit A= f (e') « A est wun complexe multiplicativement fermé,
réersible & gauche qui vérifie de plus

a*hAx«bSAxaxb V a, b dans H.
02 a de plus |
Avm=khwn <==> fmaz fm ,
Enfin on a
fa # b) = £(a) = £(b) .

Réciproquement, si A est une partie multiplicativement fermée, réversible a
gauche, telle que

a*ldxbSAwaxd,
1' équivalence
XRy<=> Axx=Axy

est une congruence de H ; toute classe modulo R est de la forme A xx o HR
posséde une unité scala.lre a gauchee Enfin 1! homomorphisme f de H sur H/tR
est fort & gauche.
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Démonstratione « Nous ne ferons que l'esquissers

Tout d'abord on voit aisément que 4 = f"'l(e') est multiplicativement fermée

Montrons que A est réversible a4 gauche ¢

x€hpy = fx=1fy => £(y) = £(a) » £(x) , aeh => yelhxrx

puisque f est fort & gaucheo

D! autre part
xeanxhab = f(x) Sf(a) #«f(b) => xe€a xb avec f(a') = f(a) .
On 2 aisément a' € A % a o

Enfin on a
f(x) e fa) # £(b) => xe€hxarxb => f£(x) € £f(A) * f(a xb) = £(a v b),
La réciproque se démontre facilemente

COROLLAIRE 27.ls = Soit H wun hypergroupe, donc R est une congruence véri-
fiant les propriétés suivantes 2

- xRy, y€anb => x€a" xb, aRa'.

~JTlexiste eeHs: x€exy => XRy .

Alors R est une équivalence réguliére de H considéré comme demi-hypergroupee

COROLIAIRE 27.2. = Soit G un groupe dont g est un sous-groupe. Soit G/g
1'hypergroupe formé des classes gx (g x # gy = {gu}uexgy) e Soit f 1'applie

cation canonique de G sur G/g o Pour que f soit un homomorphisme fort &
gauche, il faut et il suffit que g soit un sous-groupe distingué de G .

THEOREME 28. = Soit H un hypergroupes Soit R une congruence définie sur He
Pour que H/R soit un groupe, il faut et il suffit que R soit une équivalence
fortement régul’ ~o de H considéré comme demi-hypergroupes

Remarques = Nous donnerons plus loin la forme générale des équivalences fortew
ment réguliéres d'un hypergroupe H .

3+« Complexes remarquebles dans un demis~hypergroupe H »

As Les résiduations dans un demi-~hypergroupe.

Soient A et B deux complexes d'un demimhypergroupe H « Nous posons

A*.B={xeHs x #B& A}
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A®+eB={xeH: x«BJA4} (résiduation faible).

On définit de mdme A o° B et 4 o*° B o On étudie aisément les propriétés des

résidus introduits.

Be Complexes multiplicativement fermés. ~ Nous en avons donné la définitione

PROPCSITION 29, = La famille des complexes multiplicativement fermés d'un demim
hypergroupe H est une n~-famille de Moore. On vérifie aisément que si A est
un complexe de H , la fermeture de Moore de 4 dans la feamille des complexes
multiplicativement fermés est

K={ueH: 3 x; seex , blémentsde Lz uex %eeowx},

Ce procédé peut du reste 8tre appliqué lorsqu'on veut déterminer la fermeture

unitaire d'un c®té d'un complexe d'un demi~groupe D o

Co Complexes completse

Définitione ~ Un complexe A dun demi-hypergroupe H est dit complet si on a

X) % eso %X [ & = Xy % oes %X c L.

PROPGSITION 30. == L'ensemble des complexes complets de H auquel on adjoint Ji|
est un sous~treillis complet, complémenté, du treillis ®(H) des parties de H
La fermeture de Moore de ce treillis peut 8tre déterminde aisémente

Exemples de complexes complets s

Si R est une équivalence fortement réguliére de H , toute classe modulo R

est un complexe complet.

Si H= Hg(Q , les complexes L vérifiant Ox [ & => 0x S h, sont des com
plexes completss

Soit G un groupe dont g est un sous~groupe. Soit Gfg 1'hypergroupe conse

by

titué des classes & gauche gx o Soit ¢ 1'application canonique de G - G/g
PROPOSITION 31¢ = Soit A wn complexe de G/g » Soit B = ¢~ (k) « Les condie
tions suivantes sont équivalentes :
as L est complet.
be xgy { B = =xgy S B .
Ce g est indivisible modulo 1'équivalence CB définie ainsi
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XeBy<.—"':>BooX=Bocy
(b Beox={(u, v)eGxGs uxveB})(3).

Cette proposition suggére dfétudier, étant donné un demimgroupe D dont K est
un complexe, l'ensemble des complexes L de D tels que K soit indivisible
modulo C; . Cette étude peut 8tre faite aisément.

De Complexes réflectifs.

Définitione « Un complexe 4L d'un demi-ljporgroupe H est dit réflectif si

on a
xeyfbh = yax] k.

L est dit réflectif de premiére espéce si on a

xXuxySh => yux&h.

On vérifie aisément a proposition suivante @

PROPGSITION 32, =~ L'ensemble des complexes réflectifs de H -est une uU-famille
de Moore ; 1'ensemble des complexea réflectifs de premiére espéce de H est une
n=famille de Moore.

Remarque. - La fermeture de Moore de cette dernidre famille peut 8tre détermi-
née facilement.

E. Complexes unitairese

Définitions - Un complexe 4 d'un demi~hypergroupe H est unitaire & gauche,

sion a
avx| ki, aeh = xek.

On définit de mme les complexes unitaires 2 droite, et les complexes unitaires.

D'autre part L est dit unitaire 3 gauche de premiére espéce si on a

axxSh, a€elh => xebL .
PROPOSITION 334 « L'ensemble des complexes de H, unitaires a gauche (resp. uni-
taires & guuche do premidro csoéce) auxquels on adjoint 2, est une nfamille do Moore.

Notons que 1'on peut construire trés facilement le plus petit complexe unitaire
4 gauche, contenant un complexe donnée Par contre, dans le cas général, on ne peut

(3) L'équivalence CB a été étudide par R. CROISOT,
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faire cette construction pour les complexes unitaires 3 gauche de premidre espécee

Fe Complexes netse = Résidus d'un complexe L fixd.

Définitionss - Soit &L un complexe d'un denmimhypergroupe H o Cn pose
le{XGH: A.‘.x:@}; W}xz{XEH: Lo x= @}
on définit de mBme Woet W . Il est clair que 1'on a LS Wj" .

Nous dirons qu'un complexe L est net & droite si = ¢+ On définit de mlme

les complexes nets & gauche, et les complexes netse D'autre pert, nous dirons que

L est net dc premidre espice si WA =a.

On peut faire 1'étude des complexes nets minimaux, et généraliser les résultats

obtenus par P, IEFEBVRE pour les demimgroupess Nous ne ferons que 1l'esquisser, car
dans 1'étude des hypertas, elle sera reprise dans un cadre plus général.

’ \
THEOREME 34,

ae Soit 4 un complexe net 3 droitee Pour que 4 soit net & droite minimal,
il faut et il suffit que 1l'on ait ¢

4
A aeA, axuf b = aruni={a} ()‘

be Deux complexes nets minimaux ont le mBme cardinale

Remarque. = On peut aussi faire 1'étude des complexes W minimaux, et générem~
liser les résultats de P. LEFEBVRE,

Ge Idéaux et parties consistantese

Définitionse = Un complexe L de H est dit un idéal 3 droite si & # H Cho

On définit de mme les idéeux & gauche de H, et les iddaux bilatdrese Il est
clair que 1'on a la proposition suivante g

PROPGSITION 35, = L'ensemble des iddaux de H auquel on adjoint ¢ est wn
sous~treillis complet de ®(H) .

On peut généraliser et étudier la notion d' égnivelence de Green j on sait que
cette notion fait intervenir les iddaux minimauxe

Ceci dit, on peut, en étudiant les propriétés des complexes dont le complémene
taire est un idéal, introduire la notion de complexe consistante

4 Y Ve ld » Ve . -
(") Le critére a ¢té donné par P. DUBREIL en théorie des demimgroupes.
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Définitione = Un complexe A de H est dit consistant & droite si on a
xxyfbh => yekh .

PROPOSITION 364 = Soit L un complexe de H, non égal & H o Pour que & soit
un idéal 3 droite, il faut et il suffit que Ch soit consistant & gauches

Bien entendu il résulte de la, que les complexes consistants & gauche forment
un sous-treillis complet de ®(H) e

Remarquee = On peut introduire les idéaux et parties consistantes de premiére
espéce ¢

- L est un idéal 3 droite de premidre espéce si on a

awxx(h, V xeH, ach.

by

~ A est une partie consistante 3 droite de premiére espéce si on a

XxXrySh => yek.
La famille des parties consistantes & droite de premiére espéce, & lequelle on
adjoint %, est n~stable, et U~stables

Un exemple de 1'utilisation des idéauxs

L4 <
THEOREME 37. = Soit H un demi~hypergroupes Pour que H posséde un complexe
net & droite minimal, il faut et il sauffit que tout idéel & droite de H contieme
un idéal & droite minimale

THEOREME 38+ = Soit H un demi-hypergroupe possédant des complexes nets 2
droite minimauxe La réunion de ces complexes coincide avee la réunion des idéaux
& droite minimaux de H « Ces deux théorémes généralisent deux théorémes de
F. IEFEBVREe Nous en donnerons une démonstration lors de 1'étude des hypertese

He Complexes fortse

Définitionse = Un complexe 4 d'un demi=-hypergroupe H est dit fort & droite
sionazs

Xﬁ&l*ooo*anlﬂ, y*&lﬁ’o’oo’kanlft’ x*bl*"‘*anA,
= y*blfz...*meA.

I1 est & noter que 1'on peut définir la notion de complexe fort a gauche, et
que ces notions, en général, ne coincident pas (5)0

(5) 4 est dit fort s'il est fort & gauche et & droitee



Un complexe A est dit fort de premiére espéce, si on a ¢

axxShy, anySh, brxSh => bryG4.

Remarquee = Si A est complet, on a 2

A fort 3 droite <==> & fort & gauche <=> A fort de premiére espéce .

PROPOSITION 39¢ = La famille des complexes de H forts de premiére espéce est
une n~famille de Mooree Si 4 est un complexe de H , le plus petit complexe fart
de premiére espéce qui contient 4 , noté L peut 8tre déterminé moyennant certai-
nes conditions sur 4 4 par un processus dénombrable, lorsque H est de type fini
(ceci est réalisé si H= HO(G) )e

En particulier lorsque ax b est un complexe fini V a, beH ona:
(o]

L= U & 3 A=4hy L . =4 UB s B .= J bryo
n=0 B 0 n+1 n n+l o+l Jay xeH
a*x_C_An

bm@n
ary G

Complexes pseudo=fortse

Définitione = Un complexe & de H est pseudo=fort si on a g
aﬁxIA, a*yfﬁ, bwxf{ it = bayf4L.
(On vérifie aisément qu'il n'y a pas lieu de distinguer entre les complexes pseudo-

forts & gauche, et les complexes pseudo-forts & droite).

Il est clair que larsque H est un demimgroupe, les notions de pseudo~force,
force, force de premiére espéce coincident ;3 il en est de mBme lorsque 4 est
complete De plus,on a

FROPGSITION 40s = Si & est fort d'un cdté, alors £ est pseudo-forts Lorsque
H est de type simple, les notions de pseudo-force et de force coincident ;3 (ceci
est réalisé lorsque H= HO(G) )e

Démonstratione = Supposons H de type simplee Soit 4 wun complexe pseudo=forte
Supposons que 1'on ait par exemple 3

Xway weee xa, f L yra wa. wa LAy xapwesewp 4.

Pour montrer que 1'on a y # B, # ees # By I 4, il est évident qu'il suffit
d'établir que 1'on a
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Xﬁalﬁoooﬁan=XQu ]

od u ne dépend que des a et nonde x « Or ceci est vrai pour n=1 ou

2 + Supposons~le vrai pour n , et montrons-le pour n+ 1 « On as
X %0 % eee *anzx*[al w (0 % eeo *an)]-.:xw[al % V)
od v ne dépend que des O, eee O o On a alors immédiatement ¢

X %Oy % eee 20 =X %1 (et done y*alrk..o*otn:y*u).

Ce Qe Fo Do

Remarquese = La notion de complexe pseudo=fort nous sera utile quand nous étu-
dierons certains exemples d'hypergroupes homomorphes & un demi=hypergroupe H,
ne vérifiant pas de loi de simplifiabilité.

On peut se demander si un demi-hypergroupe H , tel que tout complexe pseudo-
fort est fort, n'est pas de type simpleo

L Complexes symétriquese

Définitionse = Soit 4 un complexe d'un demi=-hypergroupe H e

xRy <=> Le'x=hoty; xRy <= L x=4ly.
On définit de mBme [fR et I'(R' s

Les dquivalences ainsi introduites sont appeldes équivalences principalese
A est symétrique si ona Ry = /R »

4 est symétrique de premiére espéce si on a Rl = [R* o

i

Je Relations entre les définitions introduitess

rd b Y
THEOREME 4le = Soit A wun complexe complet, multiplicativement fermé, d'un
demi~hypergroupe H o Les propriétés suivantes sont équivalentes 3

le A est symétrique, fort, unitaire.
2¢ L est unitaire et réflectif.

3 axx#bf[h, avb|[h = xeh.

Démonstrations

(2) = (1)¢ = Il est clair que si les conditions (2) sont réalisdes, 4 est
symétrique 3 montrons que A est forte

axx]bh, azxyfid, bax{ i = yralh,

Xx%*bCA = ywarxsbSA = arxabrySLt = brySA
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puisque a #x & A, et que A est unitaire.
(1) => (3)e =~ Supposons que a «#x *bSA, aw=bSAj;onadds lors
x«bxaSh, braSh,etdonc xeh,
(3) => (?).
axxfA, aelh => aaxvwaSh, axalhd => xel
azxbfA => axbraxbSh => bxa 14,

Ce Qo Fo D&

Remarques =~ Bien entendu 1'hypothése que A& est complet est fondamentale
puisqu'elle permet de remplacer le symbole I par le symbole & o

COROLIAIRE 41-l. = Soit A un complexe complet, multiplicativement fermé de
H vérifiant les conditions équivalentes du théoréme 4le Si A n'est pas net,

on a

- - W
NA._ AW.~ W

A:AW’:W .

W est un idéal premier completeo

COROLIAIRE 41¢2¢ = La famille des complexes complets, multiplicativement fermés,
vérifiant les conditions équivalentes du théoréme 41 est une n=famille de Moore.
Ilorsque H posséde un élément e vérifiant a xe>a V a €H, cette famille
de Moore posséde un élément minimuime

Remarquess = Un élément e , vérifiant la condition a xe3a, V a, est
appelé unité & droite de H . Dans le corollaire 41.2 rien n'est changé si on

suppose l'existence d'unités 3 gauche.
o
THEOREME 42+ = Soit H un demi=hypergroupe possédant une unité scalaire e ,
et vérifiant la condition
axbfbra Va,b (9.

Alors la fermeture compléte de {e} est 1'élément minimm de la famille des
complexes de H complet, multiplicativement fermés, unitaires, réflectifse

Démonstration. = On montrera d°abord que la fermeture compléte d'un complexe

multiplicativement fermé est un complexe multiplicativement fermée

(6) Un demi=hypergroupe vérifiant cette condition est dit faiblement commutatif.
J'ai construit un demi-hypergroupe non commutatif vérifient cette condition.
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D'autre part on montrera que dans un demi~hypergroupe vérifiamt la condition
axbfbxa, tout complexe complet est réflectif.

Montrons enfin que la fermeture compldte de {e} est unitaire, par exemple est
unitaire & droiteeo
Posons N la fermeture de {e} . On a

x €EH xealsk..o*am

o0
N = U A s avec A :{e} s0s A =
n 0 ’ > "n+l ‘
n=0 8 * een w B i An
On a manifestement
a*bIAn.., a€hy => beAn (quel que soit n ),
Supposons que 1l'on ait
a*bIAn, aeh => ben (quel que s0it n ),
Montrons que l'on a alors @
axblbh , aeh , => bel.
Or on peut écrire, si as}biﬂn et aekh 3
t ” 4 3
aexlf:e.a*xp][fsm, a*b!xlﬁuoz’rqula
C . £ H .
axbSx #eoo ;’?Xpﬁbﬁxlﬁo-a*xqi"n
Donc on a
C [
Xy % oes s:rxp *b & Lne»2 .
Soit cexlwceo*xpnlxmoOna

cﬂ-bs.&mz, ceAmo Dorz bedm .,

Co Qe Fe Do

Remarque. - Les complexes introduits dans le théoréme 41 jouent un r8le essens

tiel dans 1'étude des groupes homomorphes & un demi-hypergroupe, comme nous le
verrons bient8t.

4e Hypergroupes et groupes homomorphes 3 un demi~hypergroupe fixé (généralisation
des résultats de P DUBREIL).

Dans ce qui suit, sauf précision supplémentaire, H est un demi~hypergroupe
fixéo
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PROPCSITION 434 = Soit & un complexe fort & droite de H » WA est alors une
‘classe modulo Ry , et R est simplifisble & droite sur He W, + De plus on a

xRy, ueld => {(x*u)-Wj‘}&},‘{(y*u)-wf_}~

PROPOSITION 446 =~ Soit 4L un complexe fort & droite de H o Soit B une classe
modulo ®, , distincte de W, « B est fort & droite, et on a R/ S Ry 3 W, S Wgo
D'autre part R, et R; coincident sur He Wy o Enfin, si L& B, ona

fo=WB et RA:‘RB.

Définitione = 4 fbrta droite est dit parfait & droite si on a

a be L 8 Ao'.al-,-o’.b-

FROPOSITION 45¢ = Soit A un complexe parfait & droite de H o Il existe UA
parfait & droite, classe modulo (RA tel que @
c - -
baliy =Ry o W =y .
PROPOSITION 464 = Soit R une équivalence réguliére de H dont i est une
classee (n a2 R C (RA e 5i R est simplifiable & droite, on a de plus ¢ L est
fort & droite, et R= R, sur HeW .

FROPOSITION 47 = Soit /A un complexe fort, net, symétrique, parfait & droitee
Alors R = R, = R est régulidre, et H/R est un demimhypergroupe simplifiable,
possédant un élément nets

Inversement soit ¢ ¢+ H - H' un homomorphisme de H sur un demi=hypergroupe
simplifisble, possédant un élément net a' o Soit L= ¢~ (a') « & est net, fort,
symétrique, parfait i droite et on a

x &y <= o(x) = o(y) .

Définitione = Un complexe L de H est dit fortement net & droite si on a

VX,yeHy, 3 uy,veH: xsu]lbf, yarveuli.

On définit immédiatement les complexes fortement nets de H .

FROPCSITION 48+ = Soit 4 un complexe fortement net, symétrique, fort, contenu
dans H. Alors R= & = R est une éguivalence régulitre de H, et H/R est
un hypergroupe vérifiant la loi de simplificatione

Réciproquement, si ¢ est un homomorphisme de H sur un hypergroupe vérifiant
la loi de simplification, et si A est wne classe modulo 1'équivalence R

associée & ¢ , A est fortement net, symétrique, fort, et on a R= Ry = ;R e



Définitione = Un hypergroupe H est complétement régulier si ¢
3 e, unité scalaire de H, telleque axbsoe => brase.

V xeHlH, 3 x'eH unique, tel que ¢ x %xx' 3 e »

THEOREME 49. = Soit L un complexe multiplicativement fermé, unitaire, net,
réflectif, pseudo=forts; contenu dans H + Llors R = (RA = LR est un hypergroupe
complétement régulier, et L est une classe modulo R

Réciproquement si ¢ est un homomorphisme de H sur un hypergroupe compléte-
-l
ment régulier d'unité e , et si on pose L= ¢ (e) , L est mltiplicativement

fermé, unitaire, net, réflectif, pseudo-fort, et R= R = iR

Remarque, = On peut aussi étudier les "hypergroupes avee zéro" images homomor=
phes de H ; 1’étude est lide & celle des complexes multiplicativement fermés,
unitaires, réflectifs, pseudo-forts, de résidu premier (un idéal W é&tant dit
premier si axb W, a¢d W => beW). Il est & noter que cette condition
ne découle pas des propriétés de réflectivité, unitarité et pseudo-fovce, comme

cela se passe pour les demi-giroupese

THEOREME 50, - Soit A un complexe complet, miltiplicativement fermé, unitaire,
réfle tif e net contenu dans H » Alors H/tRA est un groupee Réciproquement, si
¢ est un homomorphisme de H sur un groupe, et si L est la classe unité, A4
est complet, multiplicativement fermé, net,unitaire et réflectif, et (RA = A‘R
est 17 équivalence d'homomorphismes

LY

Remarques. - On peut aussi étudier les groupes homomorphes & 1'aide de la pro-
position 48.

On peut évudier'les groupes avec zéro" images homomorphes de H

THEOREME 510 = Soit H wun hypergroupes Il existe une correspondance biunivoque
entre 1l'ensemble des congruences R de H telles que H/R s Soit un groupe, et
liensemble des complexes de H multiplicativement fermés, complets, unitaires et
réflectifs. Il existe une plus fine congruence R de H telle que H/R soit
un groupeo

Démonstratione « Il existe une plus fine congruence R de H telle que H/R

soit un groupe, parce que les congruences S de H telles que H/S soit un
groupe, sont les équivalences fortement réguliéres de H s lesquelles constituent
une n~-famille de Mooreo (Du reste on peut noter que si a € H est tel qu'il
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existe x €eHe: axx>3x, a appartient & tout complexe multiplicativement

fermé, unitaire, réflectif et complets)

50 L demi=hypergroupc H(G) «

Dans cette partie nous donnons quelques compléments sur le demi=hypergroupe
H(G) (demi~hypergroupe d'associativité de G jo

PROPCSITION 520 = Soit ¢ un homomorphisme d'un groupoide G dans un groupoide
G' « ¢ est un quasi~homomorphisme de H(G) dans H(G!) o Si de plus (&) est
assoclatif lorsque L 17est aussi, ¢ est un homomorphisme de demi=hypergroupes
Lorsque ¢ est un isomorphisme de G sur G' , c'est aussi un isomorphisme de
#(6) sur H(G) .

PROPCSITION 535 = Soit A wun complexe de G o Pour que 4L soit complet dans
H(G) , il faut et il suffit que A soit associatif damns G .

”n P RS | PP e ] u’ ERPURL K o - K L3 > {
& el 1ellectil (Jort, cans H(G) si et seulement si ©(a) 1'cst dans G .

FROPOBITION 540 = Soit A un complexe de G o Soient x4 y , a des éléments
de GoCaa

Zwxafh <= yralh <=> (xae0h <=> ya €O,
FRUPOBIITON 554 « Soit R une équivalence d'un groupoide G » Pour que R soit

ascoclative et réguliére dans G , il faut et il suffit que R soit fortement
résulidre dans H(G) »

FR0PBITION 565 ~ Soit G un quasiegroupe ;3 H(G) est un hypergroupe normal
ce rype simnleo

Il y a identité entre les équivalences suivantes

e €quivalences associatives et réguliéres de G o

- congruences R de H(G) tellesque H(G)/R soit un groupes

~ équivalences R de la forme (RA oi L est un sous=-groupoide associatif,
uniteiie, réflectif de G »

Voir la bibliographie placée & la fin de 1fexposé n° 10. .



