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9-01

CONTRIBUTION À L’ÉTUDE DES GROUPOÏDES. DEMI-HYPERGROUPES,

par Maurice KOSKAS

Séminaire DUBREIL-PIS OT
(Algèbre et Théorie des nombres)
16e année, 19G~’~b3p n° 9 21 janvier 1963

Cet exposé comprend deux parties, liées par la notion de loi de composition

multivoqueo

Dans une première partie, nous exposons comment certaines propriétés d’un grou-
poide peuvent être étudiai par des méthodes propres aux demi-groupes. Nous intro-

duisons d’autre part groupoide qui généralise les quasi-groupes.

Dans une seconde partie, étudions les hypergroupes et demi-hypergroupes,

lesquels sont des ensembles munis d’une loi de composition multivoque vérifiant

certaines propriétés. Nous introduisons dans ces ensembles les notions de 

duation, équivalences- principales, etco, et nous généralisons un certain nombre
de résultats de la théorie des demi-groupes. Ces résultats peuvent, du reste,
s’appliquera l’étude d’un groupoïdeo

Dans le prochain exposée nous étudierons la notion d’hypertas : un Importas est
un ensemble muni d’un demi-groupe d’applications multivoques. (Nous adoptons la

terminologie de P. GRILIET qui a étudié la notion de tas.)

La notion d’hypertas est fort générale : elle peut s’appliquer à l’étude des

demi-groupes, des demi-hypergroupes, des groupoïdes, des espaces homogènes, ainsi

qu’a celle des ensembles munis de relations binaires transitives (ordre, équiva,-
lence etc,,). L’étude de cette structure nous permettra de donner une théorie uni-
que des équivalences régulières, ou simplifiables d’un demi-groupe, ou demi-hyper-
groupe. De plus, comme nous le verrons, son emploi judicieux permet, d’une part
de comprendre certaines hypothèses apparemment arbitraires faites en théorie des

demi-groupes, .d’ expliquer certaines difficultés qui apparaissent dans cette théo-

rie, enfin de découvrir des résultats nouveaux en théorie des demi-groupes.

Bien entendu~ le second exposé permettra aussi de retrouver, dans une certaine
mesure, les résultats énoncés dans celui-ci.



Première partie : Les groupoïdes.

l, Complexes associatifs d’un groupoïde.

Définition~ ~. Soit G un groupoïde. On dira qu’un complexe A de G est asso-

ciatif, si chaque fois qu’un produit d r éléments a1 ~ .., a n appartient à A ~ tous
les produits des quel que soit l’emplacement des parenthèses, appartiennent
à A . (On aura en particulier : a(bc) E A => a(bc) E A .) Nous noterons CL

la famille des complexes associatifs de G ~ à laquelle on adjoint la partie vide.

, ~

THEOREME 1 ~ ~ ~ est un sous-treillis complémenté du treillis P(G) . En parti-
culier 03B1 est une ~-famille de Moore. Si on désigne par 0 la fermeture de Moore

associée à 03B1 ( O est appelle fermeture associative de G ), on a :

La démonstration de la dernière assertion est immédiate si l’ on remarque que

PROPOSITION 2. - Si A est sous-groupoïde, 0(A) en est un aussi.

Exemple de complexe associatif. - Soit E un ensemble ordonnée soit 0 un élé-

ment quelconque, soit E == E u (0) c Nous prolongeons l’ ordre de E à E en con-

venant que 0 est élément maximum de. E ~

Ceci dit, nous posons, si ~ ~ y E E ,

Notons quel* on a : x.0==0.x=0~ xy= yx? x =x. Ainsi ~ est muni d’une

structure de groupoide. Nous voudrions étudier les complexes associatifs de ce
groupoide B* ~

( ) Etant donnés x~ *~ x des éléments de G p H x. désigne un produit desn g ~
x. ~ pour un choix particulier, noté g . des parenthèses .



Il est clair que M est un complexe de E a car 0 e M .

Nous poserons d’autre part ô

3R== m minimal dans E } .
~ peut 0tre vide ; on a : ~ n I~t - ~ e

PROPOSITION 3~ .~ M est un complexe associatif de E ; tout complexe associa/

tif de E contenant 0 ; contient M o Tout complexe contenu dans ? est asso-

ciatif.

On dira que M est séparante si

PROPOSITION 4. - Si 3K est séparante, on a: E == M Tout complexe asso-

ciatif de E est, soit de la forme M u A avec A ~ M, soit de la forme

A~ ~o

PROPOSITION 5o ~ Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a. E. =: M u ~ ~ 
°

bo tout complexe associatif de E est de la forme M u A ou A ~ avec A S 

c~ tout complexe associatif de E non contenu dans J~ ~ contient 0 ~

Remarques. - Si on a E = M ~ M, la fermeture associative d’un complexe A

est

20 Eléments associatifs. 
’

Définition. - On dira qu’ un élément a d’un groupoide G est un élément asso-

ciatif de G ~ si chaque fois que a figure parmi les facteurs al... a n d’un

produit, ce produit est indépendant des parenthèses.

PROPOSITION 60 - L’ensemble des éléments associatifs d’un groupoïde est un
idéal et un sous-demi-groupe de ce groupoïde. Etant donné un demi-groupe D ,
il existe un groupoïde G qui n’est pas un demi-groupe, et dont l’ ensemble des
éléments associatifs est Do



Remarque. - Dans un quasi-groupe, il n’ existe pas d’ éléments associatifs.

3. Equivalences associatives.

Définition. - Une équivalence R est associative si, quels que soient

al ... a n éléments de G et les groupements de parenthèses g ~ g’ , on a :

(on a en particulier : (ab) c = a(bc) (R) )*

PROPOSITION 7. - Soit R une équivalence régulière ; pour que R soit asso-

ciative, il faut et il suffit que soit un demi.»groupe.

PROPOSITION 8. - L’ensemble des équivalences associatives et régulières de G

est une n-famille de Moore, donc un treillis complet, dont le plus grossier
élément est l’ équivalence universelle.

Détermination de la plus fine équivalence associative et de G.

PROPOSITION 9. - Soit p l’équivalence définie sur G de la façon suivante :

p est la plus fine équivalence associative et régulière de G.

La classe de x modulo p est dx .

On a de plus

Exemples d’équivalences associatives et 

PROPOSITION l 0. ~» Soit S un sous-groupolde de G central à droite

(rS ~ V contenu dans l’idéal des éléments associatifs de G .

Soit 1~ Z! équivalence définie sur G par :

1~ est associative et régulière à droite.
, ,

THEOREME 11. - Soit S un sous-.groupoide de G , net, unitaire, réflectif et
associatif ; alors on a



? est associative et régulière. De plus est un groupe. Inversement, t~ut
groupe homomorphe à G s’obtient par ce procédé.

Remarques.

Le théorème 11 généralise un théorème de P. DUBREIL bien connu.

On peut étudier aisément la famille des complexes associatifs, réflectifs,
unitaires, éventuellement netso

40 p Une classe de groupoïdes généralisant les quasi-groupes.

Soit G un quasi-groupe~ dont p est la plus fine équivalence régulière. Il

est clair que G/p est un groupeo On peut étudier les groupoïdes G qui sont
tels que G/p soit groupeo Nous les appellerons des pseudo»quasi.~ g roupes.

~ ~

THEOREME 12$ ~ Soit G un groupoïdeo Les conditions suivantes sont équivalentes:

aa G est un pseudo-quasi-groupe.

b$ Il existe un complexe associatif minimal X ~ qui est un sous.-groupoide net,
unitaire, réflectif, et tel que x d u soit associatif minimale V u E D .

c. Toute équivalence associative et régulière d’un côté est simplifiable du
m~me coté; et réciproquement.

d. Tout complexe associatif de G est neto

La démonstration de ce théorème est basée sur le théorème 11 et sur la carac-
térisation des groupes donnée par G. THIEERIN.

Remarquée - Etan~ ~ donné un pseudo~.quasi.~groupe G ~ le complexe X du théorème

12, est entièrement déterminé et s appelle complexe unitif de G. On a plus prév-
cisément

Ge MATTENET a donné une autre caractérisation de X, lorsque G est un quasi-
groupe.

PROPOSITION 130 - Tout image homomorphe d’un pseudo-quasi-groupe est un pseudo-
quasi-groupe.

Equivalences associatives et régulières dans un pseudo-quasi-groupe.
, ,

THEOREME 14. - Soit G un pseudo-quasi-groupe, dont H est un sous-groupoïde
associatif et unitaire d’un coté. Posons



( 0 est la fermeture associative de G ).

03B1H est l’ équivalence associative et régulière à droite la plus générale de G ;
H en est une classe ; enfin on a OL. = (!Lj * D’autre part, si H est de plus

réflectif, on = RH = HR = a = H03B1; R est l’équivalence associative, régu-
lière la plus générale de G .

5. Compléments sur 

Dans ce paragraphe, nous allons donner quelques compléments applicables quand
G est un quasi-groupeo

Déterminons tout d’abord la fermeture associative 0.

THEOREME 15 Soit G un quasi-groupe, dont X est le

complexe unitif, et A un complexe quelconque. On a O~A~ ~ lX = XA .

En particulier 0(x) = Xx = classe de x modulo , p .

Démonstration. ~» Montrons que l’on a 0(x) = Xx = xX .

On a y E 0(x) ===> mais on peut écrire Qna xspx => s E X.

Donc y E xX . La réciproque est triviale.

Dans les corollaires qui suivent, G est un quasi-groupe-fixé.

COROLLAIRE Les complexes associatifs de G sont les complexes A de

G qui vérifient AX ~ A .

COROLLAIRE 15.2. - Si A est un complexe associatif de G ~ il en est de m~me
de Ax et de plus généralement, si B est un complexe de G , AB est
associatifs En effet on a

(on montre que, G étant un quasi-groupe, on a : 0(ax) = 0(a) y ).

COROLLAIRE 15.3. - Soit A un complexe associatif de G. A est un élément
associatif du groupoide ~( G) . En particulier on a y = En effet,
(Ax) y et A(xy) sont associatifs et coïncident donc respectivement avec

y) et ~(k(xy~ ~ ; mais on a manifestement



COROLLAIRE 15.4. - L’équivalence associative et régulière à droite la plus géné-

rale d’un quasi-groupe G est la relation x E Hy , ou H est un sous-quasi-

groupe de G.

Pour terminer cette étude relative aux quasi-groupes, nous allons déterminer

l’équivalence régulière et simplifiable la plus générale d’un quasi-groupe G.

(Rappelons que les équivalences régulières et simplifiables d’un quasi-groupe

sont les équivalences qui, par passage au quotient, fournissent un quasi-groupe).
Le théorème que nous donnerons a été trouvé par G. MATTENET.

Définitions. - Soit H un complexe d’un quasi-groupe G . Nous posons

(nous interpréterons et étudierons plus loin cette équivalence).

On peut définir aussi Nous dirons que H est présent à droite s’il

vérifie

On définit la notion de présence à gauche immédiatement ; H est dit présent,
s’il est présent à gauche et à droite.

THÉORÈME 16... Soit X un complexe d’un quasi-groupe G possédant les proprié-
tés suivantes :

Alors ? est une équivalence régulière et simplifiable de G dont X est une

classe.

Réciproquement si ? est une équivalence régulière et simplifiable, dont X

est une olasse, X vérifie les propriétés Citées, et on a de plus - Xp .

Démonstration. - On voit d’abord que ? est régulière car x p y => x = Xu ,
, y E Xu => xa E (Xu) a et ya E (Xu) a . Mais (Xu) a = Xv , et on a donc

xa E Xv ~ ya E Xv , soit xa ? ya . D’ autre part ? est simplifiable car

xa p ya ~ x E Xu => xa E (Xu) a = Xv : => ya E Xv = (Xu) a ===> y E Xu .

Inversement si R est régulière et simplifiable, on vérifie aisément que l’on a

? == xP et que X est présent.

DI autre part, soit y E (Xu) v ; y = (xu) v (x E X) , On peut poser y = xw .

Si y’ e (Xu) v J on a y ? y’ et par suite y E Xw . On en conclut aisément que

(Xu) v = Xw . 



Deuxième partie : Hypergroupes, demi-hypergroupes.

Les ensembles munis de loi de composition multivoque ont été assez peu étudiés *

C’est MARTY qui a introduit la notion d’hypergroupe ; en France, cette structure

a été étudiée en particulier par M. KRASNER et J. KUNTZMANN.

Un exemple assez naturel de loi de composition multivoque est fourni par l’étude

des demi-groupes : plus précisément, étant donné un demi-groupe D ~ on peut à tcut

couple x ~ y d’ éléments de D ~ associer une partie de D , notée par exemple

Bien entendu x x y peut parfois être vide.

Un autre exemple, fondamental dans notre étude est le suivant.

Soit G un groupoide, dont 0 est la fermeture associative~ ~ tout couple

x y dl éléments de G 9 on peut associer le complexe de G ~ si l~ on

pose y = 0(xy) ~ on voit que la loi x , y .~> x * y est un exemple de

loi de composition multivoque.

1. Définitions et exemples.

On appelle demi-hypergroupes la donnée d’ un ensemble E, et d’une structure de

demi-groupe u-distributive sur @(E) . Si l’on note * la multiplication de ce

demi-groupe, on a donc

D’autre part on a

Un demi-hypergroupe E est dit un hypergroupe s’il vérifie les axiomes suivants :

Exemples.

a. Pasaage s au quotient module une équivalence Soit é1

une équivalence régulière à droite définie sur un groupe D . peut ~tre

muni d’une structure de demi-hypergroupe de la façon suivante :



b. Fermeture régulière~

Définition. - Soit G un groupoide. Nous dirons qu’une application 0 de

P(G)* ~ P(G)* est une fermeture régulière si 0 possède les propriétés suivan-

tes :

- 0 est une fermeture de Moore.

- 0(x. ~~ x ) ne dépend pas de la façon dont on fait le groupement des x~
pour calculer le produit x ; en particulier on a :

Noms noserons : x * y = 0(xy) (V x, y E G) . Un exomolo do fermeture

régulière est celui où 0 est la fermeture associative de G .

PROPOSITION 17. - Soit G un groupoïde dont 0 est une fermeture régulière.
La loi x ~ y -~ y définit sur G une structure de demi...hypergroupe noté

HO( ~~ ; lorsque G est un quasi-groupe, est un hypergroupe ; lorsque 0

est la fermeture associative de G , est noté H(G), et s’appelle demi-
hypergroupe d’associativité de G (2).
Définition Un demi-hypergroupe H est dit normal s’ il possède

la propriété suivante ;

PROPOSITION 18. - Si G est un groupoïde, H(G) est normal. Si D est un

demi-groupe dont ~ est une équivalence régulière d’un c$té~ est un demi-

hypergroupe normal.

Démonstration... Montrons par exemple la première assertion

x E a ~ b .~ > x e => ab e t~~x) => (ab) c E c S 0(xc) = x * a .

On montre de même que a(bc) E 0(a * y) donc que i (ab) c ~ O(a * y) . 0n a donc :

(2) Bien entendu G est un demi-groupe si et seulement si H(G) est un grou-
poide.



PROPOSITION 19. - Soit G un groupoïde ; H(G) vérifie la condition suivante :

Démonstration.

Définition. - Un demi-hypergroupe H est dit de type simple s’ il possède la
propriété suivante :

Un demi-hypergroupe H est dit de type f ini s’il possède la propriété suivante :

Bien entendu si x ~ y est un complexe fini, quels que soient x ~ y ~ H

est de type fini.

PROPOSITION ~0. ~. Si G est un groupoide, H(G) est de type simple.

2. Congruences et homomor hismes.

La situation ne se présente pas de la m~me façon dans les hypergroupes et

demi-hypergroupes, nous faisons deux études distinctes.

A. Etude dans le cas d’ un demi-hypergroupe.

Définitions préliminaires. - Soit E un ensemble abstrait, dont A est une

équivalence. On peut définir sur un certain nombre de relations binaires

qui prolongent A .

Soient A et B deux parties de E. Nous poserons A ? B si, et seulement
si, pour tout x e A ~ il existe y E B tel que x ? y , et si pour tout y e B ,
il existe xeA tel que x ~ y .

s

D’autre part nous poserons B si et seulement si on a

PROPOSITION 21. - A est la moins fine équivalence de ~-regulière,
dont la re striction à E soit R; on a de plus ; ==> A = Ø



.PROPOSITION 22. ~ R est une relation binaire symétrique ; on a A ? ~ ~
V De plus on a :

(une relation vérifiant cette propriété est dite 

R est la moins relations binaires quasi--régulières symétriques dont
la restriction à E soit égale à ~ .

Soient deux demi..hypergroupes H et H’ , et soit f une application de H

dans Hf . On dira que f est un homomorphisme si on a a

On dira que f est un quasi-homomorphisme, s i on a

On vérifie aisément que le composé de deux homomorphismes (quasi-homomorphisme)
est encore un homomorphisme (quasi--homomorphiame), qu’ un homomorphisme bijectif
est un isomorphisme (en ce sens que son inverse est aussi un homomorphisme).

Soit d’ autre part une équivalence ~ définie sur un demi-hypergroupe H . On

dira que ? est régulière à droite ri x ? ~r ~ a e H ===~> x ~ a ~ y ~ a .

Une équivalence ? est dite régulière si elle est régulière à gauche et à droite.

D’autre part ? est dite fortement régulière à droite si 
a ~ H => On définit immédiatement la notion d’ équivalence for-

tement régulièree

Nous noterons S la famille des équivalences régulières d’un demi-hypergroupe
H ~ par la famille des équivalences fortement régulières de H . Il est clair

que l’on a ’r ~ r .

THÉORÈME 2.3. (Premier théorème d’ isomorphisme ) .

H un demi-hypergroupe dont R est une équivalence régulière. On peut alors
munir i~~ d’ une structure de demi-hypergroupe telle que l’application canonique
de H sur soit un homomorphisme. Réciproquement, si f est un homomorphisme
de H sur H’ , l’équivalence R associée à f est régulière et on a H’ .

b. Soit H un demi-hypergroupe dont ? est une équivalence fortement régulière
Dans ces conditions peut ttre muni d’une structure de demi-groupe telle que

l’application canonique de H sur soit un homomorphisme. La réciproque est

également vraie.



Rappel de notations. - Si R et !? sont deux équivalences définies sur un
ensemble abstrait E , ? v O? désigne la borne supérieure de R et R’ dans
le treillis des équivalences de E.

, ,

THEOREME 24. - Soit H un demi-hypergroupe. r est une v-famille de Moore
de plus fin élément l’égalité . ’r est une n-famille de Moore, et une
A-famille de Moore : c’est donc un sous-treillis complet du treillis des équiva-
lences de H. Le plus fin élément de ce treillis est déterminable par un pro-
cédé fini.

Enfin on a

Démonstration. - On vérifie aisément que le plus fin élément de SI est la
fermeture transitive de la relation 

r

Remarques. - Il est fort possible que se réduise à l’équivalence univer-
selle.

On peut aisément interpréter les équivalences régulières et fortement régulières
dans le cas particulier ~ H est égal a H (G) . Nous lo forces plus loin dans le
cas particulier où 0 est la fermeture associative d’un groupoïde G .
Equivalences simplifiables.
Définition. - Soit H un demi-hypergroupe. On dira qu’une équivalence ? est

simplifiable à droite si on a :

On définit aisément la notion d’équivalence simplifiable. On établit immédiate-
ment la relation existant entre cette notion, et la notion de demi-hypergroupe
vérifiant une loi de simplifiabili té de la forme :

( H est, selon le cas, simplifiée à droite, ou à gauche). On peut maintenant,étant donné un demi-hypergroupe H, résoudre différents problèmes analogues à
ceux étudiés en théorie dos demi-groupes et en particulier :



- construction de la plus fine équivalence simplifiable, et éventuellement 

lière, d’un laissant éventuellement indivisible une famille de complexes de

H.

- conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un complexe soit une classe .

module un,- équivalence vérifiant des propriétés de régularité ou simplifiabilité.

Nous ne ferons pas ces études, car elles sont trop particulières. Lorsque nous
étudierons la théorie des hypertas, nous établirons des théorèmes généraux qui
résoudront entièrement les problèmes posés ici, ainsi que d’autres problèmes.

B. Etude dans le cas d’un hypergroupe. - La situation est ici beaucoup moins

claire.

Définition. - Soit H un hypergroupe dont R est une équivalenceo On dira que
? est une congruence de H p si quelles que soient les classes X et Y modulo R ,
X * Y est une réunion de classes.

En d’autres termes ~ est une congruence si et seulement si :

Nous noterons C la faille des congruences de l’hypergroupe H .

PROPOSITION 25. - C est une de Moore, de plus fin élément l’ égalité.
C~est donc un treillis complet.

Définition sur les homomorphismesp - Soient H et H’ deux hypergroupes, et f

une application de H dans H’ 0 f est dit un homomorphisme d~ hypergroupe si Q

Un homomorphisme f est presque fort si :

f(u) e f(x) => 3 x’ , ~ ~ f(x) = f(x’) , Ky)= f(y’) .
Un homomorphisme f est fort à droite si :

f est fort, si f est fort à gauche et à droite.

Le rapport entre les homomorphisnes et les congruences. est précisé grt.ce au
théorème suivant :

THÉORÈME 26 (KRASNER). - Soit H un hypergroupe dont ? est une congruence.
On peut munir d’une structure d’hypergroupe telle que lt application canonique



de H sur soit un homomorphisme presque forte Réciproquement, si f est
un homomorphisme presque fort de H sur l’équivalence R associée à f
est une congruence de H ’ et on a H’ o

Nous allons maintenant étudier les homomorphismes forts à gauche dans un cas
particulier.

Définitions. - Soit H un hypergroupe. Soit e e H . On dira que e est une
unité scalaire à gauche si on a x = x V xeH. Soit A un complexe de
H . On dira que A est multiplicativement fermé si on a

On dira qu’un complexe multiplicativement fermé est réversible à gauche si on a

On montre aisément que lorsque A est réversible à gauche, les complexes A * x
forment une partition de H ~ et que l’on a

Ceci dit on a s

, ,

THEOREME 27. - Soient H et H’ deux hypergroupes, et soit f un homomorphisme
fort à gauche, de H sur~ H’ . Supposons que H’ possède une unité scalaire à
gauche e~ .Soit A=f-(e’) . A est un complexe multiplicativement fermé,
réersible à gauche qui vérifie de plus

d~~ a de plus

Enfin on a

Réciproquement, si A est une partie multiplicativement fermée, réversible à
gauche? telle que

1’ équivalence

est une congruence de H ; toute classe module R est de la forme A * x . ~
possède une unité scalaire à gauche. Enfin l’homomorphisme f de H sur ~R
est fort à gauche.



Démonstration~ *- Nous ne ferons que 1~esquisser~

Tout d’abord on voit aisément que A= f" (e’) est multiplicativement fermée

entrons que A est réversible à gauche :

puisque f est fort à gauche.

On a aisément 

Enfin on a

La réciproque se démontre facilement.

COROLLAIRE ~7.1 ~ ~. Soit H un hypergroupe, donc ~ est une congruence véri-

fiant les propriétés suivantes :

- Il existe ee H: x~e * y => 

Alors R est une équivalence régulière de H considéré comme demi-hypergroupe.

COROLLAIRE 27.2. ~ Soit G un groupe dont g est un sous-groupe. Soit G/g
l’hypergroupe forme des clauses g x (g x * gy = Soit f Inappli-
cation canonique de G sur G/g . Pour que f soit un homomorphisme fort à

gauche, il faut et il suffit que g soit un sous-groupe distingué de G.

THÉORÈME 28. - Soit H un hypergroupe. Soit ? une congruence définie sur H.

Pour que soit un groupe, il faut et il suffit que R soit une équivalence
fortement de H considéré comme demi-hypergroupe.

Remarque. - Nous donnerons plus loin la forme générale des équivalences forte-
ment régulières d’un hypergroupe H e

3. Complexes remarquables dans un demi-hypergroupe H.

À. Les résiduations dans un demi-hypergroupe.

Soient A et B deux complexes d’un demi-hypergroupe H. Nous posons :



On définit de même et étudie aisément les propriétés des

résidus introduits a

B. Complexes multiplicativement fermés ~ ~ Nous en avons donné la définition.

PROPOSITION ~94 ~. La famille des complexes multiplicativement fermés d’un demi-

hypergroupe H est une n-famille de Mooreo On vérifie aisément que si A est

un complexe de H 9 la fermeture de Mbore de A dans la famille des complexes

multiplicativement fermés est

Ce procédé peut du reste être appliqué lorsqu’on veut déterminer la fermeture

unitaire d’un c~té d’un complexe d’un demi-groupe D o

C~ Complexes completsc

Définition~ ~ Un complexe li d  un demi-hypergroupe H est dit complet si on a

PROPOSITION ~Do ~ L’ensemble des complexes complets de H auquel on adjoint
est un sous-treillis complet complémenté. du treillis des parties de H 0

La fermeture de Moore de ce treillis peut être déterminée aisément.

Exemples de c omplexe s complets :

Si ? est une équivalence fortement régulière de H ~ toute classe module ?

est un complexe compléta

Si H = les complexes A vérifiant Ox  A => Ox ~ A , sont des 

plexes completso

Soit G un groupe dont g est un sous-groupe. Soit G/g l’ hypergroupe cons-
titué des classes à gauche gx o Soit cp l’ application canonique de G -~ 

PROPOSITION 31a p Soit A un complexe de G/g . Soit B = c~ ~’~ ~ . ~ ~ Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

est compléta

b. xgy  B =>

c ~ g est indivisible modulo l’équivalence  définie ainsi



Cette proposition suggère d’étudier, étant donné un demi-groupe D dont K est

un complexe, l’ensemble des complexes ~l de D tels que K soit indivisible

modulo Cette étude peut être faite aisément.

D. Complexes réflectifs.

Définition. - Un complexe A d’un demi-hypergroupe H est dit réflectif si
on a

~ est dit réflectif de première espèce si on a :

On vérifie aisément ~,a proposition suivante :

PROPOSITION ~2~ ~. L~ ensemble des complexes réflectifs de H est une u-famille
de Moore ; l’ ensemble des complexes réflectifs de première espèce de H est une

n-famille de Moore.

Remarquée - La fermeture de Moore de cette dernière famille peut ~tre détermi-
née facilement

E. Complexes unitaires.

Définition. - Un complexe A d’un demi-hypergroupe H est unitaire à gauche
si on a

On définit de même les complexes unitaires à droite, et les complexes unitaires.

D’ autre part A est dit unitaire à gauche de première espèce si on a
a ~ x £ A ~ a = A ==> x ~ A .

PROPOSITION 33. - L’ensemble des complexes de H, unitaires à gauche (resp. uni-
taires à gauche de première espèce) auxquels on adjoint 03A6 , est une ~-famille de Moore.
Notons que l’on peut construire très facilement le plus petit complexe unitaire

à gauche, contenant un complexe donné. Par contre, dans le cas générale on ne peut

( ) L’ équivalence  a été étudiée par R. CROISOT.



faire cette construction pour les complexes unitaires à gauche de première espèce.

F. Complexes nets. - Résidus d’un complexe 1:.. fixé.

Définitions. * Soit A un complexe d’un demi-hypergroupe H . On pose

on définit de ~~W et Il est clair que l’on a W. 6 W1 ~
Nous dirons qu’ un complexe il est net à droite si M. = ~ ~ On définit de nême

les complexes nets à gauche~ et les complexes nets. D’autre nous dirons que
~ est net do première espace si W’ ~ ~~ ,

On peut faire l’étude des complexes nets minimaux, et généraliser les résultats
obtenus par Po IEFEBVRE pour les demi-groupes. Nous ne ferons que l’ esquisser, cal

dans l’étude des hypertas, elle sera reprise dans un cadre plus général.
, ,

THEOREME 34.

a. Soit A un complexe net à droite. Pour que A soit net à droite minimal,
il faut et il suffit que l’on ait :

b. Deux complexes nets minimaux ont le même cardinal.

Remarque. - On peut aussi faire l’étude des complexes W minimaux, et généra-
liser les résultats de P. LEFEBVRE.

Ge Idéaux et parties consistantes.

Définitionso - Un complexe A de H est dit un idéal à droite 
On définit de même les idéaux à gauche de H 3 et les idéaux bilatères. Il est
clair que l’on a la proposition suivante :

PROPOSITION 35. - L’ensemble des idéaux de H auquel on adjoint est un
sous-treillis complet de @(H) .

On peut généraliser et étudier la notion d’ équivalence de Green ; on sait que
cette notion fait intervenir les idéaux minimaux.

Ceci dit, on peut, en étudiant les propriétés des complexes dont le complémen-
taire est un idéale introduire la notion de complexe consistant.

( ) Le critère a été donné par P. DUBREIL en théorie des demi-groupes.



Définition. - Un complexe A de H est dit consistant à droite si on a t

PROPOSITION 36. - Soit ~y un complexe de H ~ non égal à H. Pour que A soit

un idéal à droite, il faut et il suffit que CA soit consistant à gauche.

Bien entendu il résulte de là~ que les complexes consistants à gauche forment

un sous-treillis complet 

Remarque. - On peut introduire les idéaux et parties consistantes de première
espèce :

- A est un idéal à droite de première espèce si on a

~. A est une partie consistante à droite de première espèce si on a s

La famille des parties consistantes à droite de première espèce, à laquelle on
adjoint 03A6, est et u-stable.

Un exemple de l’utilisation des idéaux.

, ,

THEOREME 37. - Soit H un demi-hypergroupe. Pour que H possède un complexe
net à droite min.ima~.~ il faut et il suffit que tout idéal à droite de H centième

un idéal à droite minimal.

THÉORÈME 38. - Soit H un demi-hypergroupe possédant des complexes nets à
droite minimaux. La réunion de ces complexes coïncide avec la réunion des idéaux
à droite minimaux de H . Ces deux théorèmes généralisent deux théorèmes de
P. LEFEBVRE. Nous en donnerons une démonstration lors de 1’étude des hypertas.

H. Complexes forts*

Définitions* - Un complexe il d’un demi-hypergroupe H est dit fort à droite

si on a :

Il est à noter que l’ on peut définir la notion de complexe fort â gauche, et

que ces notions, en ne coïncident pas t 3.
(5) A est dit fort est fort a , gauche et a , droite.



Un complexe A est dit fort de première espèce, si on a ;

Remarque. - Si A est complet, on a :

A fort à fort à gauche => A fort de première espèce.

PROPOSITION 39. - La famille des complexes de H forts de première espèce est
une n-famille de Moore. Si A est un complexe de H , le plus petit complexe fort
de première espèce qui contient A, noté A peut être déterminé moyennant certai-
nes conditions sur ~~ ~ par un processus dénombrable, lorsque H est de type fini

(ceci est réalisé si H ~ H ~ G~ ~ .
En particulier lorsque a * b est un complexe fini Va, b E H on a :

Complexes pseudo-forts.

Définition. - Un complexe ~ de H est pseudo-fort si on a: 
.

a ~ y ï A ~ => 

(On vérifie aisément qu’il n’y a pas lieu de distinguer entre les complexes pseudo-
forts à. gauche, et les complexes pseudo-forts à droite)*

Il est clair que lorsque H est un demi-groupe, les notions de pseudo-force,
force, force de première espèce coïncident ; il en est de même lorsque A est

complets De plus, on a :

PROPOSITION 40... Si A est fort d’un alors A est pseudo-fort. Lorsque
H est de type simple, les notions de pseudo-force et de force coIncident; (ceci
est réalisé lorsque H == 

Démonstration~ - Supposons H de type simple. Soit A un complexe pseudo-fort.
Supposons que l’on ait par exemple :

Pour montrer que l’on a y r (~ ~ ... * ~3 1 A , il est évident qu’il suffit
d’ établir que l’on a :



ou u ne dépend que des 03B1i , et non de x. Or ceci est vrai pour n = 1 ou

2 . Supposons-le vrai pour n , et montrons-le pour n + 1 . On a :

oij v ne dépend que des 03B12 ... 03B1n. On a alors immédiatement t

C. Q. F. D.

Remarques. - La notion de complexe pseudo-fort nous sera utile quand nous étu-

dierons certains exemples d’ hypergroupes homomorphes à un demi-hypergroupe H ~
ne vérifiant pas de loi de simplifiabilitéo

On peut se demander si un demi-hypergroupe H ~ tel que tout complexe pseudo-
fort est fort, n’est pas de type simpleo

L Complexes symétriques.

Définitions. ~. Soit A un complexe d’ un demi-hypergroupe H.

On définit de et 1: ~t .
Les équivalences ainsi introduites sont appelées équivalences principales.
A est symétrique si on a RA = AR.
A est symétrique de première espèce si on a R’A = AR’.

J. Relations entre les définitions introduites.

~ ~

THEOREME 41. - Soit A un complexe complet, multiplicativement fermée d’un

demi-hypergroupe H. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est symétrique, fort, unitaire.

2. A est unitaire et réflectifo

Démonstration.

(2) ==f> ~ lj ..» Il est clair que si les conditions (2) sont réalisées, A est

symétrique ; montrons que A est fort.



puisque a et que A est unitaire.

(1) => (3).-Supposons que a ~b~A; on a dès lors

C. Q. Fo D~

Remarque. - Bien entendu l’hypothèse que A est complet est fondamentale

puisqu’elle permet de remplacer le symbole { par le symbole a

COROLLAIRE 41.1. - Soit A un complexe complet, multiplicativement fermé de

H vérifiant les conditions équivalentes du théorème 41. Si A n’est pas net,
on a

est un idéal premier completo

COROLLAIRE 41.2... La famille des complexes complets, multiplicativement fermés!
vérifiant les conditions équivalentes du théorème 41 est une n-famille de Moore.

Lorsque H possède un élément e vérifiant a ~ a V cette famille

de Moore possède un élément minimum.

Remarques. - Un élément e , vérifiant la condition a * e 3 a, Va, est

appelé unité à droite de H . Dans le corollaire 4102 rien n’ est changé si on

suppose Inexistence d’unités à gauche.

, ,

THEOREME 42. - Soit H un demi-hypergroupe possédant une unité scalaire e ,

et vérifiant la condition

Alors la fermeture complète de ~e } est lt élément minimum de la famille des

complexes de H complet? multiplicativement fermés, unitaires, réflectifs.

Démonstration. - On montrera d’abord que la fermeture complète d’un complexe
multiplicativement fermé est un complexe multiplicativement fermée

( ) Un demi-hypergroupe vérifiant cette condition est dit faiblement commutatif.
J’ai construit un demi-hypergroupe non commutatif vérifiant cette condition.



DI autre part on montrera que dans un demi-hypergroupe vérifiant la condition

tout complexe complet est réflectif.

Montrons enfin que la fermeture complète de {e} est unitaire, par exemple est

unitaire à droite o

Posons K la fermeture de ~ e } e On a

On a manifestement

Supposons que l’on ait

Montrons que l’on a alors :

Or on peut écrire, si a * b  A et a 
n m. 

’

Soit nt~ ~ C~,a
p m

Co Qe F.. Do

Remarque. - Les complexes introduits dans le théorème 41 jouent un rôle essen-
tiel dans l’ étude des groupes homomorphes à un demi-hypergroupe, comme nous le
verrons bientôt.

4. H r rou s et rou es homomor hes à un demi-hypergroupe fixé (généralisation
des résultats de Po DUBREIL).

Dams ce qui suit.? sauf précision supplémentaire, H est un demi-hypergroupe
fixé 0



. 

PROPOSITION 43~ ~ Soit A un complexe fort à droite de est alors une

classe est simplifiable à droite sur H - WA . De plus on a

PROPOEITION 44. - Soit I. un complexe fort à droite de X . Soit B une classe

modulo Ôlj, , distincte de WA . B est fort à droi te, et on a A, S RB ; WA £ WB .
~’ autre. part Enfin, si ~~ ~ ~ ’ °~ ~

r£ ~°B et "i, = % .

Définition. - à fort à droite est àit parfait à droite si on a

PROPOSITION 45. - Soit A un complexe parfait à droite de H. Il existe U
parfait à droite, clas se modulo RA tel que :

PROPOSITION 46. - une équivalence régulière de H dont A est une

classe. On Si ? est simplifiable à droite, on a de plus : 1. est

fort à droite, et ?= 

PROPOSITION 47. - Soit A un complexe fort, net, symétrique, parfait à droite.
est régulière, et est un demi-bypergroupe simplifiable,

possédant un élément ne~:
Inversement soit p: H -~ H’ un homomorphisme de H sur un demi-hypergroupe

simplifiable, possédant un élément net a’ . Soit l~ est net, fort,
symétrique, parfait à droite et on a

Définition. - Un complexe A de H est dit fortement net à droite si on a

On définit immédiatement les complexes fortement nets de H.

PROPOSITION 48. - Soit A un complexe fortement net, symétrique, fort, contenu
dans H . ~ , ~ est une équivalence régulière de H ~ et est
un hypergroupe vérifiant la loi de simplification.

Réciproquement, si c~ est un homomorphisme de H sur un hypergroupe vérifiant
la loi de simplification et si h est une classe modulo 1= équivalence ?
associée à c~ ! A est fortement net, symétrique, forts et on 



Définition. - Un hypergroupe H est complètement régulier si :

3 e , unité scalaire de H ~ telle que a * b 3 e => b * a 3 e .

~ ~

THEOREME 490 - Soit ~~ un complexe multiplicativement fermée unitaire, net,
réflectif, pseudo~~fort~ contenu dans H. est un hypergroupe
complètement régulier, et A est une classe modulo R 0

Réciproquement si cp est un homomorphisme de H sur un hypergroupe complète-
ment régulier d’unité e et si on pose A = 03C6-1(e), A est multiplicativement

fermée unitaire, net, réflectif; pseudo-fort, et R = RA = AR .

Remarque ~ ~~ On peut aussi étudier les ~’hypergroupes avec zéro" images homomor-
phes de H 9 1’étude est liée à celle des complexes multiplicativement fermés,
unitaires, réflectifs, pseudo-forts, de résidu premier (un idéal W étant dit

premier si a * b 1 W; ==> b E ’W ~ o Il est à noter que cette condition

ne découle pas des propriétés de réflectivité, unitarité et pseudo-force, comme

cela se passe pour les demi-groupeso

THÉORÈME 50. - Soit A un complexe complet, multiplicativement fermé= unitaire,
et net contenu dans H o Mors est un groupe. Réciproquement, si

p est un homomorphisme de H sur un groupe? et si A est la classe unité, A

est complet) multiplicativement fermée net, unitaire et réflectif, et RA = AR
est l00FF équivalence d’homomorphisme.

Remarques. - On peut aussi étudier les groupes homomorphes à 11 aide de la pro-
pos ition 48 o

On peut é tudier "les groupes avec zéro" images homomorphes de H .

THÉORÈME 51. - Soit H un hypergroupeo Il existe une correspondance biunivoque
entre 1’ensemble des congruences R de H telles que soit un groupe, et
1~ ensemble des complexes de H multiplicativement fermée complets unitaires et
réflectifso Il existe une plus fine congruence ? de H telle que soit
un groupe a

Démonstration. - Il existe une plus fine congruence ? de H telle que H/R
soit un groupe, parce que les congruences § de H telles que soit un

groupe::, sont les équivalences fortement régulières de H 1 lesquelles constituent
une de Mboreo (Du reste on peut noter que si a e H est tel qu’ il
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existe x e H : a * x a x ~ a appartient à tout complexe multiplicativement

fermée unitaire, réflectif et complet.)

H(G) .

Dans cette partie nous donnons quelques compléments sur le demi-hypergroupe
H( G) (demi-hypergroupe d’associativité de G )o

PROPOSITION 52. - Soit (p un homomorphisme d’un groupoïde G dans un groupoïde
(p est un quasi-homomorphisme de H(G) dans H(G~) . Si de plus ~p(A) est

associatif lorsque A l’est aussi, 03C6 est un homomorphisme de demi-hypergroupe.
Lorsque (p est un isomorphisme de G sur ci est aussi un isomorphisme de

sur H(G’) o

PROPOSITION 53 o - Soit A un complexe de G o Pour que A soit complet dans

H( G)  il faut et il suffit que A soit associatif dans G.

A réflectif (fort) dans H(G) si et seulement si O(A) l’est dans G ,

PROPOSITION 54~ ~- Soit A un complexe de G e Soient x ~ y p a des éléments
de Gc 

PROPOSITION 55 o - Soit R une équivalence d’un groupoïde G. Pour que R soit

associative et régulière dans G ; il faut et il suffit que ? soit fortement

régulière dans H(G) o

PROPOSITION 56o - Soit G un quasi-groupe ; H(G) est un hypergroupe normal
de 

Il y a identité entre les équivalences suivantes s

~ équivalences associatives et régulières de G ~

- congruences ? de H(G) telle s que soit un groupe.

- équivalences ? de la forme ~ où A est un sous-groupoide associatif,
réflectif de G o

Voir la bibliographie placée à la fin de 1 ~ exposé n° 


