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Séminaire DUBREIL-PISOT 1-01

(Algébre et Théorie des nombres)
1ée année, 1962/63, n° 1 5 novembre 1962

TRETLLIS D' IDEAUX ET STRUCTURE D'ANNEAUX

par Mlle Marie-Paule BRAMERET

L*objet de cet exposé est de donner une caractérisation de certains anneaux,

dont le treillis des idéaux est totalement ordonné. Nous dirons qu'un anneau de

ce type satisfait la condition © , ou encore, est un C-anneau.
La condition C est préservée par homomorphismee

Tout sous—groupe complétement invariant du groupe additif A4 dfun anneau A
étant un idéal de 1'anneau; la premidre partie de cet exposé consistera en 1'étude
de certains groupes abéliens dont le treillis des sous-groupes complétement invae

riants est totalement ordonnée Ces groupes seront appelés OC-groupese Nous adop-

terons la terminologie et les notations de [3]e

le = Chacune des composantes primaires du sous-groupe de torsion maximal T

d'un groupe G est un sous-groupe complétement invariant de G o

Done ¢

REMARQUE 1, ~ S'il n'est pas nul, le sous—groupe de torsion maximal d*un C-groupe

est un groupe primairee

Soient p et q deux nombres premiers distincts ; de la comparaison des sous=

groupes complétement invariants pG et gG résulte :

REMARQUE 26 ~ Il existe au plus un nombre premier par lequel un OC=-groupe donné

n'est pas divisiblee.

IEMME ls =~ S'il n'est pas nul, le sous-groupe divisible maximal B d'un Ce-groupe

G contient le sous~groupe de torsion meximal T de G o

les sous-groupes B et T , étant complétement invariants, sont comparables.

Si 1'on a 1'inclusion :
BS T,

B est un sous-groupe divisible de T et, par suite, T admet une décomposition
en somme directe dont B est un des termes 3

= Be T .
D'aprés la remarque l, T est un p-groupe, et le nombre premier p divise B »
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Le sous~groupe complétement invariant
T[p]={x; xeT; px= 0}
est donc contenu dans B s Et, par suite,
™[p] S B .
On a alors T' n T*[p] = O « Par conséquent, T' est nmul et T= B .

On a alors :

h)
THECREME 1. - Soit G un groupe périodique non réduite. Le treillis des sous-
groupes complétement invariants de G est totalement ordonné si et seulement si

G est un p-groupe divisible, c'est-d=~dire si et seulement si s

(1) ¢=20(5) ,
m

oir m est un nombre cardinal gquelconque et ou Q(pa3 désigne le groupe quasi=

cyclique relatif au nombre premier p »

Les sousw~groupes complétement invariants d'un groupe de ce type sont ¢ G et

les sous=groupes G[pk] » k entier positifs.

COROLLATIRE. = Si G est le groupe additif d’un GC-anneau A et si G est
un groupe périodique non réduit, alors G = g(pa) °

En effet, chacun des groupes quasi-cycliques qui apparait dans la décomposition
(1), appartient & 1'annulateur de A [cfe [3] lemme 72+3]s Il n'en existe donc
qutun seuls

ld ~
THEOREME 2. = Soit G un groupe réduit possédant des éléments d'ordre fini

(non nuls). Le treillis des sous=groupes complétement invariants de G est totaw

lement ordonné si et seulement si G est un p-groupe borné de la forme &

(<) 6=2 (6 + 2 oY

m n
gg_ m 33' n  sont des nombres cardinaux arbitraires et o k est un entier
>1,

Soit G un OCe-groupe réduit dont le sous—groupe de torsion maximael T ntest
pas nule Soit p le seul nombre premier qui ne divise pas G ¢ Llors T est un
p-groupe, car si T était un g~groupe relatif 3 un nombre premier q distinct
de p, T serait un sous-groupe divisible de G

D'autre part, T , n'étant pas divisible, n'est pas contenu dans le sous-groupe

complétement invariant N pk G o Il existe donc un entier k pour lequel
k=1
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Par conséquent, tous les éléments de G sont d'ordre fini et G est un p-groupe.
On a donc -
k.
G= U G[P J ’
k=1

e Gpl={x, xeG, p x=0}.S0it s unentier >0 o Si pour tout

entier h > 0, 1'on avait
s
qp" <P’ 6,
alors G = pS G et p divisereit G .
I1 existe donc un entier positif n pour lequel
s n
p GESGlp] ,
et par suite ps’"';1 G=03 G est un pegroupe bornés Il existe alors une décomw

position de G en somme directe ¢
k

. s 1
G=G1®G2©...®Gnm Gi..rfg(p)
i
( m, étant un nombre cardinal arbitraire et k, un entier > 1 ) et ou
k]_>k2>'°.‘>kn’

Le sousegroupe Gn étant contenu dans le sousegroupe complétement invariant

G[p n] s l'inclusion X
fp "] ¢ pG

kn+l

ne peut avoir lieu § donc p G=0.
On a, alors, =k +1, n=2 et G=G @ G, »
Soit G un pegroupe borné de la forme (2). Posons

6 =2 g(F) et =g,
m n

Si H est un sous-groupe complétement invariant de G s alors g
H= Hl ® H2. ’

ol Gi nH= Hi est un sous=groupe complétement invariant de Gi .

Par conséquent

Hizp Gi’ OSI‘iSki R

On montre qus ry=r, oubien r = ry + 1 en utilisant les décompositions de
G1 et 62 en somme directe de groupes cycliques. Les sousegroupes complétement
invariants de G sont par suite les sous=groupes pr G et G[pr] et ils sont
deux & deux comparables.
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I1 en résulte que, si A est un C-anneau, dont le groupe additif A+ est
périodique, alors, A+ est un p-groupe borné ou un groupe quasi-cycliquc sui-

vant qu'il est réduit ou non.

2. - Soit A un anneau ; nous noterons A" 1'idéal de A engendré par les

produits de n éléments de A «

L'anneau A est nilpotent s'il existe un entier h > 1 pour lequel Ah =0
L'ordre de nilpotence de A est le plus petit des entiers positifs h pour
lesquels 1'idéal AR est nule

Nous donnerons dans ce paragraphe une caracterisation des GC—anneaux nilpotentse
De tels anneaux existent s en effet, soit B un anneau de valuation discréte d'un
corps (commutatif) K dont le corps résiduel est le corps premier de caractérise
tique p « Soit @ 1'idéal maximal de B « Tout idéal de 1l'anneau @& est un
idéal de B ; donc l'ammeau & vérifie la condition C , et, pour tout entier

d
n>1L, —; est un C-anneau nilpotent.
A

IEMME 2. ~ Soit A un C-anneau. Pour tout couple d'éléments x et ye 4,

on a .

> n
xy-yx € N &

n=1

I1 suffit de montrer que si 1'ona xy - yx e AR pour tous les x et les
1

yE€A, alors xy - yx € AT, Soient a et be A . Si, par exemple a appar-
tient & 1'idéal engendré par b, on a
n

a=nb+ bx+ x'b+ 2 y, by! ,
. i7i
i=1

ot n est un entier quelconque, et a4 x , x°* , Y5 et y:'i sont des éléments de
A,
n
ab - ba = b(xb = bx) + (x'b = bx') b+ 2 (y. by! b~ by, by!) .,
4oy VA TA i™Wi
Par hypothése xb = bx et x'b = bx' appartiennent 3 A" . Done
b(xb = bx) + (x'b = bx!) b e ™!,
Df autre part,
— n+2
i byj b= by; byj = y; by} b= by}) + (y; b= by,) by} e &
Done
. s 1142 nl
ab -~ ba appartient & 1'idéal A .
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COROLLAIRE lew Tout OC=anneau nilpotent est commutatife

COROLLAIRE 2+ « Si un corps K posséde un anneau de valuation A dont le corps

résiduel est le corps premier de caractéristique p et si la valuation est dis-

créte et de rang 1, K est commutatife.

=2}
Soit M 1'idéel maximal de AL 3 N est un C-annean et T = 04 Done 4
=1
est commutatif et, par suite, X est commutatif.

Nous dirons qu'un ammeau & vérifie trivialement la condition C , si le treil=-

1is des sous-groupes de A est totalement ordonné, c'est-d=dire si A+ est un
groupe cyclique d'ordre primeire ou un groupe quasimcycliquee

REMARQUE 3. - Si A est un anneau zéro, c'ested~dire si #-o s et si A
vérifie (0) , alors 4 vérifie trivialement C

REMARQUE 4+ = Soit G un pegroupe abélien fini,; les groupes G et Gp] ont
le m®me nombre de générateurse

REMARQUE 5e¢ = Soit G un p-groupe abéliene Soit H un sousegroupe de G
cyclique d'ordre p o Si le groupe quotient G/H est cyclique, alors G posséde
au plus deux générateurse

/ \
THEOREME 3¢ = Si un anneau nilpotent 4 , dont 1'ordre de nilpotence est k ,
vérifie non trivialement la condition (C) ona s

1° x>2,

RO pour i=1,2, ees, k=1, le groupe additif de 1'ameau quotient
Ai/Al"'[ est un groupe cyclique d'ordre p, p étant un nombra premier indé-

pendant de 1

Pour i=1,2, eee y k=1, 1l'annean Ai/Al"'l est un anneau zéro. D'autre
part, les sous=groupes de A+ qui contiennent il sont des idéaux de A « Donc,

1t anneau Ai/Ai"'l vérifie trivialement la condition (C) .

Par suite g
At oy
Xm)-.. = C(pi ) ou bien G(p:) ,
Py étant un nombre premier et « ; un nombre positife

Il en résulte que A_l_ est un groupe périodique.et, doncy un pe-groupe. On a,
alors, p; = P pour tout i « Par hypothse, A+ n'est pas quasi~cycliquee Done

A+ est un p-groupe borné et 1l'on a ¢
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i 4Ly o %4
(/7)) =C(p ) .

+

Par suite 1'amneau A est fini.
Le groupe &~ n'étant pas cyclique, ona: k>2 .

le groupe I‘x_lf"l est cycliquee Puisque 1x+ et A+[ p] ont mBme nombre de géné=-

rateurs, on a 1'inclusion 3

w¥t e Alp] .

Par conséquent

ak‘:l e 1 .

S'il existe un entier ¢ , 1< 2 < kw1, tel que Af_ soit cyclique, on a,

~

nécessairement, it c &[p] « Done pAL =0 et it = Lkl s Clestmdedire £ =k=1L

I1 en résulte que B est 1e seul, parmi les idéaux e o dont le groupe
additif est cyclique.

En particulier, Ixf"z n'est pas cycliques D'aprés la remarque 5, il posséde
deux générateurs, a et b si, par exemple, b appartient & 1'idéal {a} de

4 engendré par a , alors :
b=ma+ x,

ci m est un nombre entier et o0 x € w1

Donc pb= pma= 0 et l'ordre (additif) de b est p o

On a donc @
2 = p(a)
o (a) représente le groupe cyclique engendré par a « Il en résulte que b
n'appartient pas & pAk"'2 et, donc, que 3
' pae {b} .
D'y

p2a=0 et Ofa]$p2.

Si 1l'ordre de a était égal 2 p2 » On aurait
pAk-Z

et puisque b=ma+ x avee x e &

= p(a) = Ak“l ¥

ke1 .
» on aurait b e (a) , ce qui est impos-

sibles« Donc O[a] = p «

p k2 .
Par conséquent A+ est somme directe de deux groupes cycliques dfordre p »

S5i k >3, le groupe additif de 1'ammeau B = A/Ak"1 n'est pas cyclique. Sinon

k=3
k-'3 A . . by
B 7= -E-TA =T Serait cyclique, et, d'aprés la remarque 5, 13 posséderait deux

générateurs, c et 4 .
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Soient pr et pS les ordres respectifs de ¢ et d « Si r était stricte=

ment supérieur & s , alors on aurait

pr Ak3=pr—(c)=A .

Done .
3™l 13 0 (@) 6 (o)/6™H(e)

‘s -1 B
ce qui contredit le fait que A_I: 3 /Af est cycliqueo
Par suite O[c] = O[d] = p* o

Si, par exemple, c appartient & 1'idéal engendré par d , on a ¢
c=nd+y , '

D'ol
pc=pnd=0 et r=1.

.Ak-B = Ak-z

Par conséquent ce qui est impossible. Par suite, B+ n'est pas

cycliquee
Nous allons montrer que, pour i= 1,2 , cee y k=1, le groupe cyclique
i+l

(ﬁ_i._) est d'ordre p .
A™ 1y

Supposons qu'il n'en soit pas ainsi et que pour un entier j, k>Jj >1,

j=1
1'ordre du groupe cyclique (ﬁ-—{-) soit supérieur & p « L'anneau ﬁ- est nil-
L s

potent 3 il vérifie la condition C et est fini § son ordre de nilpotence est

(A =1 Aj"l
ﬁ) I

Par conséquent (—%.-) est cycliquee
A¢ /s

j=1 et 1l'on as

Soit AP 1e plus petit des idéaux AT, i=2 9 seo 5 k= 1 4 pour lequel le

groupe (ﬁ{ est cycliquee
+

L'anneau A' = Ké;r est fini, nilpotent, son ordre de nilpotence est h+ 1,

son groupe additif n'est pas cyclique et le groupe additif de 1'anneau A! /.Q'lf.l
est cycliquee Il en résulte que h+ 1 =3 et h=2 . Donc, s'il existe un entier
‘1
LY
J pour lequel 1l'ordre du groupe cyclique (—-—-j-) est supérieur & p ona j =2
+

L
. « 12 A
Mais, alors, considérons l'amneau R = —r o

L
Le groupe Rf est cyclique d'ordre p o
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Donc R est sorme directe de deux groupes cycliques Gfordre p et, par suite,

(4%) est un groupe cyclique d'ordre D .

AJ+ . Lt

Par conséquent, pour i= 142, ses 4 k~ 1, le groupe cyclique ;EJT .
1Y

est d'ordre p .

THéORﬁME 56 v Soit 4 un anneau nilpotent dont 1'ordre de nilpotenge est k o

oL

9 2 5 ooe g k=13 le groupe additif de 1'anneau zé:T est

Sig pour i=1

cyclique d'ordre p , les seuls idéaux de 4 sont les it

———

En effet, soit I wun idéal non nul de 1'amneau L o Il existe un entier i,

1<ig<k~1, pour lequel ¢
ICLY et I¢ A;+1.

] . , . l
Par suite, LY coincide avec 1'idéal A engendré par T
I:ni = I 34 I&i+1 »
Puisque Ak:: 0, ona Ak*l = IAk“l”l S
Supposons BPCcI oy s>i+1.

On a alors 3
ps=l _ps, ps-l-ioop

Par conséquent
Hleor, gt Br=1 .

30 = Soit L un Ceanneau unitaire commutatife La racine de 4 , ensemble

des éléments nilpotents, est un idéal premier N .

Considérons 4 comme plongé dens 1'amneau des quotients AN e L'anneau Ay
vérifie la condition C , sa racine est N et N est 1'unique idéal meximal de

by o

D'aprés la premidre partie, la caractéristique de A est soit 0, soit pk ol
P est un nombrc premier et k un entier > 1 o L'anneau AN a méme caractéris—
tique que A o

Définitions = On appelle anneau complétement primaire tout anneau commutatif dont
la racine est le seul idéal meximalé

Il a été démontré (cf. [ par So Je BRYANT et Je Le ZEMMER, le théoréme
sulvant 3
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THEOREME A, =~ Soit B un anneau complétement primaire de caractéristique O
et soit N la racine de B « Alors B contient un corps F , isomorphe au corps
résiduel B/N tel que tout élément a € B peut se mettre, d’une maniére unique,
sous la forme s+ a=f+n o1t feF et nel (ctest-a~dire que B est la

somc directe des groupes F_ et N )e

Supposons que la caractéristique de 1l'anneaun A soit nulle. En appliquant le

théoréme précédent ; on a

(A =N+®F+J

by

03 . \ 4
ou F est un sous-corps de AN s 1lsomorphe a -«

N)+

Par conséquent, N est une F-algébre, dont le treillis des idéaux est totale-

ment ordonnée
D'autre part, puisque N C A, on a
A =(NeF)nh=N eF nA .

IEMME 3¢ ~ L'anneau F N A est un anneau de valuation du corps F o

En effet, soient x ot y€F nhA o Ona, par exemple s Xx=uy o1 u €A .
Done ueAN et u=n+ £, avec n€N et £ €F o Par suite x=ny + fy »

Puisque x et fy e F, 1'élément ny appartientd F et & N .o Donc ny=0

et n=0.
Doy ueFfFni,

On a donc démontré le théoréme suivent ¢

(4 \
THEOREME 6¢ = Soit A un C-anneau unitaire commutatif de caractéristique O o

Soit N la racine de A o Alors A contient un anneau de vaeluation V d'un corps

F3 V est isomorphe & A/N3; N est une F-algdbre dont le treillis des idéaux
est totalement ordonné et A+ = N+ @ V+ .

(4 ¥
THEQREME 7e = Soit A un anneau unitaire commutatife Soit N 1la racine de A e

Soit A+ admet la décomposition en somme directe

(3) b =N eV,

4 )

dans laquelle V est un sous-anneau de A et est un anneau de valuation d'un

corps F , et si N est une F-algébre dont le treillis des iddaux est totalem

ment ordonné, alors A est un C-anneau. (On ne fait eucune hypothése sur la

caractéristique de & o)
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Pour tout £ €F et tout ne€lN ona:
nf = fr ,

puisque A est commutatif et que V est un anneau de valuation de F o

I1 résulte de la décomposition de A+ s que 1'idéal N est premiers Le groupe
additif de 1'anneau des fractions AN coincide avec la somme directe N+ ® F+ .
En effet soit =€ Ay oh x€hy et s€ A= N.

On a g

s=n+v ot nelN, veV et v£0 . .
Puisque v ' n €N , on peut écrire @
n= v(v"1 n)
Done

S = v[v“1 n+ 1],
De v onel s 1l suit que 1 + v n est wie unité de 1'anncen A .

Donc
X -l mel
— l .
= [vT n+ 1]

wl X

D' autre part [v"ln-f- 1]"lx=m+w,otx melN et weV e Par suite ¢

-g: W Wt o mr e N et wle F.

et cette représentation de 3;- comme somme d'un élément de N et d*un élément
de F est uniques

Comme N est une F-algébre dont le treillis des idéaux est totalement ordonné
et que Ay = N oF , l'ammeau L, vérifie la condition C .

Montrons que 1l'anneau A vérifie la condition C

Soit I wun idéal de A o Soit I° 1'extension de I dans Ly oSi I n'est
pas contenu dans N, I° n'est pas contenu dans N ety par suite, I° coin-
cide avec AN °

Par conséquent, il existe un élément v €V, v# 0, qui appartientd I .
Soit neN, n=v(v~1n)=vm,cx‘1 m=vinen.
Done n=wm €I,

Par suite s
NEI
et

L =0 e(Inv) ,
INnV estun idéal de V o
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Il en résulte que deux idéaux de A , non contenus dans N sont comparablese

Soient x et y deux éléments de N o On a par exemple 3§ x=uy ou UuE AN .
Soit u=n+fyot nelN et feFe8i fFeV, uel et y divise x
dens A +Si £V, £7eV ot x=£(f n+1)y, M+l estune unité
de A et 1l'on a:

y= f"l(f“1n+ l)"'lx,

done x divise y dans A .

I1 en résulte que, si I et J sont deux idéaux de A contenus dans N, ils

sont comparsbles.
Donc A est un Ce-anneau.
Une décomposition de la forme (3) a lieu, lorsque la caractéristique de 1'annean

A est p, sil'idéal N est nilpotente

IEME 4¢ - 81 N est nilpotent (# 0) , 1l'anneau A, est artiniens

En effet soient a et b deux éléments de N n'appartenant pas 2 N2 e On a

N\

par exemple a=xb oi x est un élément de AN .

Puisque a £ ' sonas xgNa.Donec x est une unité de Ly et les éléments
a et b engendrent le mdme idéal de AN e Pgr conséquent N est un idéal prine-
cipal de AN :

N = AN a . S
Les seuls idéaux de Ay sont Ay, Lpa, eee, by &1 sy 0 s 81 k est

1'ordre de nilpotence de N o Par suite AN est artinien.

I. Se COHEN a démontré dans [2], le théoréme suivant.

(4 )
THECREME Be =~ S1 A est un anneau local complet de caractéristique p, A

contient un sous-corps F isomorphe au corps résiduel de A ; par suite A+

admet la décomposition en somme directe @
A* = N+ @ F+ 5

oi N est 1'idéal maximal de A4 .

On a donc ¢

THﬁOB?EME 6 bise = Soit 4 un GCeanneau unitaire commutatif de caractéristique
P« 5i laracine N de A est nilpotente, /L contient un anneau de valuation
V d'un corps F; V est isomorphe & 4/Nj ‘N est une Fealgébre dont le treil-
lis des iddaux est totalement ordonné et 1'on a ¢
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A.’:I\T*@V.’. .
e N

THEOREME 8e «~ Soit K un corpse Soit N une Kﬁg&gébye-nilpotente d*orare de

nilpotence k o Lo treillis des idéaux de l'algebre N est totalement ordonné,

si et seulement si, pour 1= 1, eee y k=1, l\l‘-l'/l\l""’"1 est un K~espace vece
toriel de dimension 1 »

En effet, la condition est nécessaire puisque le treillis du sous-espace
vectoriel de I\l‘-“/l\la""1 est totalement ordonné et on démontre qu'elle est suffie-

by

sante d'une manidre anslogue & celle utilisée dans le théoréme 5Se
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