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Séminaire DUBREIL-PISOT 2001
(Algtbre et Théorie des nombres) ‘
15¢ annde, 1961/62, n° 20 21 mai 1962

LA DECOMPOSITION D'UN DEMI-GROUPE COMMUTATIF
EN SES COMPOSANTES ARCHIMéDIENNES

par Alfred H. CLIFFORD

Ltexistence d'une telle décomposition, et sa description explicite (théorémes 1
et 2 ci-dessous), sont dues indépendamment & TAMURA et KIMURA [3], & THIERRIN [4]
et & HEWITT et ZUCKERMAN [27.

Ceux-ci vont plus loin que les autres (théoremes 3 et 5), ayant le but d'emplo-
yer cette décomposition dans leur théorie des caracteres d'un demi-groupe commi-
tatif, qui sera traitée dans ma deuxidme conférence. Les deux théories se trouvent
dens "Algebraic theory of semigroups" ([1], § 4.3 et § 5.5), et je m'y référe pour

les démonstrations des théorémes.

Soit D un demi-groupe commutatif. Nous disons que a est diviseur de b
(e , beD) , et nous écrivons alb , si a=Db ous'il existe x dans D tel
que ax = b . Clest une relstion sur D qui est réflexive, transitive, et régu-
lidre. Nous disons que D est archimédien si, pour chaque a , be D, il
existe un entier positif n tel que a\bn . Remarquons qu'un groupe abélien G
totalement ordonné est =rchimédien dans le sens usuel si et seulement si la par-

tie strictement positive de G est archimédienne dans le sens défini ci-dessus.

Par un demi-treillis nous entendons un demi-groupe commutatif Y +tel que cha-

que élément o de Y est idempotent (a2 =a) « Soit v ¢ D> Y un homomorphis-
. . cqqs -1

me d'un demi-groupe D sur un demi-treillis Y . Posons D, =¢ () ; alors

Da D E-Da pour chaque a , B & Y . En particulier, Da E-Da ; c'est=a~dire

que chaque Da est sous-demi-groupe de D . Si nous définissons
apb (&, beD) si g(a) = ¢(b) ,

alors p est une conpgruence sur D (relation d'équivelence réguliére) qui est
aussi idempotente ( a” p a pour chaque a € D ). Inversement, si p est une

congruence idempotente sur D et si Y désigne le demi-groupe quotient Dfp ’
alors Y est un demi-treillis qui est image homomorphe de D . Nous disons que

D est la réunion du demi-treillis Y de sous-demi-groupes D, ey .

Ltintersection n de toutecs les congruences idempotentes Ps (ieI) sur D
est une congruence sur D qui est nussi idempotente ¢ an b wveut dire

a Py b pour chaque i€ I, et pulsque = Py a? pour chaque ie I , nous en
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déduisons aue a n a? . La congruence 1 est la plus fine de toutes les congru-
ences idempotentes sur D , et D/q est le demi~treillis homomorphe maximum de

D dans le sens : un demi-treillis, qui est image homomorphe de D , est aussi

image homomorphe de . D/ .

THEOREIE 1. - Soit n la plus fine congruence idempotente sur un demi-groupe

commutatif D .

Alors anb (a , beD) siet seulement si chacun des éléments a , b est

diviseur d'une puissance de 1'autre ( a]bm et blan pour des entiers positifs

convenables m et n ).

THEOREME 2. - Tout demi-groupe commutatif D peut &tre exprimé (et d'une seule
facon) comme la réunion d'un demi-treillis Y de demi-groupes archimédiens
D, (0 €Y) « Le demi~treillis Y est isomorphe au demi-treillis homomorphe ma~-
ximm D/m de D, et les D, (0 € Y) sont les classes d'équivalence de
Dmodn .

Nous appelons les Da (qui sont uniques) les composantes archimédiennes de D .

Nous disons qu'un demi-groupe commutatif D est séparatif si
2 2 . .
a°=b =ab (a , be D) implique a="> .

(Pour la raison de ce terme, voir la deuxiéme conférence.)

’ L)
THEOREME 3. - Un demi-groupe commutatif D est séparatif si et seulement si

ses composantes archimédiennes sont simplifiables.

Pour la théorie des caractéres, un cas important est celui d'un demi-groupe qui
est réunion de groupes. Je rappelle & ce sujet un théoréme que j'ai donné autre-
fois (Annals of Math., 42(1941) p. 1037-1049 ; théoréme 4.11, p. 128, dans notre
livre).

THEOREME 4. - Soit D un demi-groupe qui est réunion de groupes dont les é1é-

ments neutres commutent les uns avec les sutres. Alors D est la réunion d'un

demi-treillis Y de groupes G, (ee ¥) « Y est isomorphe au demi-treillis

{ea ¢ ae€ Y} des idempotents de D , N désignant 1!'élément neutre de Gy

De plus, les ©y sont dens le centre de D , et si nous définissons

Hyp = Beg (@>BeY¥Y; acq) ,

alors waﬁ est un homomorphisme de G, dans GB , et a>pB =y entraine
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(1) g gy = Pay .
Si aeG et b€ Gﬁ @ ., pe ¥ ealors
@) W = () (o) b v =ap

Inversement, si nous avons une application biunivoque o - qa d'un demi~-treillis
Y sur un ensemble de groupes disjoints, et un systeéme d'homomorphismes

¢ -z G -G, (x>p) satisfaisant & (1), alors (2) définit dens D = U G,
ap o B -

un produit associatif tel que le demi-groupe D est réunion des groupes Ga dont

les 81éments neutres commutent les uns avec les autres.

Les Gd sont les sous-groupes maximaux de D , et en méme temps les composantes

archimédiennes de D .

/ A
THEOREME 5. - Un demi-groupe commutatif D peut &tre plongé dans un demi-groupe

commutatif qui est réunion de groupes si et seulement si D est séparatif.
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