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12-01

SUR LES QUASI-GROUPES

par Gérard MATTENET

Séminaire DUBREIL-PISOT
(AlGèbre et Théorie des nombres)
15e aimée, 1961/62, n° 12 19 et 26 février 19E~2

Introduction. - Dans la littérature publiée à présent l’étude des relations
d’équivalence régulières et simplifiables dans les groupes, boucles, quasi-groupes,
a un aspect disparate. Elle est surtout liée à la propriété d’équivalences d’homo-

morphismes. , .

Or, ces équivalences sont également des équivalences d’imprimitivité pour un

groupe de bijections.convenable du quasi-groupe (groupe associé). La définition
du groupe associé est liée de fa~on directe aux axiomes de définition du quasi-
groupe de sorte que les propriétés des équivalences considérées sont en fait des
propriétés de théorie des ensembles. Ce point de vue met en évidence le caractère
fortuit de la présence d’un élément-unité dans un quasi-groupe (bien qu’en réalité
on puisse définir sur un quasi-groupe des lois qui font du même ensemble une bou»
cle admettant pour élément-unité un élément quelconque). Les propriétés, obtenues
pour les boucles, se généralisent sans difficulté aux quasi-groupes à idempotents.
Le point de vue adopté permet d’introduire naturellement ceux-ci, et montre qu’on
ne peut généraliser au--delà. 

’

Un second aspect des équivalences considérées est d’être des équivalences de
transitivité du quasi-groupe définies par les sous-groupes distingués du groupe
associé. Cet aspect a été signalé pr ALBERT En réalité, il permet de .

munir naturellement l’ensemble des sous-quasi-groupes normaux de sa structure de
treillis complet. Ici, également, les propriétés principales sont des propriétés
ensembliste s.

I. Relations d’équivalence régulière et simplifiables dans un quasi-groupe
en tant qu’équivalences d’imprimitivité p our le oupe associé.

1. Espaces homogènes. Relations 

Les notions de théorie des ensembles, rassemblées ici, se trouvent dans [2].

DEFINITION 1. - On appelle espace homogène un ensemble E muni d’un groupe

d’opérateurs G qui opère transitivement dans E .



Les groupes d’opérateurs qui interviendront seront, en générale des groupes

transitifs de bijections de E . La structure d’espace homogène est définie par

la loi externe *

Un groupe quelconque G est muni d’une structure d’espace homogène canonique,

dont G est lui-même le groupe d’opérateurs, le groupe transitif de bijections

de G étant le groupe de ses translations à gauche.

DÉFINITION 2. - On appelle équivalence dtimprimitivité espace homogène E ,

les relations d’équivalence compatibles avec la structure homogène de E.

Ce sont donc les relations d’équivalences R sur E’, telles que :

Si A est la ~.lasse d’imprimitivité de a E la classe d’imprimitivité de

a (a) est alors oA ~

Les relations d’imprimitivité de l’espace homogène G sont les relations d’é-

quivalence sur G ~ régulières à gauche.

Par suite, si H est un sous-groupe de G ~ l’ensemble des classes à gauche

module H est un espace homogène G/H pour la loi-quotient par la relation d’é-

quivalence p E aH de la loi externe canonique de G ,

THÉORÈME 1. - Soient E un espace homogène, G le groupe des opérateurs de E,
a un élément de E , H le sous-groupe de G formé d e s opérateurs a de G

laissant invariant a.

Alors, l’espace homogène E e st isomorphe à l’espace homogène défini

par le sous-groupe H de G.

En effet, soit , l’ application de G sur E , définie par :
a

est un homomorphisme de l’espace homogène G sur l’e space homogène E dont

le noyau est Ha .



Remarque. - Soient il existe alors fi E G tel que b = ~a . H.b
est alors image de H a par l’automorphisme intérieur de G défini par p ~

PROPOSITION 1. - Toute structure-quotient d’un espace homogène G/H défini par
un sous-groupe H d’un groupe G e st isomorphe à celle d’ un espace homogène G/K

où K e st un sous-groupe de G c ontenant H e

Réciproquement, tout sous-groupe K contenant H définit une structure-quotient
de G/H-t

Cette proposition, démontrée dans [ 1] , § ’~ ~ signifie que établit une corres-

pondance bijective entre les relations d’équivalence de G régulière à gauche,
contenant l’équivalence d’application (p (équivalence régulière à gauche de G

de classe unité H ) et les équivalences d’imprimitivité de l’espace homogène E .
a

Pour ce qui suit, nous en retiendrons l’aspect suivant.

PROPOSITION l’. - Pour tout établit une bij ection de l’ensemble

 a de s sous-groupe s de G c ontenant Ha et l’ensemble de s classes d’ impri~
mitivité de E c ontenant a. Si 03C6-1a (U ) est l’ ensemble de s bijec-
tions de G qui laissent invariantes Ua o

Remarque. - Dans cet exposée la propriété : un complexe E d’un ensemble F est

stable par une bijection a de E ~ signifie a(E) = E . On dira aussi invariante

2. Groupes associés à un quasi-groupe.

Ce paragraphe est destiné à l’étude des relations d’équivalence régulières et

simplifiables d’un quasi-groupe en tant qu’équivalences d’imprimitivité pour une
structure homogène convenable d’un quasi-groupe. On retrouve alors, comme consé-

quences naturelles du paragraphe 1 ~ les résultats classiques tels qu’ils figurent
dans ~3~ pour les boucles. Simultanément, s’ introduit, de façon assez naturelle,
le groupe de u bijections intérieures de la boucle (voir également ~3~~ s

En outre, comme P. DUBREIL l’a fait dans son cours d’Algèbre (1961/1962) pour
les boucles, on étudie les relations d’équivalence régulières et simplifiables
d ttln côté dans un quasi-groupe , par les mêmes méthodes.

DÉFINITION 3.

1° On appelle quasi-groupe B , un ensemble muni d’une loi de composition interne.



satisfaisant à l’axiome suivant :

(i) Les translations de B sont des bijections de B ~

2° On appelle boucle B , un quasi-groupe possédant un élément unité (noté e )~
(i) est équivalent à l’axiome suivant :

(ii) V existe un quotient à gauche et un seul z. et un quotient
à droite et un seul t de y par x 

y = zx = xt .

PROPOSITION 2, -. Soient B un quasi-groupee, R une relation d’équivalence
dans B. Alors les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes pour
ie{i~2,3,4}.

(1) ? régulière à gauche (l’) L 
x 

compatible avec V xeB ;

(2) R régulière à droite (2’) R compatible avec R, ~ x ~ B ;

(3) R simplifiable à gauche (3’) (L) compatible avec R , V 

(4) ~ simplifiable à droite (4’) (R )" compatible avec V x e B .

L désigne la translation à gauche définie par x E B .

= xy V y e B .

R désigne la translation à droite définie par x e B ,

= yx V y e B .

(i) ~=~ (ii)~ pour i = 1 , 2 , est immédiate.

Bornons-nous à montrer l’équivalence entre (4) et (4’).

Supposons que (4) ait lieu. Soient z et x ~ B . On a

et, d’après (4)~

d’où (4~),



Supposons que (4 ’ ) ait lieu. Soit xz R yz . On a donc aussi :

d’où et R est donc simplifiable à droite.

DEFECTION 4. - On appelle groupe associé à droite G (resp. à gauche G03BB )
d’un quasi-groupe B , le groupe de bijections de B engendré par les transla-

tions à droite (resp. à gauche) de B $

On appelle groupe associé G de B , le groupe de bijections de B engendré

par les translations de B.

THÉORÈME 2. - Soit B un quasi-groupe.

Les relations d’équivalence droite (respw à gauche) de B sont les

équivalences d’imprimitivité de B pour la structure homogène défini par son
groupe associé à droite Gp à gauche G~)~

Les relations d’équivalence RS d’un quasi-groupe B sont les équivalences
d’imprimitivité de la structure homogène de B défini par son groupe associé G.

D’après la proposition 2~ il suffit de vérifier que Gp et G. opèrent tran-
sitivement sur B ~ or, si x et y e B , il existe z et t e B tels que

x=yz=ty .

Soient

PROPOSITION 3~ - Soit B un quasi-groupe.

Soient a ~ B et (resp. (Ja)03BB) le sous-groupe de Gp (resp. G-B)
composé des bijections droites (resp. gauches) laissant invariant a $

Tout élément a de G (resp. G~ ) se représente de façon unique sous la
forme :



Tout élément a de G se représente de unique sous ses deux formes

3 étant le sous-groupe de G laissant invariant a .

Démonstration. - Soit (p de G sur B définie 

La classe de ct G G modula l’équivalence d’application en )G de G sur B
p 

" a p p
est :

La translation à droite R appartient donc à cette classe si et seulement si
u

L’équivalence considérée est, d’autre part, régulière à gauche, et a pour classe
unité le sous-groupe (3 ) .La classe de 03B1 est donc :

a p

d’où l’existence de représentation~ son unicité résultant de ce que toute classe
à gauche de Gp module (3~) p contient une seule translation à droite.

Démonstration analogue pour G~ ~ d’où le résultat pour G ~

PROPOSITION 4~ ~ Soit B un quasi-groupe.

a. Pour qu’un complexe Rp (resp. Ex ) de B soit une classe d’imprimitivité
de la structure homogène droite de B pour Gp gauche de B pour GB )~
il faut et il suffit qu’il existe a e Ep (resp. E. ) tel que Ep (resp. E. )
soit stable par les translations à droite (resp. à gauche) définies par les élé-
ments de iT (E ) = F (resp. F. = R-1a (E.) ) les bijections droites (resp.
gauches) de G (resp. G03BB ) qui laissent invariant a .

b. en est ainsi, le sous-groupe de Gp (resp. des bijections droites

resp. gauches) qui laissent stable E (resp. E. ) est, pour tout a ~ E

(resp. E03BB ),



Pour tout a y b e E (resp.. on a

Démonstration . - Soit E une classe d’imprimitivité droite de B j et soit

a G Alors, d’après lt. proposition 1 ’ , le sous-groupe de G03C1 compose , des

bijections droites qui laissent stable E (c ’ est-à-dirc : (a é G : aE = E )
P P P P

est

Une translation à droite R laisse donc stable E si et seulement si
u P

Réciproquement, si a G 03C6-1a(E) , d’ après la proposition 3,
Et p

Gonme est, pour tout a e E , l’ensemble des éléments u de B , tels

que R (E ) = E  , il en résulte
u p p

d’où (b) et la condition nécessaire de (a) .



Réciproquement, soit E un complexe de B tel qu’il existe se E~ , pour le-
quel E est stable par les translations à droites définies par les éléments 

de

E et les éléments de (3j_ . Alors est un sous-groupe de G : H .

P 
’ 

C- P "- P 
’ 

P P

En effet, soient 03B3 ~ 03C6-1a (Ep) = H03C1 , alors,

Et d’après la proposition 3,

En outre, H contient (3 L ; donc, d’après la proposition l’ :

E = (D (H ) est une classe d’imprimitivité de la structure homogène droite de
p 

B pour G .

THÉORÈME 3 . - Soit B un quasi-groupe contenant au moins un idempotent. Soit a

un idempotent de B.

Alors toute classe d’imprimitivité de B pour G , contenant a , est un sous-

quasi-groupe de B , stable par les éléments de G qui laissent invariant a et

réciproquement. Si B est une boucle d’élément unité e , les classes d’imprimi-

tivité droites de B pour G. contenant e sont les

sous-boucles de B stable par les éléments de G (resp. de G~ ) qui laissent
invariant a ~

Démonstration. - En effet~ on a des résultats analogues à ceux de la proposition

4 pour les classes d’imprimitivité E de la structure homogène de B pour G en

remplaçant :



- dans la partie (a) : "resp." par 
- dans la partie (b) : "resp." par 
- danstoute la proposition : G 

P 
par G , E 

P 
et E03BB par E , (Ja)03C1

et (S.). par 3. .

Donc si B est un quasi-groupe contenant un idempotent a , on a

et R-1a (E) , étant alors les classes d’imprimitivité de la structure homo-
gène de B pour G contenant = = a , sont identiques à E ~ si E

est une telle classe contenant a

Il résulte alors de la proposition 4 (b), que E , étant un complexe de B stable

par les translations définies par les éléments de E , est un sous-quasi-groupe de

B’ .

Si B est une boucle drôlement unité e ~ e est son seul idempotent et les

classes d’imprimitivité de B pour G contenant e , sont alors les sous-boucles

stables par les éléments de 3 .En outre, L" (E ) == Donc les classes

d’imprimitivité droite de B pour G sont les complexes E stables par les

éléments de (3 )~ et par les translations à droite de E ~ Montrons que tout
complexe E 

p 
vérifiant une telle condition est une sous-boucle, c’est-’à-dire est

également stable par les translations à gauche de E ~
Diaprés la proposition 4 (b)~ on a

c’est-à-dire que toute classe d’imprimitivité droite de B est stable par les

Ep.
Donc, si B est une boucle et si a = e , il en résulte que E est stable par

les translations gauches

définies par les éléments b de E .
P

Remarque. - Si B est un quasi-groupe quelconque, une condition nécessaire et

suffisante, p.cur qu’une classe d’imprimitivité E- de B pour G soit un sous-

quasi-groupe de B , est qu’il existe cr e E tel que E .

En effet , si e E , L-1a (E) , classe d’imprimitivité de est



identique à E. D’âpres proposition 4 (a)~ E est alors stable par les

translations à droites définies p-.r les éléments do =E . D’o.près la pro-
a

position 4 (b)~ on a~ pour tout x ~ E ,

donc E est également stable pour les translations à gauche définies par les

éléments de E et par conséquent, est un sous-quasi-groupe de B .

De façon analogue, une condition nécessaire et suffisante, pour qu’une classe

d’imprimitivité E de B pour G soit un sous-quasi-groupe de B , est qu’il existe
a ~ E tel que ~o,~ e , E .

Le théorème 3 peut alors être partiellement généralisé de la suivante :

Un sous-quasi-groupe E de B est une classe d’ imprimitivité de B pour G.

si et seulement s’il contient un élément a tel que l’on 

Ces résultats sont signalés dans[3] 90) , et exposés de différente

dans [ 5~ ~

Soient B un quasi-groupe et a un élément de B.

d’autre part,

Il en résulte que la bijection droite,

De la bijection gauche



Nous allons montrer que les bijections droites aa constituent un système de
x,y

générateurs de (Ja)03C1 et les bijections gauches La 
r 

de (Ja)03BB lorsque x. et

y décrivent $

Soient x, y ~ B et a E B, B quasi-groupe. On a alors :

(1) et (2) sont immédiats.
1 1

PROPOSITION 5. - Soit B un quasi-groupe.

Pour tout le sous-groupe (3 ) 
p 

de G (resp. compose
des bijections droites (resp. gauches) laissant invariant a , est engendré par les
R (resp.. La ) où x et y décrivent B.
x~y 201420142014 x~y 2014 2014- 201420142014201420142014

Soit 1 ={a e G : est le sous-groupe de (3 ) P
a

engendré par les bijections droites Rax,y.



D’après les formules (1) et (1 ’ ) , où x = a(a) , I est un idéal à gauche de

Gp n°n vide, puisque Éa> $ et 

Donc I = G .
P P

Pa.r suite, si CI.. é (Z ) ,on a~ P

De même, pour tout a E B et x ~ B , on pose

PROPOSITION 5’. - S.oit B un quasi-groupe.

Pour tout a e B . le sous-groupe de G . composé des bijections de G lais-

sant invariant a . est engendré par les Rax,y , Lax,y et T où x et y décri-

vent B 

Soient

où f est le sons-groupe de J engendré par les La et 
a x~y ~~y ~

On a 1 =1~=1 ~ 



Donc Ip c . De même~ 1~ C Ip . Diaprés les formules (L) et (1~ 1 = Ip
est stable par multiplication à gauche par les translations à droite et leurs

inverses. D’après les formules (2) et (~’ j ~ 1 = I. est stable par multiplication
à gauchc par les translations à gauche et leurs inverses.

C o~rne tout élément de G est produit de translations et d’inverses de transla-

tions, I est donc un idéal à gauche non vide de G ~ donc I ~ G ~

Si a on a donc = a , d’où :

Les propositions 5 et 5~ pour a == e , donnent le théorème 5 pour une boucle R

d 1 élénent unité*

COROLIAIRE. - Soit B un quasi-groupe contenant au moins un idempotent ac 

Alors la condition nécessaire et suffisante pour qu’un complexe E de B ,
contenant a , soit une classe d’imprimitivité de la structure homogène de B

pour le groupe associé G , est que E soit un sous-quasi-groupe de B- vérifiant :

Ces trois conditions entraînent la relation :



Remarque 1. - Soient B un quasi-groupe quelconque, b et c des éléments

quelconques de B 

Alors B , munie de la loi de composition : x

est une boucle d’élément unité bc .

La translation à gauche de ( B ~ x) définie par x est

Le groupe associé à gauche de ~B ~ x) est donc contenu dans le groupe associé à

gauche de B . Les résultats précédents relatifs aux boucles et aux classes d’ im-

primitivité des boucles contenant l’élément unité donnent donc sans démonstration
une partie des résultats du paragraphe relatifs aux quasi-groupes les plus géné-
raux (tout au moins en ce qui concerne les conditions nécessaires). Si a ~ B ~
comme

la proposition 4 correspond en particulier au choix b = a et c = L-1a (a) qui
donnent pour élément unité de BX, bc = a . BRUCK ([2] , page 56) exprime ceci
en disant que est un isotope principal de B.

Remarque 2. - BRUCK ([2], page 60) démontre la proposition 5’ pour une boucle B

et pour a = e élément unité de B.

Remarque 3 ~ ~. Dans ce qui précède, on désigne par sous-quasi-groupe E d’un

quasi-groupe B ~ une partie E de B ~ stable par les translations de B défi-

nies par les éléments de E ; on désigne par "sous-quasi-groupe normal" de B ,
un sous-quasi-groupe E qui est une classe d’imprimitivité de B pour son groupe
associé G.

II. Etude du treillis des équivalences d’imprimitivité de la structure homogène
d’un quasi-groupe B et des équivalences de transitivité de B.

Dans ce chapitre, on montre qu’il y a identité entre les équivalences d’impri-
mitivité de la structure homogène dtun quasi-groupe B définie par son groupe
associé G et les équivalences de transitivité définies sur B par les sous-



groupes distingués de G. On en déduit une structure de treillis complet sur

l’ensemble des classes de B contenant un même élément. Cette question a été

abordée par ALBERT dans le cas des boucles.

1. Résultats plus généraux relatifs aux équivalences d’imprimitivité d’une struc-
ture homogène quelc onque d’un ensemble quel c onque .

Soit G un groupe transitif de bijections sur un ensemble B.

IEMME. - Si R est une relation d’équivalence sur B , alors l’intersection

des images inverses par les applications est une relation d’ équiva~.
lence régulière à droite de G. On désigne comme précédemment, pour tout B ,

par cp l’application de G sur B définie par

vérification du lemme est immédiate.

PROPOSITION 1. - Si H est un sous-groupe distingué de G , l’équivalence de

transitivité sur B , définie par est une équivalence d’imprimitivité de B

pour G.

L’énoncé de cette proposition se trouve dans [2] (exercice 12, page 1.11~.

Soit R l’équivalence de transitivité définie sur B par H , Soient x ~ y E B

tels que y ; il existe donc 03B1 ~ G tel que

. 

y = a(x) , 

,

et, si p e G ,

a’ 

où al e H sous-groupe distingué de G , donc 

THEOREME 1. - Soient :

G groupe transitif de bijections sur un ensenble B ~
? ensemble des sous-groupes distingués de G ~
Si a E B , H03B1 a ensenble des sous-groupes de G contenant Ja = { 03B1 E G : 
I l’ensemble des équivalences de transitivité définies sur B par les élé~

ments de K ~
3 le treillis complet des équivalences d’imprimitivité de la structure homogène

de B pour G ~
F l’application de ’ sur qui à un sous-groupe distingué H de G



associe l’équivalence de transitivité qu’il définit sur B ~
V l’application de 3 dans H, qui, à une équivalence d’imprimitivité R ~ J

associe le sous-groupe des bijections de G qui laissent invariantes toutes les

cla s se S modulo R.

associe à tout sous-groupe distingué H le plus grand sous-groupe

distingué de G définissant la même équivalence de transitivité dans B ; c’est

une application de ferneture de. Moore 

Soit

8 == v o .

0 v associe à toute équivalence d’ imprimitivité R ~ J la plus grande

équivalence de transitivité définie par un sous-groupe distingué de G et contenue

c’ est une application de fermeture de Moore dans J , pour la relation

d’ordre opposée à la relation d’ inclusion.

On a

~ o v~~S~ - ~ 1 et v(~~ ^ ~ .

c. Les fanilles de Moore 8 sont des treillis complets isomorphes, et
l’on b

Démonstration.

~. Soit ~. E ~ , Alors, pour tout a E B , cp,~ ’~~ ~ ~ j est régulière à 

paragraphe 1) d’après le 03C6-1a(R) est alors une équivalence régulière 
dans le groupe G . Sa classe unité’ 03BD(R) est donc un sous-groupe distingué de
G ~ et l’on a

D’après la proposition 1, si H E H ~ v o p est donc une application
de ? et 

respecte 1 ’ ordre , il en résulte

Réciproquement, si o ~, ~ H) ~ y 9 on a



Soient, en définitive,

v o ~ est donc l’application qui, à tout sous-groupe distingué H ~ associe le

plus grand sous-groupe distingué de G définissant l~. même équivalence de transi-
tivité dans B . 03BD o  est donc uno application de H dans ? extensive et a

fortiori idempotente. 03BD respecte l’ ordre. En effet, si toute classe

module R2 est réunion de classes modulo R1 . Donc si a e 03BD(R1) , a laisse

invariantes lcs classes 

Il en résulte que v 0 J.l est isotone.

v est donc une application de ferrueture de Moore dans H , vérifiant

b. Soit on a,

Donc l’équivalence de transitivité, définie sur B p~.r ~(R) , est contenue dans
~ . Soit

et, comme 03BD re spec te l’ ordre ,

Par ailleurs 03BD o  étant extensive, on a :

Il en résulte que



Donc  0 v est une application de fermeture dans 3 manie de la relation d’or-

dre opposée à la relation d’inclusion. La famille associée à  o v étant GI .
Il en résulte que ~. o est la plus grande équivalence de transiti-
vité contenue dans R .

c. D’ ~b~ ~

et d’après (a) :

9 et ~~ sont donc en correspondance bijective et )~ ~ et l’on a :

En outre, d’après le théorème 2 de [4-J (page 175), G est un treillis complet
dans lequel la borne inférieure d’une famille (Hi)i~I d’éléments H. de S’ est

l’intersection et la borne supérieure :

De S~. est un treillis complet, dans lequel la borne supérieure d’une famille

(Rj)j~J d’éléments Rj de GI pour la relation d’inclusion est l’équivalence
engendrée par la famille : .sup  ((R.) ~ plus petite relation d’ équivalence conte-
nnt le s ~. J (borne supérieure de la dans 3 ) et la borne inférieure est

Comme |G est une bijection qui respecte les relations d’ordre des treillis 8

et ~~ ~ on a donc les relations :



Remarque. - Soient a ~ B. ? ua l’ ensemble des classes d’ imprimitivités de B

contenant a i dentif i é canoniquement à J .

désigne l’ensemble des sous-groupe s de G contenant Ja = {03B1 ~ G : 
v o 03C6a est une application de Ha sur G , qui, à tout S associe le plus

sous-groupe distingué do G contenu S , .

L~~ démonstration de cette propriété e st d~ ns ~ ~ ~ 

proposition 1 t ~ Z~ 1 ~ ~ pour tout s, E B ~ cp~ e st une

bi j ection de Ha sur J .

Lorsque a décrit B , les sous-groupes 03C6-1a(Ua) où U est la classe de a
c.: ~~ a

modulo R , R ~ J constituent une classe de sous-groupes conjugués de G , et

1 t on ~.

Si l’on identifie pour tout a E B , ~ et Ua’ v o c~a est donc une application

de   sur 8 qui à S associe le plus grand sous-groupe distingué de G

contenu dans S . Ces résultats peuvent être précisés de la façon suivante :

PROPOSITION 2 .

a. Soit ~ e 3 . Il existe un groupe transitif de bijections de soit G

isomorphe à et un homomorphisme 03C6 de G sur G , tel que si e désigne
l’ homomorphisme canonique de B sur B/R , le diagramme



soit commutatif pour tout a. E G .

b. Si E est une classe nodule u~ ~ et si on a :

Si R ~ GI , alors

Si a. E G et 8x. ~ 8y~ ~ on a, puisque ~ ~ ~ ;

Soit alors l’application de B/R dans B/R définie 

On a donc

G étant un groupe de bi jections de B , il en résulte immédiatement que 
est une bijection de B R et 03C6 est un homomorphisme de G dans le groupe des

bi j ections de 

En effet,

G étant un groupe transitif de bijections de B ~ il en résulte que (p(G) est

un groupe transitif de bijections de B/R 

(p(a) 6 = V a ~ G ~ entraîne que les relations ~(a) ~ 3 et a(a) e E
sont équivalentes si E est une classe module ? et a ~ E , J03B8a étant le sous-

groupe de G == (p(G) laissant invariant 6a . Ce noyau de (p est 

c’est donc ~((R) ~ 

Il en r.ésulte que et ~ ~ ~ sont respectivement isomorphes à G et à



en effet, pour tout R on a (p(S~) c 3~ .
Réciproquement, soit Ci on a a = (p(a)’ avec a(a) (Rr. ~ Comme R E ~I 3

(R est l’ équivalence de définie- sur B par donc il existe

~ e tel que

donc ~= p(a) = (p(y) e (p(S ) o

3

H en résulte que ;.~20142014~- est isomorphe à 3g 5~ ~

Si (R e 3 ~ ~(~(~)) e S~ ~ La classe de a module ~(~(~) est

03BD(R) (a) et le sous-groupe de ? contenant Ja est d’après la proposition 1’,

chapitre 1~ §1

E étant la classe module R de a o

2. Corollaires des résultats précédents.

THÉORÈME ~o .. Soient B un quasi-groupe et G son groupe associé.

an- Les équivalences d’imprimitivité de la structure le B pour G sont

les équivalences de transitivité définies par les sous-groupes distingués 
~ 

b. Pour tout a e B , l’ensemble Ua des classes d’imprimitivité de B pour G

contenant a admet une structure de treillis complet dans lequel la borne 

rieure d’une famille (Ei)i~I d’éléments de Ua est l’intersection de cette

famille, et la borne supérieure l’ensemble des éléments de B de la f orme



pour toute finie Z~ ~ ... ’ E~ ? d j 
Démonstration.

a. Soient R une équivalence d de B pour G , E une classe

modulo R et a E E . Soit H = 03BD(R) ~ G .

Pour tout x E E R R’~~ ~ ~ ~ En effet si y ~ B~~ Y

Et, d’après I, paragraphe 1, E étant la classe module K de a ~ F~~~ ~ E est

la classe module R de

L L-1a ~ H pour tout x et tout a e E .

Diaprés le théorème 1, l’équivalence de transitivité : (H) == est conte-

nue dans ?. On a donc H(a) C E . Or R ET (a) ~K(a) et :

lr. proposition 4(a) (chapitre I, §2), on a  (a) (E) = E , E étant

stable les translations à gauche définies par les éléments de a

Il en résulte donc que, pour tout B , H(a) = E classe modulo R conte-

d’où

b. Soit G = 03BD(J) ^ v o  (H) . D’après (a) et le théorèm.e 1 , G et J sont

isomorphes par v . Pour tout a ~ B , u e st donc isomorphe au treillis c ompl.e ta
8 du théorème 1.

S oit (Ei)i~I une famille d ’élément s de Ua . D ’aprè s le théorème 1 (formule
~ 1~~. ~ ~ c ~ ~ ! on a ; 

a



la borne supérieure étant prise dans K , où él, est l’ équivalence d’imprimiti-
vité de B pour G dont la cla,sse contenant a est E . ; donc, pour tout élé-i

il existe famille de 1: ° ° ’ ~n
et OE. OE v(À.) tels que

i, i
J

Donc, pour tout x E E , il existe une famille finie de I : ... , in tels

que

COROLIAIRE. - Si y est un quasi-groupe contenant au moins un idempotent a ~

la borne supérieure d’une famille E , 1 de sous-quasi-groupes normaux contenant a

est l’ensemble des éléments de B de la forme (ensemble qui est un sous-quasi-
groupe normal contenant a )



En effet, si a est un idempotent du quasi-groupe B , ua est l’ensemble des

sous-quasi-groupes normaux de B contenant a (théorème 3, l, §2).

Si card I = 2 , on a

Par récurrence, on en déduit une représentation du type 1 pour tout élément de E..

PROPOSITION 3 . - Soient (R une relation d’ équivalence dfun quasi-groupe Eï

régulière et simplifiable, v( ~~ le sous-groupe distingué de G ~ groupe associé
à B ; laissant stablestoutes les classes module (? .

Alors, pour toute classe E module (R et tout a E E , on a

où Ja est le sous-groupe da G dont les éléments laissent a invariant.

En effet, R 
L 

1 
a 

s: = aL-1a a = a ; donc R son inverse sont dans Ja.

D’après les propositions 3 et 4 du chapitre I, tout élément a de 03C6-1a (E) admet

une représentation unique de la forme 03B1 = R 
»1 R-1 y avec x ~ E et
L ~x~ L ~a~a a



p e Z ; et réciproquement tout élément de cette forme appartient à 03C6-1(E) .~ a 
. 

a

Puisque x = E classe modulo R de a , on a

Donc (chapitre II, théorème 2(a))

a E si et seulement si p E v ( ~) d’où le corollaire.
a

Dans ce qui suit, nous énonçons des résultats démontrés dans [3] pour des boucles,
en lôs complétant.

Etant donnés un quasi»groupe B et 8 un homomorphisme de B sur un quasi-

groupe B ~ il est immédiat que l’équivalence définie sur B par 9 est régulière
et simplifiable.

Réciproquement, suivant en cela ~3’! nous avons le résultat suivant :

PROPOSITION 4. - Soient B un quasi-groupe, G son groupe associé! H un soue--

groupe distingué de G , P(B) l’ensemble des parties de B , munies de la loi

induite par celle de B.

Alors l’ensemble des classes de transitivité, définies par ~~ sur B f est un

sous-quasi-groupe de ~’(B~ t image homomorphe de B par l’application x -~ H (x~ .

Démonstration. - D’aprés la proposition 1, (chapitre II), l’équivalence de tran-
sitivité définie sur B par H , est une équivalence d’imprimitivité de B

par G ~

La classe de xy module ~ est donc, d’après le chapitre I,

Il en résulte que, dans G~ (B)



Comme ~, est régulière à gauche (théorème ~.~ chapitre et a,(y)’ Ry ~ il en

résulte :

Des relations,

il résulte que l’ensemble B des classes de transitivité module R est simpli-

fiable dans P(B) .

B est donc un sous-quasi-groupe de Q(B) , image homomorphe de B par x -~ H~x~ .
Des théorèmes 2 (chapitres I, II) et de la proposition 4, il résulte donc le thée-

rème suivant :

THEOREME 3. ~ ~. Soient B un quasi-groupe, G son groupe associé. Alors les

quatre propriétés suivantes sont équivalentes pour une relation d’équivalence R
sur B :

R est régulière et simplifiable~

2° ~ est d’imprimitivité pour la structure homogène de B pour G ’

3° ~ est une équivalence de transitivité définie par un sous-groupe distingué
H de G ~

4° ~ est une équivalence d’homomorphisme.

PROPOSITION 5. - Soient B un quasi-groupe, R une relation d’équivalence dans.

B satisfaisant les conditions équivalentes du théorème 3, 0 l’homomorphisme

canonique de B sur (proposition 4).

a. @,lors, il existe un homomorphisme cp du groupe associé G de B sur le

groupe associé G de B = tel que

b, Pour tout a E B on a 03C6(Ja) = J03B8a sous-groupe de G laissant Sa inva-



isomorphes à J03B8a , E étant la classe modulo R de a .

D’après le théorème 3 et la proposition 2, il existe un homomorphisme (p de G

dans le groupe des bijections de B tel que

Soit x, y on a donc

et de même

(p est donc un homomorphisme appliquant l’ensemble des translations de B sur

l’ensemble des translations de B . Comme les groupes associés sont les groupes
de bijections engendrés par les translations, il en résulte ~~ {G~ ~ G groupe

associé de B .

D’après le théorème 2 ~a~ ~ on a ~ ~ c~ I 3 d’où (b~~ , d’après la proposition 2 ~b~ .

Remarque. - KIOKEMEISTER [5] montre que l’ensemble des sous-qua.si-groupes nor-
maux d’un quasi-groupe à idempotents contenant un même idempotent est un treillis

modulaire, sa démonstration étant basée sur la propriété 1 du théorème 3. De façon
plus générale, il montre que , pour un quasi-groupe quelconque B et un élément

quelconque a de B, l’ensemble des sous-quasi-groupes normaux ("normal
de B contenant a est également un treillis modulaire.

La structure de treillis de La peut s’obtenir ici directement à partir des ré-
sulta ts précédents.

L= intersection des sous-quasi-groupes normaux de B contenant a est en effet

u.n sous-quasi-groupe normal E ; il lui correspond donc une équivalence Ra sur

B qui vérifie les propriétés identiques du théorème 3.

L’ensemble quotient 
a 

est alors muni par la proposition 4 d’une structure
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de quasi-groupe pour H = 03BD(Ra) . Si 0 est l’homomorphisme de B sur 

donné par la proposition 4, 6(a) est alors un idempotent de 

En effet

puisque a2 ~ Ea sous-quasi-groupe de B .

Il en résulte que 0 établit une bijection entre ~a et l’ ensemble des sous-

quasi-groupes normaux de E/Ra contenant l’idempotent 03B8(a) . Cette bijection re s-

pectant l’ordre permet de munir f a d’une structure de treillis complet 

laire du ~théorème ;’ ~ et chapitre l~ théorème 3~ . ,

Nous avons laissé de côté la propriété "modulaire" des treillis considérés.

Celle-ci pourrait s’ obtenir également pa r les mêmes méthodes.
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