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Séminaire DUBREIL—PISOT O=01
(Algsbre et Théorie des nombres) .
15¢ annde, 1961/62, n° 9 29 jenvier 1962

NEUTRICES 3 APPLICATION 1 LA FORMULE SOIMMATOIRE D!EULER
ET AUY. EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES

par Mme Gisele VORS

ls Définitions et propriétés.

On considére l'ensemble N'!' des fonctions réelles ou complexes f(§) ayant pour
domaine l'ensemble des réels. Une neutrice N est un sous-groupe additif de N!?
telque NnC=0 (C ensemble des fonctions constantes). Les fonctions v(§) ,

appartenant & la neutrice N , sont dites négligeablus.

Remarque. - Si y = vy, (mod N) , alors y = y; puisque Nn C=0.

Par conséquent, si g(8) e N' , et si g(§) =y (mod N) , alors cette constante

Y est définie de fagon unique. En effet, si

( g(&)
J et

1

Y (mod N)

g(§) =y, (mod M) ’

alors y =y, (modN) et, d'aprés la remarque précédente, y =y, « On en déduit

la définition suivante :

On appelle valeur neutralisée le représentant unique dans 1l'ensemble des comple-

xes du groupe quotient de N* par la neutrice N . Cette valeur neutralisée se
note g(N) .

Exemple. =~ Toutes les fonctions qui peuvent &tre écrites sous la forme
p(8) + o(l) , ob p(§) représente un polyndme en & sans terme constant, et o
o(l) représente une fonction de & , définie pour & >1 , qui tend vers zéro
pour & - « , forment une neutrice ayant pour domaine 1 < & < » .« En effet si
p(§ +o(l) =y (l<&<w ot y est indépendant de § , alors tous les coef~-
ficients figurant dans p(§) , ainsi que le terme constant vy , sont égaux & zéro,

de telle sorte que N satisfait & la condition des neutrices. Comme

1 l 2 I d ° Ve o
/li X dx = 2-82 =% 5 Ou %-54 est négligeable dans N , on peut écrire
3

N }
/l de:-'z— .
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D%w&epm%,.ﬂNdx

5 e convient pas puisque /ia %g.: log & ne peut &tre

derit comme une constante plus une fonction négligeable dans I »
Ceci signifie que la neutrice N est trop faible pour englober des intégrales

de cette forme. Dans de tels cas, nous élargirons notre neutrice.

En d'autres termes, nous essaierons de construire une neutrice E telle que
chaque fonction négligeable dans N soit certainement négligeable dans E , et que

1tintégrale précédente obtienne une veleur quand on remplece N par E .

Par exemple, la neutrice E , formée par les fonctions de la forme
p(§) + ¢ log € + o(l) , ou les coefficients c¢ sont des constantes complexes

arbitraires, posséde la propriété requise.

Le fait que E satisfait & la condition des neutrices est clair, car si
p(8 +clog&+o(l) =y (L <&<x oh Yy est indépendant de & , alors tous
les coefficients dans p(&) , ainsi que les coefficients c¢ et y , sont égaux a

26T 0.

La neutrice E a la propriété que /lE %C}E = 0 puisque la fonction logég est
" négligeable dans E . Nous allons voir comment, en géndéral, une telle extension

est possible.

Définition. = Considérons un ensemble totalement ordonné de neutrices
Nh : Nh < Nh+l . La réunion de ces neutrices est elle-mfme une neutrice. En effet
si une fonction V(& appartient & la réunion U et est égale & une constante,
alors v (&) est négligeable dans au moins une neutrice Nh de telle sorte que

Y =0 d'aprés la condition des neutrices imposée & la neutrice Nh .

PROPRIETE 1. - Soit un ensemble totaleiment ordonné de neutrices Nh ’
Nh.< Nh+l 5 si fh(i) € Nt a dans Nh une valeur neutralisée, alors fh(&) a

dans U la mfme valeur neutralisée.

Démonstration. - Pour chaque élément & de N' , on a

fh(ﬁ) =Y, t vh(i)

oy, = fhKNh) et o vh(a) est négligeable dans U de telle sorte que
fh(a) a dans U, la valeur neutralisée vy,

PROPRIETE 2. = On demende & N d'étre meintenant un espace vectoriel sur ltlen—~

semble Q des nombres rationnels.
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Pour chague fonction f(&)e N!' , il est possible de trouver une neutrice U

avec les propriétéds suiventes :
1° £(&) adans M une valeur neutralisde ;
20 N<H;

3° M est un espace vectoriel sur Q .

Démonstration. - Si f(§ a dens N une valeur nentralisée, alors M=N a

la propriété cherchée. Si f(£) n'a pas dans N de valeur neutralisée, alors on

choisit pour M le suite formée par les fonctions de la forme
KE) = plLE) - v ] + v(&) )

ou Y, est une constante donnée, ob les coefficients p sont des constantes ar-
bitraires rationnelles et ot les termes V(&) représentent des fonctions arbi-
traires négligeables dans ¥ .
En effet, si p(§) =y, ob y est constante, alors p =0 , sinon,
f :--})ﬂ.}. +l
(&) R
aurait dans N 1la valeur neutralisée Y, * %-, contrairement =2ux hypothéses ;
p =0 implique v(§ =y, alors Yy =0 .
En choisissant p=1 et v() =0, on voit que f(&) =~ Y, est négligeable
dens M de telle sorte que f(§) & dens M la veleur neutralisde Yo *

En choisissant p =0 , on voit que choque fonction p(&) , négligeable dans
N , est aussi négligeable dans M.

PROPRIETE 3¢ = Soit N une neutrice qui est un espace vectoriel sur Q .

Si les fonctions fh(a) (h=0,1,2,...)e Nt , il est alors possible de
trouver une neutrice U , ayant pour domeine N!' , telle que chaque fonction né-
gligeable en N soit négligeable en U , et que chaque fonction fh(g) ait dans
U une valeur neutralisée.

Démonstration. - D'aprés la propridétd précédente, nous pouvons construire une

neutrice NO telle que N < N0 et que fo(i) a2it dans NO une valeur neutra-

lisée. No est un espace vectoriel sur Q .

De méme, on peut construire Nl telle que N < NO'< N1 et telle que fl(i)
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ait dans N, une valeur neutralisée, et ainsi de suite. On a

N < NO< Nl < .0 < Nh< Nh-t—l

La réunion U de-ces neutrices posséde, d*aprés la propriété L, la propriété

requise.

2. Neutrices intégrales.

Soit a<bj; a peut 8tre -~ , b peut &tre + .

On dit qu'une fonction est intégrable de a+ & b si elle est intégradle de
@ & b pour chaque o pris entre a et b . On dit qu'une fonction est inté-
grable de a & b~ si elle est intégrable de a & [ pour chaque B pris
entre a et b . On dit gu'une fonction est intégrable de a+ & b~ , si elle

est intégrable de o & B pour 2 points quelconques a < a < B <b

Une neutrice intégrale Ia+ y avec pour domaine a < & <b , est une neutrice

ayant les 2 propriétés suivantes :

1° pour chaque g(x) intégrable de a & b- , la fonction faa g(x) dx est
négligeable dans IQ+ H

(=9

20 I,, cst un espace vectoriel sur 0O .

Ltexistence de telles neutrices se déduit du théoréme suivant

THEOREME. - Soit N une neutrice avec pour domeine a < § <b , ayant les 2
propriétés suiventes :

(1) Chague fonction, définie dans a < § <b et tendant vers zéro quand §
tend vers a , est négligeable dans N 3

(2) N est un espace vectoriel sur Q .

N est une neutrice intégrale I, -

Démonstration. - L'intégrale /aﬁ g(x) dx tend vers zéro quand & -»a , et est

alors négligeable dans N .

Soit Ia+ une neutrice intégrale arbitraire ayant pour domaine a < g <b .
SOit ﬁ 2 Do

Nous disons qu'une fonction intégrable de a+ & [ est intégrable de Ia+ a

f si la fonction

/E;b £(x) dx (a < & <D)
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a dans Ia+ une veleur neutralisée. Cette veleur neutrelisée cst désignée per la

notation

/Ip f(X) dx .
a+

THéOR]:]I‘-'E., - Si Ia+ est une ncutrice intdégrale zyent pour domaine a < §<b ,
et si f(x) est intégreble de a & B ot B=b, alors f(x) est certaine~

ment intégrable de I & B ; et ona

/Tﬁ f(x) dx = fqﬁ f(x) dx i
“at =

Démonstrations - Par définition 1t'intégrale

/a& f(x) dx

est nigligeeble dans I, 5 ainsi

/E'B f(x) dx = fabf(x) dx - /ai f(x) dx

a une valeur neutralisée dans I, aquiest égele eu premier terme du deuxiéeme
menmbre.

THEOREIE, - Soit & <b . Si une infinité de fonctions £ (x) (h=1,2, «u2)
sont intégrables de a+ & b , alors il existe une neutrice intcgrale I, @yent
pour domaine a < & <b telle que chacune de ces fonctions fh(}:)

h=1,2,...) estintégrizlcds Ia+ a b

Démonstration. - Soit I:+ une nsutrice intégrale arbitraire. D'eprés la pro-
priété 3. i1 existe une neutrice U telle que chague fonction négligeable dans
I:+ est négligeable dans U et que chaque fonction

/abfh(:x:)dx (a<§<b) h:O,l,Z,.u

a dens U wune veleur neutralisée. U est une neutrice intégrale Ia+ avec la
propriété requise. En effet, si g(x) est intégrable de a & b= , alors

/ag g(x) dx est négligeatle dans I:‘+ done certainement dans U .

Définition. = Une neutrice intégrale I, @yant pour domsine a <& <b est

une neutrice avec les 2 propriétés suivantes
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1° pour chaque fonction g(x) intégrable de a+ & b , le fonction

/gb g(x) dx est négligeable dens I3

20 Ib est un espace vectoriel sur Q .

Supposons a < a « Nous disons qu'une fonction intégrable de a & b= est
a

54
a I si la fonction J o () dx adans I, une valeur

intégrable de b

neutralisée.
I

Cette valeur est notée par /a b= f(x) dx

Les intégrales avec limite Ib- , ont des propriétés anslogues aux intégrales

evec I .
a+

3. Formule sommatoire d!'Euler.

Si f(x) est m fois continuement différentiable dans 1t'intervalle
aglx<b, alors

2 f(n) - /ab f(x) dx
a<n<b

= A (b=, £) = A (a+, ) + (- ™t /a]O f(m) (x) ¢, () ax ,

0P W o @

m=1
/\m(X ’ f) = >.
h=0

ol ¢y (x) est une fonction périodique de x , ayant pour période 1 qui est &gale
4 x-1/2 dans 1l'intervalle 0 <x <1 , et égale & zéro pour x=0 .

Pl () (h>=1) est l'intégrale de o (x) uniquement définie par la condition

1
/O o)1 (¥ dx =0 .

Les fonctions Ppel (x) sont des fonctions périodiques de x , de période 1.
Pour h =0 , cela découle de la définition ;3 si h =1 et si tph(x) a pour
période 1, elors

/ x+1

1
x (Ph(t) dat = ,[0 (Ph(t) dt =0 4’

P (2 + 1) = 9 () =

ainsi ¢, 4 (x) a aussi pour période l. Les fonctions périodiques hi <ph(x) sont

appelées fonetions de Bernoulli.
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Démonstration. — Lt'intégration par parties, ripétée, donne

/ab £(x) dx = /ab £ (x) ¢} (x) ax

Tor - [P0 ¢ (0 ax v £(B) p, (00) = £(a) o (2¥)
a<n<b '

anq<b f(n) - /}n(b- s £) + /\m(a+ s £) = (= l)m"'1 /ab f(m) (%) q)m(x) dx ,

ce qui donne la formule sommatcire d'Euler.

4. Neutrices périodigues.

Définition. - On considére les fonctions f(x) , définies pour X positif suf=-
fisamment grand, qui ont la propriété suivente : il existe une constante positive
m telle que f(x) soit m fois continuement différentiable, que f(m) (x -0

quand x - © et que f(m) (x) soit absolument intégreble & 1'infini.

Une neutrice périodique P ayant pour domaine a < § <~ egt la classe formée
par toutes les fonctions v (& , définies dans llintervalle a < & < , qui peu=
vent &tre derites sous la forme

n=1

= Z + 1 (o] ’
VO = 2 5@ B © ro)  @<E<w)

o o(l) désigne une fonction de & qui tend vers zéro quand & - =, oi n
désigne une constante entidre >0 , ol -sh(E‘,) h=0,1, eee yn=1) désigne
une fonction ayant la propriété précédente et enfin ob ph(?,)

(h=0,1, . ,n~1) désigne des fonctions périodiques, borndes, intégra=

bles, de période 1 et avec
S e (0 dax =0 .
0 Pn =

THEOREME., - Si aga,si I =~ estune neutrice intégrale et si la fonction
f(x) , ayant la propriété précédente, est définie pour x >a et intégrable de
I a 1'infini, alors

s g
r(Ia+ y £, ) = a<§<§; fén) - /Ia+ f(x) ax
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est une fonction de & > a qui a une valeur neutralisée deans la neutrice pério-
dicue P ayant pour domaine @ < § < o o Cette valeur neutralisée est appelée

le résidu r(I,, , P, f) & I de f(x) avec la neutrice P .

Dans le cas particulier ou f(x) est intégrable de a & "+ » , alors r est
indépendant du choix de la neutrice I,, » et on note r(Ia+ y £, ) et

r(I P, f) simplement par r(a , § , f) et r(a, P, f)

at ?

Chaque entier positif m , tel que f(m) (x) >0 quand X - « et avec la pro-
priété que f(m) (x) est absolument intégrable 2 1'infini, satisfait, pour chaque
¢ suffisamment grend, & la relation

(1) I‘(I P, f)

a+ ?

=r(l, , &, =A(E, )+ (- 1) ™1 /;f(m) ®) ¢, (x) ax .

Démonstration. — Choisissons « > a de telle facon que f(x) soit m fois

continuement différentiable pour x> a « Si a < E* L &€, alors

* 3 g
r(Ia+ ’ a ) f) "I‘(Ia+ ’ a ’ f) = a*é‘lga f(n) - /a* f(X) dx .

La formule sommatoire d'Euler permet dtécrire

r(1a+y S’f) -I‘(Ia-'_,'f,*,f)

= A (& £) = /\m(i* , )+ (- l)m"l /gi g () () ¢, (x) dx .

En intervertissant £ et & , on voit que la formule est aussi vraie si

ag &L E_* « L'intégrale précédente est intégrable & 1'infini de telle fagon que

R N R e @ o (9 ax

* Am(g y £) = (= 1)m—l /E;’w f(m) (=) @m(x) dx *

Le dernier terme tend vers zéro quand & » « + Chaque terme de la somme
/\m(& s £) a la forme s(&) p(8) , ot s(&) est telle que S(m) (§) - 0 quand
§ > @ et oi p(§) est périodique, de période 1, bornde et intégrable avec
fol p(%) dx =0 .
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En conséquence r(I P, f) existe et est égale & la somme des trois premiers

a+ ?
termes du second membre de 1'équation précédente.

Remarque.

P,f) =2 f() -/ £ a&x
n>a a+

(2) (I, ,

si la somme et 1l'intégrale du deuxieéme membre convergent ensembles

En effet, la différence entre les premiers membres de (1) et (2) tend vers zéro

quand & -» « et, par conséquent, est négligeable dans P .

THEOREME de translation. - Si u est un entier et si r(Ia+u s P, f(x~1))

existe, alors r(I P, £f(x)) existe et a la méme valeur.

at+ ?

Démonstration. - Pour chaque n > a + u , nous avons

r(Ia.(..u’q ,f(X-U.)) = Z f(n"'u) -'/Irl f(X"'ll) dx
a+u<n<q a+u
= X f() - /Iﬂ"u f(x) dx
a<n<n-u a+
=r(Ia+,r]-u,f(x)) .
Par hypothése,
r(Ia+u s M s f(X - u-)) =Y + '\)(T])
ou Y= I'(Ia.+u s Py f(x=u)) et od v{) est négligeable dans P « Par consé-

quent, pour & > a ,
r(Ia+)E’f(X)) =y+ v(E+u) .
Si s(x) est telle que s(m> (x) 0 quand x- » , il en est de mdme de

s(x + u) « De la définition de la neutrice périodique P , il s'ensuit que

v(§ + u) est, pour chague choix de l'entier u , négligeable dans P .

La formule précédente montre alors que r(Ia+ y P, £(x)) existe et est égale
a Y e

La neutrice périodique (- P) .

Définitione = Si f(x) est telle que f(m) (x >0 si x »w, il en est de
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mdme de f(- x)

Si P est une neutrice périodique ayant pour domeine a < & < « , alors les
fonctions f(x) , définies pour x > a et appartenant & P , ont la propriété que
les fonctions f{- x) forment une neutrice zyant pour domaine = o <n < =~0a .
Cette neutrice est appelée la neutrice périodique - P avec pour domaine

-oo<q<-on.0na.dem§me

THEOREIE. - Si B<b si le fonetion f£{x) définie pour = o <x<Db et
telle que f(m) (x) 0, s1 x- =w et est intéyreble de =~ = & la neutrice
intégrale Ib- , alors

I
P 8,0 = 2 e6) - Ay 2 ax

est une fonction de & <b qui a une valeur neutralisée dans la neutrice =P o
Cheque entier positif m tel que f(m) (x) >0 quand X - - o et que f(m) (x)
soit absolument intéereble & - « satisfait, pour chaque & <O suffisamment

grand, a la relation

PI_ =P, ) =rT o B, D) eA, D)« 0™ /o™ o ) ax.
De méme

THEOREIE de trenslation. - 51 u est un entier et si :r'(Iu__b+ sy Py f(u=-x)

existe, alors r(I,_, =P , £f(x)) existe et a le mfme valeur.

5« Neutrices asymptotiques.

Définition, Soit Q une suite non bornée du plan complexe. On veut déterminer,
pour les éléments w de Q avee |w| grand, le développement asymptotique de

certaines fonctions de W .

a et b sont dits asymptotiquement égaux, et on écrit a vwb , si, pour cha-
que réel q fixé, ils sutisfont a la relation a - b = 0|w|™ .

Ceci signifie que pour chaque réel fixé q , il eat possible de trouver deux
nombres fixés ¢ et Yy tels que, pour chaque noint W de Q avec |w|>Yy ,

les nombres a et b goient définis et satisfassent & 1'inégalité

]a—bl\< c:|u)|"c1 .
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Définition. - Soit N(w) un groupe additif formé de fonctions v(&) € N o Ce
groupe est appelé une neutrice asymptotique quand il satisfait 2 la condition

suivante.

Condition de neutrice asymptotique. = Si y(w) est indépendant de & et si pour
chaque nombre réel q , il est possible de trouver dans le groupe additif des
fonctions v(&) telles que la relation v(& , w) = y(w) + Olw|™® ait lieu pour

chaque & , uniformément en & , alors y(w) n O

Exemple. -~ Soit ¢ un nombre fixé #0 . 8i w>1 , alors les fonctions
c&s e v , ou les coefficients ¢ sont des entiers fixés, forment une neutrice
asymptotique, ayant pour domaine 1 < & <2 . En effet, si un nombre y qui
peut dépendre de w oude s , maisnonde & etde g, ala propriété que,
pour chaque nombre réel q , il est possible de trouver un nombre c¢ qul peut

dépendre de s et de q , maisnonde w et &, tel que
=1l ~Ww -q
Y(s , W) =c(s , @ &5 e +0|uw (L <& <2) R
alors y=0Jw|™@ , donc ynO s

En effet, la relation précédente peut stécrire

s, 0 _els,a &s ™ olu™
o] "¢ Jw]™ o] ™

et les 2 *ermes du 2e membre ont une valeur bornée d'apres les hypothdses précé-
dentes 3 done y(s , w) = 0jw|™ ou ynO .
Définition. = Soit g(§) € Nt .

Si Yy, indépendant de & , a la propriété que, pour chague nombre réel q , il
est possible de trouver une fonction v () négligeable dans N +tel que la rela-
tion

g(€ , W) = yw) + v(&, w) + 0fw]™

ait lieu pour chaque & , uniformément en & , alors le développement asymptoti-

que de Yy(w) est défini de facon unique.

En effet, nous pouvons écrire g(§) sous la forme

g(&, w) = Yy (W) + V]_(E s W)+ Olwl-q ’
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N , alors

Y=y = v (8 = v(® +0]w™

ou Vi (8, &) = v(& , W) est négligeable duns N de telle sorte que
Y(W - v, (W) ~v O suivent la condition de neutrice setisfaite dans N .

On dit que y(w) est la valeur asymptotique neutralisée que g(§ , w) a dans
la neutrice asymptotique N . Cette valeur se note g(Nw) .

La neutrice asymptotique périodique Q « - Soit a < B, a peut 8tre - «, et

B peut &tre + « , On considére les fonctions asymptotiquement "smooth" dans
a <x < B, qui, dans cet intervalle, sont infiniment différentiables, qui, pour
les grandes valeurs de w , ont des dérivées f( ) (x) qui tendent, uniformément
en x (a <x < p) , asymptotiquement vers zéro quand m - « et si finalement

f P lf (x)l dx tend asymptotiquement vers zéro quand m - ® .,
Supposons que f = o - o quand wl -

La neutrice périodique Q ayant pour domaine a < § < B est la classe formée

par les fonctions n(§) (o <& <) qui, pour chaque nombre réel q fixé,
satisfait une autre relation de la forme

n-1

= }_ + 0 =
n () 2 s, (8) p, (&) + 0lul ’

uniformément en § (a0 < §<p) ou n est indépendant de w et & , oh les
fonetions s (F;) (h=0,1, .o y, n=1) sont asymptotiquement "smooth" pour
a<E<P et. ol les fonctions p, (&) (h =0, 1, ¢es yn=1) sont périodiques,
bornédes, intégrales de périocde 1 et /O ph(x) dx =0 .

THEOREME. - Si aga<p ou B-a-o come |w -, si £(x) , définie
pour a <x <, est intégrable & partir d'une neutrice intégrale Ia+ & p et
si f(x) est asymptotiquement "smooth® dans a < x < p , alors

Py 8,0 = 2 20 - fo £6) ax

est une fonction de & (a < & < B) qui a la valeur neutralisée pour la neutrice

asymptotique périodique Q avec pour domaine a < & < B .

La valeur neutralisée est appelée résidu r(Ia+ y Q, f) de I, a f avec
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la neutrice Q et posséde uniformément en & (a < & < ) 1le développement
agymptotique de la série asymptotiquement convergente

A, On Z 00 @ .
h=0

Dans le cas spécial ou f(x) est intégrable de a & B , alors r(Ia+ y £ 4 1)
et r(I_ ,0Q, f) sont indépendants du choix de la neutrice intégrale I et

sont notés simplement par r(a , & ,f) et r(a,Q , f) .

Démonstration. - La formule d'Euler donne ¢

r(I, 58,98 -, ,8 ,1)
=A, &, ©) - Am(&* y £) + (- 1)t /; ¢ () (x) ¢, () ax

pour 2 points & et F,'* pris dans 1l'intervalle a < x< B « 31 g est un nom-

bre réel fixé, alors on a pour les valeurs de m suffisamment grandes
S8 2™ @ o () ax=o0lw|™
5* n
et
* *
Am(&: y £) = Aw(‘i y £) + Olwl-q
de telle sorte que
* *
I'(Ia+ » & £) =r(Ia+ ' & £) - /\oo(f, ’ f) + Am(a ’ f) + Ol""l-q ¢

Chaque terme de la somme /\n(i , £f) est de la forme s(§) p(§) ou () est
asymptotiquement "smooth" dans @ < & <P et ou p(§) est périodique, bornée,
e L 1

intégrable, avec /" p(x) dx =0 .

En conséquence, chaque terme figurant dans la somme /\m(ﬁ , ) est négligeable
dans Q de telle sorte que r(Ia+ , @, f) existe et est asymptotiquement égale

&4 la somme des deux premiers termes du second membre.

(4 )
THEOREME. =~ Si les conditions du théoréme précédent sont satisfaites, et si la
fonction f(§) et chacune de ses dérivées tendent vers zéro corme & < 8 tend

vers B , alors
r (I Q,f)n limr(I__, &, f)
B a+

a+



D
v

14

pourvu que la limite éecrite au second membre existes

Démonstration. = On a

r(I Q,f)mr(1a+,§,f) -AfE , T) .

a+ ?
I1 existe, pour chague réel ¢ fixé, un entier positif m indépendant de w
et & tel que, dans 1'intervalle a <& < uniformément en £ ,

r(ly, »Q,8) =v(I,, , &, -A[E, ) «0fu™ .

Comme & -» B, chague terme dans la somme AL, f) tend par hypothése vers

zéro de telle sorte que

r(I, ,Q,1f) = éilgr(Im_ y &, 1) +0jw™,

THEOREME. - Supposons ala et f(x) , définie pour x > a , intégrable d'une
neutrice intégrale Ia+ 4 1'infini. Si f(x) est asymptotiquement "smooth" dans
1tintervelle a <x <o et si, pour chaque valeur de m fixé, suffisamment gran-
de, f(m) (x) > 0 quand x - , alors r(I,, ,Q,1f) et r(I ,P, 1)
existent et

r(I, ,Q ,j“.‘)rur(Ia P, )

£
oi Q est la neutrice périodique asymptotique avec pour domaine o < & < o,
Ce théor2me relie les résidus avec la neutrice 0 et les résidus avec la neu-~

trice P .

Démonstration. - On avait

P, P =ry, 6,0 =AE, 0+ 0™ [P0 60,

En utilisant le fait que, pour & > a , le dernier terme tend asymptotiquement
vers zéro quand m tend vers 1'infini, nous obtenons
r(I, s P, £) T(Ia+ sy & 5 ) =A(E, 1)
et dans le théoreme précédent, nous avons le mfme développement asymptotique pour
r(Ia+ s Q N f) .

On obtient des résultats analogues avec la neutrice Ib—- .
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THEOREME, - S1 a < B&b, o P=-a - » quand |w| » «, si f(x)
(@ <x <Db) est intégrable de a a une neutrice intégrale I, , et si £ (%)
est asymptotiquement "smooth" dens o < x < 3 , alors

r(lb_,i,f)= 2

Ib
f(n) - /é; T f(x) dx
E<n<b

est une fonction de & (a <& < B) qui a la veleur neutralisée r(Ib‘_ » &5 )

dans la neutrice périodique Q avec pour domaine @ <& < B
Ce résidu possdde, uniformément en & (o < & < B) 1lexpression asymptotique

(I, 0, D ve_, 8,0 -AE, D .

Si f(x) est intégrale de @ & b, a2lors nous pouvons éerire r(b , & , £) et
r(b,Q,f) aulieude v(L,_, &, f) et r(L,_,Q s )

THEOREME. - Si les conditions du théoréme précédent sont setisfaites, et si
f(x) et chacune de ses dérivées tendent vers zéro lorsque x > a tend vers a ,
alors

r(lb_,Q , ©) v Zéim r(lb__,i,f)
=~

pourvu que la limite du 2e membre existe.

THEORBME, - Soit B <b . Supnosons que f(x) est intéegrable de =~ » & une

neutrice intégrale I, .« Si f(x) est asymptotiquement "smooth" dans 1'inter-

(o
valle = o <x < B et si, pour chague valeur de m suffisamment grande, f(m) ()

tend vers zéro lorsque x » -« , alors r(I,_,Q ,f) et r(I_,-P, £)
existent, et 1l'on a

r(Ib_,Q,f)Nr(Ib_,-P,f)

oi Q est la neutrice périodique asymptotique ayant pour domaine = oo < &<

6. Formile sommatoire d!'Fuler neutralisde.

Soit

* E 3
agagpgat g g

oh B-a et ﬁ* ~ o™ tendent vers 1'infini quand |w| » o . Soient Q et Q*

les neutrices périodiques asymptotiques avec domaines respectifs o < x < B et
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af < x< [3* « 851 f(x) est intégrable & partir d'une neutrice intégrale I | a
une neutrice intégrale I_ et si f(x) est asymptotiquement "smooth" dans

s - *
ltintervalle a < x< B , alors

I
- *
2 f(n)m/Ib £ (x) dx + r(I, , 0 y £) + (T _, 0 sy ©) .
a<n<b a+

Démonstration. - S1 a < g < B et a* < g* < ﬁ* y alors on a, suivant la for-

mule sommatoire d!'Euler,

2 . £(0) -/;’*f(x) dx
E<n<E

R R e L A G L ENCR S

*
LR {jz(a 5%) 2@ 6y, ax

de telle sorte que

S ot@) - £ e ax= @ + v(E)
a<n<b a+

1) u(@®) =r@, ,&,8 ~a &, + (- 1)""‘1/51/ 2667 0 1 o,(0) dx

1 *
@ Y& =@, 8, 0 a0 s DTS Zw*) s @ @ax .

Pour chaque nombre réel fixé q , le dernier terme de (1) est Olw|™3 si
1'entier positif fixé m est assez grand. Puisque chague terme de la somme
Am(i s £) est négligeable dans Q , hous pouvons trouver alors pour un nombre
réel fixé q

u@ = r(Ia+ , @, ) +0Jw™ et u@) wn r(Ia+ »y @, 1) .
De la mfme fagon nous trouvons

v'(Q*) N r(lb_ , QF , ©) .
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Ceci donne le résultat cherché.

7. Application aux équations aux différences finies.

On étudie la solution générale de 1'équation

Af(x)____f(x+w)-f(x):q)(x) ,
W W

ot ¢(x) est une fonction donnée.
Cette solution générale qu'on appelle somme indéfinie de ¢(x) est de la forme
Cf(x) =F(x + a(x) ,

F(x) désignant une solution particuliére et n(x) une fonction arbitraire de
période w o Sa détermination s'appellera la sommation de 1'équatione Pour pouvoir
caractériser une solution principale, il faut en outre préciser le caractére de

¢ (x) & 1'infini.

Somme d'une fonctione = Pour résoudre 1'équation

(L A f(x) = gp(x)
W
ot w est un nombre positif, NORLUND considére, au lieu de la solution formelle
oo _
~—w 2 o(x +vw) , qui diverge généralement, la série
y=0

o0
FE =/ 0 (2) e 4z = 2 ¢ (x + yvw) e-—n(xww)
nw a v=0
a étant une constante indéterminée. Pour que cette série converge, quelque petit
que soit le nombre positif n , il suffit de supposer que ¢(x) est une fonction,

réelle ou non, continue pour x> b , et telle que 1l'on ait

1im ¢(x) "™ = 0 quel que soit n > 0 .
X0
Or on a
BE (@ = o e
w

done si F (%f—) tend uniformément vers une limite quand n tend vers zéro, cette
limite F('J) est une solution de (1).

Elle est définie & une constante additive prés, et nous l'appellerons la salution
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principale de (1) ou somme de ¢(x) . Blle sera désignée par la notation
FE = [Fo@ az=21unF &
5 = [fee 0= tnn &

NORLUND démontre le théoréme suivant.

THEORELE d'existence. — F(%i—) existe dans le cas ou @

1° @(x) admet pour x > b une dérivée m-idme continue, infiniment petite &
1'infini

2° Ltintégrale /Ooo Bmi- 7) (p(m) (x + wz) dz converge uniformément dans 1'ine-

tervalle b x<b+w.

Les fonctions Bm(x)r sont les fonctions de Bernoulli, et lesc fonctions
Bmﬁ'c) sont les fonctions de période 1 qui coincident avec Bm(x dens l'inter-
valle 0&x<1.,

NORLUND démontre le résultat suivant ¢

PETD = [F o) an ¢ § on,m o0

m+1

/ 1 5(p()(x+wz) dz .

Valeur neutralisées - On rappelle qu'une neutrice périodique P est le classe

formée de toutes les fonctions V() qui peuvent s'écrire

n-1

= Z +0(1

O0(l) désignant une fonction de & qui tend vers zéro quand & - « ,

1° Supposons d'abord que ¢(x) et toutes ses dérivées tendent vers zéro quand
x tend vers 1ltinfini.

On suppose b L &K é‘;* -

On peut écrire
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F (& +w—wh.) - F(g______* Z,wh = /a: o(z) dz - inl g';' B, (0) U1 (%)
=

m+1
- o - ¢ (% 4 ) aa
m v
g o) az v & w0

wm+l - (m)
v o B =g ¢ (B we) a2

Lorsque § - o, /aw ¢(z) dz » 0 , d'autre part

Z @ pm o®D )

!

et,

wm+l (m)
T e e

tendent vers zéro en vertu des hypothéscs faitese

Par conséquent, lorsque & - o« , (E z wh) tend vers une valeur neutralisée

Fy (&) telle que

Pp® = PEED ¢ £ () as

- 2w o0 - e o ) e

FP(F?) = /aoo ‘P(Z) dz .

2° Supposons que ¢(x) ne tende pas vers zéro quand X - « , mais que sa dé-
rivée premiére et toutes les suivantes tendent vers zéro quand x - = .
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On a

m v
F(X :)wh) ~ WB, (h) ¢() = /ax o(z) dz + 22 \%—B‘\)(h) q)(v—l) ()
V=

(m) (x + wz) dz ’

et on montre de mfme que la fonction

X + Wh
FEG—) - B, (h) o)
a pour valeur neutralisée

Fo(8) = /7 ¢(z) az .

3° 51 tp(m) (x) est la premitre dérivée tendant vers zéro quand x tend vers
1'infini, on écrit

/50 BmZh - 37) (P(m) (x + wz) dz

m Vv m+1
X + Wh w (v-1) X W
FE=) = 2 5 B® ¢ = T o) s T

et on montre de wfme que la fonction

Pl >: Y m o

on a une valeur neutralisée

Fo(8) = L% 9(2) az .




