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Séminaire DUBREIL-PISOT 1-01
(Algébre et Théorie des nombres)
15¢ annde, 1961/62, n° 1 6 navembre 1961

LES TRANSPORTEURS D'UN GROUPE FINI
DANS LES SOUS-GROUPES DE FITTING ET FRATTINI

par Mario CURZIO

1. ~ Soit N un sous~groupe du groupe G ., Nous appellerons transporteur de G ,

dans N, l'ensemble N des éléments ge G tels que, pour tout x € G, le com-

mutateur (x y g) = g"'1 xﬁi gx appartienne & N . Evidement, les transporteurs

de G , dans sas sous—groupes, forment une famille de Moore dont le centre de G
est élément minimum. De plus, N est un sous-groupe de G ; en effet, on a

(x 2 gh—'i) = (g ’ hﬁl)(Xhﬂl ’ 8)(1'1 ) Xhﬂl)
ety si g et h sont en T, on obtient 3 gh"15~e N . Dans cet exposé en étudiera
les transporteurs d'un groupe fini dans son sous~groupe de Frattini &(G) et dans
son sous—groupe de Fitting F(G) . On rappelle que &(G) et F(G) sont nilpotents
et que &(G) est l'intersection des sous-groupes maximaux de G , tandis que F(G)
est engendré par les sous—groupes distingués nilpotents de G .

2, ~ Donnons d'abord certaines propriétés élémentaires de T

PROPOSITION 1 2, » N appartient au normalisateur de N .

Démonstration, -~ Si g€TN et xe€ N ona

xhixg=(g,x)eN’ .

A
=

PROPOSITION 2.2. ~ N est un sous-groupe distingué si (et seulement si) N

Démonstrations - Soit NV .

Pour tout g € N et pour tout x € G, on aura :

-1
g g=(x,g er

gxeN
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clest—-a~dire que N cst distingud.

L'inverse est également évident.

PROPOSITION 3,2, — Si N est un sous-groupe distingué (caractéri.stique), ¥

est distingué (caractéristique).

Démonstration, .- Si N est stable pour 1'automorvhisme w, et si geN, n

aura

(gw: X)=(g,xw”1)weN’ o
el
PROPOSITION 4.2. —~ Si N est soluble, N est soluble.

Démonstration, — Soit N soluble, Le sous-groupe dérivé K(F¥) de T est solu~
ble, parce que K(N) < N . Puisque T/K(N) est abélien, le groupe N est soluble.

PROPOSITION 5.2. -~ Si N est un sous—groupe distingué de G, /N est le cen—
jre de G/N

Démonstration. — Soient Nx et Ng deux classes d'dquivalence par rapvort a

NeSi ge¥,ona
(Nx,Ng):N(X,g):N .

Cela signifie que N/N est dans le centre de G/N . Inversement si Ng est
dans le centre de G/N, ona (x, g) eN et ge¥W.

COROLLAIRE 1 (24 = Un groupe G vérifiant la condition maximale est nilpotent si

(et seulement si), pour tout sous—groupe distingué N# G, ona N#T .

Démonstration. — I1 suffit de rappeler que pour les groupes vérifiant la condi-

tion maximale, la suite centrale croissante est de longusur finie,

PROPOSITION 642, ~ Soit %(N <G) 1le centralisateur de N . Le groupe
Z(N < G) NN est nilpotent de classe <2 .

émonstration, - Si g, h € 2(N <G) n N, on a, pour tout x € G ,

- -1
(Xiyg)GN ¥ e N

(h, x) e N x~1xheN
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et par suite

Par conséquent @

th - Xgh
et, puisque x est arbitraire, les automorphismes intérieurs associés aux é1éments
g et h sont permutables, Etant donné que 2Z(N < G) nT/2(G < G) est isomorvhe
au groupe des automorphismes intérieurs de G associés aux éléments de
Z(N < G) n N, nous avons prouvé que Z(N < G) n N/Z2(G < G) est abdlien, en par-
ticulier le quotient de Z(N <G) nN par ravport & son centre sera abélien ;
Z(N<G) NN est donc nilpotent de classe <2 .

COROLLAIRE 2.2,

1°© 8i N est distingud, Z(N <T) est nilpotent de classe <2 ,

<2

~ LJ

2% 51 N appartient au centre z(a) de G, T est nilpotent de classe

Démonstration.

10 8i N est distingué, ona N <N (Proposition 2.2). Alors ¢
Z(N<G) nV=2(N<T) .
2° Dans le cas N <Z(G) , ona
z(N <-ﬁ) =N

et 2°.sc* une conséquence de 1°,

3e — Dans les considérations suivantes, il s'agira toujours de groupes finis.

On a

THEOREME 1 .3. ~ Si &(N) est permutable avec tout sous—groupe maximal de G ’
®(N) est nilpotent,
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Démonstratione — Soit o(N) £ o(G) .

Si o(N) est maximal, on voit aisément que O(N) = &(G) =1 , ce qui contredit

1'hypothése,

Si &(N) n'est pas maximal, on peut trouver un sous-—groupe maximal M tel que
G = [o(N) , M] .
Etant donné que &(N) < N, la relation de Dedekind nous assure que
[o(v) , M aN] = [2(w) , M] n [N, &(N)]
[o(N) , MAN] =X
N=MnN P
ce qui contredit 1'hypothése. Alors
M) < «(6) .
Cela posé, un résultat afi 3 R. BAER, [!], nous donne

ol -

en outre (Proposition 5.2)

38 = oty < rily
d'ou

36y < F(G) .

Enfin, O(N) est nilpotent car &(N) < (G) , et par conséquent B(N) appartient
au groupe ©(G) qui est nilpotent puisque &(G) < F(G) .

COROLLAIRE 1,3, — Soient G un groupe hypersoluble, p un diviseur premier de

1l'ordre de &(G) « Si N appartient au sousegroupe dérivé d'un sous-groupe de

Sylow Sp de G, N est nilpotent,
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Démonstration, « Comme le dérivé K(G) de G est nilpotent ([4]), K(Sp) est
un sous—groupe distingué de G ([5]), c'est-a-dire que K(Sp) est le dérivé de
tout p-sous-groupe de Sylow de G o Le seul p-sous—groupe de Sylow de @(G) est
1'intersection des sous—groupes &(Sp) ([5]) ; alors, étant donné que

K(Sp) £ @(Sp) , on aura :

K(s) < o(6)

Si N<K(Sp) , ona

REE®) .
Donc, T est nilpotent parce que 3(G) est nilpotent (Théoréme 1.3).

THEOREME 2.3. ~ Soit G un groupe tel que F(G) = Z(G) ,Alors :

to F(G) = 2(G) .

2° 8i M > ©(G) est un sous-groupe maximal et soluble, on.a M<M,

Démonstration. — Le transporteur TF(G) est un sous-groupe distingué (Proposi-
tion 3,2), de plus T(G) est nilpotent (Corollaire 2.2) et TF(G) 2 F(G) (Propo~

sition 2,2). Par définition de F(G) , on a aussi

F(G) < F(G) 5

L'égalité 1° est ainsi démontrée,

Soit A/Z2(G) le sous—groupe engendré par les sous-groupes abdliens distingués de
G/z2(G) « On a :

A >72(4) >7(G)

A . A/72(G)
7Y ~Zh)7z(qy

Cela signifie que A4/Z(4) est abélien et que 4 est nilpotent, alors

A Z<F(G) =2(6) ,
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et 4/2(C) est le plus petit sous—groupe de G/Z(G) . Ce que nous avons démon~—
tré tout 3 1'heure, prouve que M/Z(G) n'est pas un sous-groupe distingué de
G/Z(G) et par conséquent M n'est pas un sous-groupe distingué de G 3 on a
M>T, car M cofncide avec son normalisateur, (Proposition 1.2), et M£T

parce que M n'est pas distingué (Proposition 2:2) .

THEOREME 3.3. — Si G est un groupe parfait, on a

3(6) = o(a) , Z(G) < %(a) ?

Démonstration, — Il cst bien connu ([3]) que

K(G) n z2(G) < 2(G) ,

d'olt

z(6) € ¥G) .

Le quotient 6/HG) est parfait parce que

el =g ooty
Alors ¢
Z‘ST“T) @@5r—y) .
Mais

(G)

ey s wG

Et d'aprés cela (Proposition 5.2) ¢

%:ﬂ%@:é—% .

2(G) = (6)

Donc @
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et

z(6) £ ¥6) = %(0) .

THEOREME 4.3, ~S5i G n'est pas d'ordre 1 , les propositions suivantes sont

dquivalentes ¢

(1) A6 = oa)
2) Ky >2brep -

Démonstration. — (1) => (2) .

Soit B(G) = &G) . D'aprés la proposition 5.2, le centre de G/&(G) coYncide

avec (G)/2(G) , Donc @

ety 4R -

On pe peut pas avoir K(G/&(G))= &(G)/2(G) , car dans ce cas

G _%G%
(G ~ G ’
et G serait d'ordre 1 .

() = (1) .

Soit
G G
oy >ieey)
Alors, étant donné que ([3])

ey ety <

on a
G @g"
Z(—a(—)-G ) = - E)
et

3T6) = «(G) .



1-08

} ’ 1
LEMME 1.3. — Si K(G) est nilpotent, il existe en G/®(G) un complément ()
s/2(c) de X(c/2(q)) .

Démonstration. —~ Puisque K(G) est nilpotent, on a

ey - L exy

On sait que F(G/9(G)) est abélien ([1]), en particulier X(G/3(G)) est de méme
abélien. Pour cette raison, K(G/2(G)) posséde un complément ([3]), qui est &vi-

demment abélien,

THEOREME 5430 ~ S5i K(G) est nilpotent, les propositions suivantes sont équiva-

lentes

2° Deux éléments a# B de S/9(G) induisent sur K(G/2(G)) des automorphismes
différents.,

Démonstration, -~ (1) => (2) .

Soit 3(C) = &(G) « Deux éléments o # B de S/®(G) ne peuvent induire sur
K(G/&(G)) 1le méme automorphisme : dans le cas contrairs ap”l serait permutable
avac les éléments de K(G/2(G)) et de S/0(G) , et ap~1 # o/& serait dans le
centre de G/2(G) , ce qui est contraire 2 1'hyvothdse z2(6/3) = o(a)/2(G) .

(2) => (1) s
Inversement supposons 2° vraie. Si o est un é1lément de Z(G/5(G)) + On &
o= ap
avec ¢

cettly,  pedy

. (1) c'est-a—dire que 3

Fotey » o)) = oty » . ooy Kty =G -
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Si a' parcourt K(G/®(G)) , on aura
ool = afa! = alo = ataB
ot, puisque K(G/2(G)) est abélien,
apa! = atof = aa'B
pat = o'

et P est permutable avec les éléments de K(G/3(G)) et de S/A(G) 5 donc P
appartient & Z(G/3(G)) , et 1'effet de B sur K(G/2(G)) est la permutation

identique. A lors 1'hypothése 2° -nous assure que P = XG)/G) . Nous avons ainsi

prouvé que

0= Q€ KQ@%%T)

d'ol, puisque K(G/2) nZ(G/R) = &/5 , résulte que a4 =0 =08k et, O &tant

arbitraire @
2(6/2(c)) = 2(a)/2(c) .
LTapres la proposition 5.2
3(G) = 2(a) »

THEOREME 6.3 ~ Les propositions suivantes sont équivalentes

(1) m)‘ = F(G)

(2) F(G)/3(G) est abdlien &lémentaire
(3) T(G)/5(G) est abdlien
(4) F(G)/o(G) est nilpotent .

Démonstration. —~ Il est évident que (2) => (3) et que (3) => (4) .
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Démontrons que (1) => (2) .

Soit F(G) = F(G) - On a

F(G =F(G) < 7 G )
3(C) T Gy N T YR(G)

et T(G)/3(G) est abélien élémentaire.

I1 suffit maintenant de prouver que (4) ==> (1) ., D'aprés la proposition 3.2,
FIG) est un sous—groupe distingué de G , par conséquent F(G)/3(G) est un sous-
groupe distingué de G/&(G) . En outre, puisque F(G)/A(G) est supposé nilvotent,

TG sk -5
TG < F(G) .

D'autre part TF(G) contient F(G) (Proposition 2.2).

THéOREME 730 » G = IG) s S1i (et seculement si) G est nilpotent,.

Démonstration. — Il suffit de rappeler que G est nilpotent ([4]), si bt seu—
lement si)} G) 3 K(G) , et que W= G si (et seulement si) N >K(G) .

2 Y
THEOREME 8¢3. — G = F(G) , si (et seulement si) &G)> X(K(G)) .

Démonstration. — I1 suffit de rappeler que K(G) £ F(G) , si (et seulement si)

([5)) oe) >k(k(G)) «

Remarque. ~ Les résultats de cet exposé sont pour le plupart contenus dans un mée
moire qui vient d'dtre publiéd en Italie ([2]).
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