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5-01

CATÉGORISATION DE LA NOTION DE STRUCTURES ET DE STRUCTURES LOCALES
CHEZ N. BOURBAKI ET C. EHRESMANN, I.

par Jacques RIGUET

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
14e année, 1960/61, nO 5 12 décembre 1960

La parution en 1945 du mémoire de S. EIIENBERG et MACLANE intitulé "general

theory of natural equivalences" marquera sans doute dans l’histoire des mathé-

matiques modernes un moment importante Grâce à ce mémoire, en effet, les notions
de catégorie et de foncteurs, introduites d’abord pour rendre compte de la "natu-
ralité" de constructions d’objets mathématiques à partir de certains autres et
de phénomènes de dualité, allaient apparaître comme susceptibles d’être appli-
quées à toutes les branches des mathématiques. De même que l’apparition de la
théorie des ensembles de Cantor pouvait être caractérisée essentiellement comme

l’apparition d’un langage nouveau, demandant sans doute un effort d’abstraction

plus grand, mais permettant l’apparition d’une mathématique "ensemblisée", et pour
la première fois rigoureuse, de même l’apparition de la théorie de catégories
peut être, elle aussi, caractérisée essentiellement comme fournissant un langage
nouveau s’éloignant parfois notablement de l’intuition première, mais récompen-
sant très largement les efforts exigés par la "catégorisation" des notions an-
ciennes en permettant une expression épousant dans les moindres détails, avec
toute la rigueur et la généralité vov.lues, les grandes constructions de l’algèbre
et de la topologie moderne.

Les insuffisances du langage ensembliste, et la supériorité du langage des

catégories, deviennent manifestes lorsqu’après la lecture des structures f onda-
mentales de BOURBAKI on cherche à faire entrer, dans ce cadre, des struc-
tures locales comme la structure de variété différentiable par exemple. On est
alors conduit à "catégoriser" la notion d ’espàce cIe structure définie par N.

BOURBAKI, puis à définir, en termes de catégorie, comme l’a fait C. EHRESMANN,
la notion de structure locale; obtenant ainsi une notion d’espèce de structure
assez générale pour englober toutes les structures mathématiques actuellement
connues.



1. Notion de catégorie.

D.éfinition. - Un graphe orienté r = ~ S j F , G) est constitué :

- par deux ensembles S = ob r ~ F == fl r qu’on appelle respectivement ensemble

des sommets de r ou encore ensemble des objets de T’ ~ et ensemble des arêtes
de r ou encore ensemble de s flèches de T’ ~

- par une relation binaire G c S x S x F qui, à un couple de sommets

(A , B) associe par coupe un sous-ensemble G~~‘~ ~ B) == T~ ~~B qui sera dit

ensemble des flèches de F d’origine A et d’extrémité B (ou encore de source
A et de but B ).

Il serait équivalent de définir r à partir des deux ensembles S et F et

de deux applications a et 03B2 de F dans S : à savoir l’ application a qui,
à une flèche f , fait correspondre le sommet a(f) constituant l’origine de x

et l’application p qui, à la flèche f ~ fait correspondre le sommet p(f)
constituant l’extrémité de x.

G est alors donné en fonction de a et f3 pa.r

Réciproquement a et p sont donnés en fonction de G par

(Cette définition d’un graphe orientée à partir de deux applications a et p ~

généralise légèrement la définition des "Streckenkomplexe" donnée par REIDEMEISTER

[1~ p. 98.)

Définition. - Étant donné un graphe r ~ on appelle graphe dual de r ~ et on

note F le graphe ayant même ensemble de sommets et même ensemble de flèches

et tel que



La notion classique de graphe qu e venons de définir peut se généraliser
en considérant des "graphes" F dont les sommets et les arêtes constituent, non

plus nécessairement des ensembles, mais des classes chaque c ouple
de sommets ~‘~ 9 B E définissant un ensemble d’arêtes ~~~ s $ . Dans ce qui
suit, nous désignerons par graphes ces "graphes généralisés" réservant la dénomi...
nation de graphe ensembliste aux graphes classiques.

La notion de catégorie généralise à la fois la notion do graphe et la notion
de demi-groupec Une catégorie est en effet un graphe sur les flèches duquel on
s’est donné une opération associative définie pour les couples de flèches consé-
cutives et admettant des éléments neutres à droite et à gauche. Ainsi une famille

de demi-groupes à éléments neutres est une catégorie dont le graphe (ensembliste Q
est constitué uniquement de flèches singulières (c’est-à-dire de flèches dont la
source est identique au but).

Déf i nition~ .. Une est constituée

- par deux classes ob C et fl C qu’on appelle respectivement classe des ob-

jets de C et classe des flèches (ou des jections) 
- par une "relation" à un couple d’objets (~~ , B~ ~ fait correspondre

un ensemble qu’on désignera souvent pa r et qui sera dit ensemble des

flèches de C de source ~a et de but B (ou ce qui revient au même par deux
"applications" a qui, à une flèche f j font correspondre respectivement
sa source a(f) et son but 

- par une opération T couple de flèches f E ~n _;?B ~ g E ~ B~C tel

que la source de g soit identique au bat de f ~ fait correspondre une flèche

g T f qu’on notera le plus souvent simplement gf E de même source que f

et de même but que g ~ et qui n’est définie que dans ce cas. On exige que cette

opération soit associative, c ° est.~à,-dire soit telle que

- par une "application"  qui, à tout objet A ~ ob C , fait correspondre
une flèche ayant sa source et son but identiques à ~ o On

exige de cette flèche d’être élément neutre à droite (resp. à gauche) pour les
flèches ayant il cousue source (resp. comme but) ; c’est-à-dire telle que



Il est facile de voir que les constituent les seule éléments neutres à

gauche (et aussi les seuls éléments neutres à droite).

On remarquera que C étant une catégorie , le graphe de C n’est pas quel-

’ nque : il est obligatoirement réflexif et transitif (dans un sens évident à

préciser) .

Définitions - Étant donnée une catégorie C , on appelle catégorie duale de

C ~ et on note eO, la catégorie ayant mêmes objets et mêmes flèches que C ~
telle que == et munie de la multiplication duale * définie par

(On vérifie en effet immédiatement que l’on obtient bien ainsi une catégorie-)



2. Eléments simplifiables et invertibles.

Définition. - Soit C une catégorie et soit 3 la classe des éléments neutres

(c’est-à-dire la classe des % lorsque A parcourt la classe de s objets de

e).
f une flèche est dite :

"simplifiable à gauche" lorsque fg1 = fg2 ~ g1 = g2 ,
"simplifiable à droite" lorsque g1 f = g2 f ~ g1 = g2 ,
"simplifiable" si elle est à la fois simplifiable à gauche et à droite.

La flèche g est dite :

"inverse à gauche de f " si gf 

"inverse à droite de f " si fg e ~~ ~
"inverse de f " si elle est à la fois inverse à gauche et à droite de f 

On voit facilement que dans ce dernier cas elle est unique et on la désigne
alors par 

On voit facilement que

On démontre aussi que :

f invertible à gauche (à droite f simplifiable à gauche (à droite) ,
gf simplifiable à f simplifiable à gauche,
gf simplifiable à droite ~ g simplifiable à droite.

Définition. - Une catégorie C , dont tous les éléments sont invertibles, est

appelée un groupoïde. Il est facile de voir que si 1 est un objet du grou-

poïde C , CA,A est un groupe.

3. Sous-catégories, sous-groupoïdes.

Définitions. - une catégorie et soit S une

classe de flèches 

On dira. que S est stable pour T lorsque



On appellera alors opération induite par T et on désignera par r~
l’opération sur g obtenue en posant g TF f == g T f .

On dira qu’une catégorie fl ’) est une sous-catégorie
de C lorsque :

- ob C’ ~ ob C,

- 

2014 f l ~’ est stable pour r f et T ~ est identique à la restriction de T à

~’ ~

Si et est une sous-catégorie de C , on a évidemment ~ A , B E ob et :
c d ce qui exprime que le graphe de ~~ est un sous-graphe du graphe

Une sous-catégorie D de la catégorie C est dite pleine lorsque le graphe
de D est un sous-graphe graphe e ’ est-à-dire lorsque

Une sous-catégorie pleine est donc entièrement définie par sos objets.

Etant donnée une catégorie C , une sous-catégorie D est appelée sous-grou-
poïde de C lorsque invertible dans C et f-1 E a 4

On remarquera que si D est une sous-catégorie de C sans ôtre un sous-grou-

poïde de C, f E f1 D peut être invertible dans C sans l’être dans a o

Il est facile de montrer que, dans une catégorie C , les éléments simpli-
fiables à gauche (à droite) , les éléments invertibles à gauche (à droite) forment
des sous-catégories que l’on notera sing C , sind C , ing C y ind C , que les
éléments invertibles forment un sous-groupolde in C , Les éléments neutres

forment un sous-groupoide id C de in C .

On a ainsi le diagramme d’inclusion :

( ) En effet ~ est flèche neutre dans donc ~ = ~ Mais ~.
est flèche neutre dans C , Donc ’A = ’A T A . Mais T’ étant la restriction
de T et A étant flèche de et on a = ’A T’ A.



.4. Catégories uotient par une équivalence forte.
Soit C = (ob C ~ fl C ~ ï ~ ~) une catégorie, et soit ? une cLasse de

couple de flèches de C .

On dit que R est une relation de congruence forte ( ) de S lorsque ? fait

( ) C’est ce que He CARTON et S. EILENBERG considèrent dans [3] sous le nom de
relation de congruence.



correspondre à tout couple d’objets A , B de C une relation d’ équivalence

"à B sur l’ensemble ~A B telle que
, ,

Considérons C’ = (ob il définie par les conditions sui-

vantes :

- Tt e st 1 opération quotient de l’ o pération T par l t équivalence R qui au

couple de g’ fait correspondre la flèche g’ T f’
définie par Inégalité 

~.~8 B3C

- ~ est Inapplication de ob C’ dans il C’ à Ae ob C ~ fait corres-
pondre la flèche de C~ ~ définie ~. A~A~

On montre alors que C est une catégorie qu’on appellera catégorie quotient
de C pour la congruence forte ? et qu’on notera R/C .



5. Catégories quotient.
Nous allons maintenant généraliser les notions précédentes.

Soit C = (ob C ~ fl C ~ T , à) une catégorie et soit R = (~ ~ où

est une relation binaire sur ob C et où est une "relation"

à tout quadruple (il , B ~A’ , B’) d’objets de C tel que

fait correspondre par coupe une relation binaire que l’on notera



On dira dans ces conditions est une relation de congruence 

On dira que R conserve les soumets 



Soit R une relation de congruence sur C = 03C4, ) .

Considérons C’ = (ob C’ , il C’ , 03C4’ , ’) définie pour les conditions

suivantes :

et où RA, ,B’ 
est l’équivalence sur CA’,B’ définie par

- Y est 1 ’ opération quotient de l’opération T par l’équivalence R qui ,

au c ou ple de £lèches 9 B ~ ~ ~’ B r ~C ~ ~ fait c orre spondre la £lèche
g " £’ G C’A’,C’ définie Par l’égalité

si f ~ C. y. et g s sont des flèches B’ y
Te ce ) telles que f’ ~R~, et g’ =~, ~,(g) ~

- t’ est l’application de ob et t dans fl et qui, à A’ ~ ob fait

correspondre la flèche de Ci : définie par

On montre alors que ~’ est une catégorie qu’on appellera catégorie quotient de

C par la congruence R et qu..’ on notera A/C o



6. Trois exemples~ fondamental.

1er exemple. - Soient E un ensemble et 0 c E x E une relation de préordre

entre éléments:::.e E . On appellera catégorie associée au préordre Q , et on

désignera par 0 la catégorie telle que

- 

- Q. ={(A ~ B)} si A et B sont deux éléments de E tels que 

- la multiplication est définie par f = (A ~ B) , g = (B , C) -~ gf = (A , C),

- ~= (A, A) .

Si on désigne par A le préordre particulier constitué par la diagonale de

E , le sous-groupoide des éléments neutres de T est identique à A *

La catégorie Q n Q"~ associée à la relation d’équivalence Q n 0 constitue

le sous-groupoïde des éléments invertibles de Q.

2e exemple. - On désignera par Ens la catégorie des ensembles, c’est-à-dire

la catégorie telle que

- ob Ens est la classe de tous les ensembles,

- = ensemble des applications de 1’ensemble A dans l’ensemble B

ensemble des triples (A , E ~ B) où E c A x B est une relation

fonctionnelle (autrement dit une relation telle que V x e A ~ Z(x) est

réduit à 1 élément) ,

- la multiplication est définie par

où o désigne la composition des relations binaires,

- ~A ~~A application identique de Ji. sur ar~ (c’est-à-dire (~. ~ 0 ~ A ~ ~ .

Une application est dite injective ou injection, si elle est de la forme

(A ~ ~ ~ F~ où E est une relation biunivoque.

Une application est dite surjective ou surjection, si elle est de la forme

(A ~ E ~ F) 



Une application est dite bijective ou bijection, si elle est à la fois injective

et surjective. ,

On démontre qu’étant donnée la flèche f de la catégorie Ens :

f est simplifiable à gauche ~ f invertible à application injective

f est simplifiable à droite ~ f invertible à droite ~ f application surjective

f est simplifiable ~ f invertible ~ f application bijective.

Les injections (resp. les surjections) constituent donc une sous-catégorie de

Ens que l’on notera inj Ens (resp. srj Ens). Les bijections constituent un
sous-groupoide de Ens que l’on notera bi j Ens . On a évidemment

bi j Ens = inj Ens n S:. j Ens .

Bien que le produit de deux applications constantes soit une application cons-

tante, les applications constantes ne forment pas une sous-catégorie de Ens,

puisque l’application identique n’est pas constante en générale Rappelons que si

A et B sont deux ensembles tels que A soit un sous-ensemble de B, on appelle

injection canonique de A dans B l’application

Ceci prouve que les injections identiques forment une sous-catégorie de la caté-

gorie Ens que l’on désignera par injss Ens .

Rappelons par ailleurs que si f = (A , ~ a B~ est une application de A

dans B , la coupe de 03A3 par A se désigne par im f et s’appelle

L’ ima,ge de f .

La surjection (A , E 3 im f) se dénote f et on voit immédiatement que toute

application f de A dans B se factorise de manière unique en produit do

l’ injection canonique de im f dans B par la surjection f :


