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12-01

VALUATIONS D’UN ANNEAU NOÉTHÉRIEN ET THÉORIE DE LA DIMENSION

par Paul JAFFARD

Séminaire DUBREIL-PISOT
(Algèbre et Théorie des nombres)
13e année, 1959/60, n° 12 22 février 1960

Tous les anneaux considères dans cet exposé seront commutatifs et munis d’un

é lénent -unité o

k étant un sous-corps d’un corps on désignera Dar d. to[K : t kj le degré
de transcendance de K sur k o

1. Dimension valuative d’un anneau noethérien. o

Rappelons d’abord la définition et les principales propriétés de la dimension

valuative d’un anneau telles que nous les avons exposées il y a deux ans dans

ce séminaire.

A étant un anneau intègre ayant pour corps des fractions K ~ on appellera
valuation de A toute valuation de K dont l’anneau de valuation contient A o

On appellera dimension valuative de A ~ et on désignera par dim A la borne

supérieure des rangs ( ) des diverses valuations de A . o C’est un entier positif
ou nul qui peut être infini. On notera rg v le rang de la valuation v .

Cette définition se généralise de la façon suivante aux anneaux pouvant avoir
des diviseurs de 0 t on appelle dimension valuative de A ~ et on désigne par

dim A la borne supérieure des nombres dim A/p lorsque p parcourt l’ensemble

des idéaux premiers de A . 0

Désignons par dim A la dimension ordinaire (au moyen des chaînes d’idéaux

premiers) de l’anneau A et par un anneau de polynômes à n variables

sur A . o On montre sans peine les relations suivantes t

( 1 ) dim A  dim 
v 
A

(2) 
. 

dim 
v 

= n + dim 
v 
A (~) .

Il en résulte que si on a t

(3) dim A  oo

( ) Rappelons que le rang d’une valuation est la dimension de son anneau de va-
luationo

( ) L’inégalité (1) ne peut pas être améliorée. Nous avons démontré en effet [7]
que si l’on se donne deux entiers finis ou non d et d’ , il existe un anneau
A tel que dim A = d et dim 

v 
A = d’ (à condition que 

. 

d ~ 



il existe des entiers N et 6 (avec ô ~ dim A ) tels que pour n on

ait ù 
,

(4) 6 . o

En particulier~ si

(1’) dim 
v 
A = dim A ~

on aura pour tout n 1

(4’) =n+dimA .

L’égalité (!’) se vérifie immédiatement dans le cas où A est un anneau de

Prüfer. Il en résulte donc une démonstration très simple du théorème suivant :

1 A étant un anneau de Prüfer, on a pour tout en-

tier n ~ 0 1
---- 

= n + dim à o

On a d’autre part~ le théorème suivant de démonstration plus délicate ([6jy th. 14)

THÉORÈME 20 - S’il existe deux entiers (finis) N et &#x26; tels que, pour tout

n ~ N , on ait l’égalité (4)~ la dimension valuative de A est finie et égale

à ô . o

Or, il existe une famille importante d’anneaux satisfaisant aux hypothèses du
théorème 2, ce sont les anneaux noethériens. On a~ en effet le théorème suivant 1

THÉORÈME 3 (KRULL). - A étant uh anneau noethérien, on a pour tout entier n

On peut donc en conclurez

COROLLAIRE. - La dimension valuative d’un anneau noethérien est égale à sa

dimension ordinaireo o

On remarquera que, d’après ce qui précède, si on pouvait démontrer directement

ce dernier corollaire, on en déduirait immédiatement le théorème de Krull. Or,
nous allons voir sans peine que ce dernier corollaire est équivalent à un théo-
rème dû à ABHYANEAR Avant d’énoncer ce dernier, donnons quelques définitions

supplémentaires :
A étant un anneau intègre et v une valuation de A f on appelle centre de

v sur A l’ensemble p des éléments x de A tels que v(x) > o (le grou-
pe des valeurs de v étant noté additivement). e On voit immédiatement que p
est un idéal premier de A et désignant la spécialisation du corps des
fractions K de A définie par la valuation v s la spécialisation ~ induit



sur A l’ homomorphisme A -> A/p . o On appellera A-dimension de v et on notera

dim. v le degré de transcendance de (p(F) sur le corps des fractions de A/p o
Ceci posé~ le théorème d’Abhyankar s’énonce ainsi t

THÉORÈME 4 (ABHVAHKAR). - Soient A un anneau d’intégrité noethérien local
d’idéal maximal m et v une valuation de A de contre m sur A . On a l’iné-

galité s

Montrons d’abord quo le théorème 4 est entraîné par le corollaire du théorème 3,

K . étant le corps des fractions de A 9 la valuation v correspond à une spécia-
lisation c~ de K sur un corps K’ contenant le corps k = A/m 0 Soit n un

entier f ini d. ~ o On peut trouver une spécialisation ~’ de rang

n ( 3~ du corps K’ laissant invariants les éléments de k o ( u’ contient un

sous-corps de la forme ... , xn), les x. étant algébriquement indépen-
dants sur k. On étend à K’ la spécialisation ... , ]
e t on recommence n - 1 fois...).

La spécial isation 03C8 = 03C6’ 03C6 de K étant de rang n + rg v définit une valuation

de A ayant pour rang n + rg v o Donc n + rg v ~ dimv A o Le corollaire du théo-
rème 3 entraîne alors 9

Mais, comme ceci est vrai pour tout entier fini n tel que n ~ do i k j ,
on en déduit ? 1

Le théorème 4 en résulte en vertu de Inégalité dim. v = d. i kj (qui est
la définition de °

Supposons maintenant vrai ~e théorème d’Abhyankar et montrons qu’il entraîne le

corollaire du théorème 3 ~ 1

Soient A un anneau noethérien, p un idéal premier de A et v une valuation

de A/p = 8 o Il faut montrer que rg v dim A o Désignons par q le centre de

v sur B o Comme v est une valuation de l’anneau de fractions B 
q 

qui est

noethérien, local et intègre, le théorème d’Abhyankar montre que rg v  dim B ,
d’où le corollaire? compte tenu de l’inégalité s 

( ) C’est-è-dire définissant une valuation de rang n de Kt ou encore qui peut
se décomposer en un produit de n spécialisations non triviales, et non en un pro-
duit de n + 1 spécialisations non triviales.



Le théorème d’Abhyankar a un important corollaire dû à ZARISKI 2

COROLLAIRE Soit A un anneau d’intégrité noethérien local d’idéal

maximal m et de dimension d . o Si v est une valuation de A de centre m sur

A et de rang 1 ~ la A-dimension de v est inférieure ou égale à d - 1 0

ZARISKI se sert de ce théorème pour donner une démonstration simple de son

Theorem" (cf. 0 paragraphe 6).

La démonstration du théorème d’Abhyankar est plus longue que celle du théorème

de Krull et fait appel à des résultats plus profonds puisqu’elle est basée sur

les théorèmes de Cohen concernant la structure des anneaux locaux complets ( /4B ~
Nous ne donnerons pas ici de démonstration directe du théorème de Krull. Outre

la démonstration originale de KRULL, ([10J et il en existe une très dif-

férente, du même ordre de difficulté mais suscentible de s’apnliquer à des cas

autres que celui des anneaux noethériens et que nous exposons ailleurs [7].

Nous allons par contre donner la démonstration directe du théorème d’Abhyankar.

2. Le théorème d’Abhyankar.

Nous nous proposons donc dans ce para graphe de montrer le théorème suivant :

4 (ABHYANKAR) o - Soient A un anneau d’intégrité noethérien local
d’iàéal maximal m et v une valuation de A de centre m sur A . On a l’iné-

galité :

Nous allons procéder en démontrant successivement toute une suite de lemmes. Notre

premier but est de démontrer le théorème d’Abhyankar dans le cas où v est une

valuation de rang un, c’est-à-dire dans le cas où le groupe des valeurs est un

sous-groupe (non nul) du groupe additif des nombres réels. Nous dirons dans ce
cas que la valuation v est réelleo

LEMME 10 - Soit A un anneau d’intégrité noethérien local dont le complété A’

est intègre ( A sera dit alors analytiquement irréductible). Toute valuation v’

de A’ induit sur A une valuation v ayant même groupe de valeurs et même

corps ré s idue l que vt a

( ) Cette longueur plus grande est en partie compensée par la longueur de la dé-
monstration du théorème 20 a 

’



Désignons par m et m’ les idéaux maximaux de A et ~~’ 9 par p et p’
les contres de v sur A et de v’ sur ~-~’ ( m - m’ n A et p= p’ nA ). o
Comme A’ est noethérien ? p’ a une base finie, soit 1 

,

Posons o a o 9 v’ ( a’ ) ) (s>0 puisque p’ est centre de v’).
Soient x’ un élément quelconque de A’ , v’(x’) = t et q un entier > t/s o

Soit x E A tel que .ar’ - x E m’ q o ùn a : 1

donc v(A) = v’ ~~’ ~ et v et v’ ont même groupe de valeurs. o

Un élément quelconque de l’anneau de la valuation v’ Deut toujours se mettre

sous la forme x’ /tr’ (x’ ; > y’ E A’ ) a Gomme nous l’ avons vu, ~x , y ~ A tels

que v’ (x - x’ ) > v’ (x ’ ) et v’ (y - ~r’ ~ > v’ (y’ ~ o Par suite x/y appartient
à l’anneau de la valuation v’ et les inégalités 1

comparées à l’égalité :

montrent que ô

~,
Il en résulte que l’ image de . , dans le résiduel de v’ est la même que l’ image

de x y dans le résiduel de v o D’où le lemme.
LEMME 2. - Le théorème 4 est vérifié lorsque v cst une valuation réelle et

ii un anneau de séries formelles à n variables sur un corps k o

Soit À = o . o , x ] ] o Posons B = o o o > x j (sous-anneau formé

Par les polynômes). o Soit p l’idéal maximal o o o , B de. B . L ’ anneau

G = B est noethérien local d’idéal maximal m =pB 0 Son complété est A o Le
P P

lemme 1 montre alors que si v est une valuation réelle non nulle de À y ayant



pour centre (xl  > 5 x ) sur A ~ et si ? est sa restriction à C , w

est non nulle et le résiduel de v e st le même que ce lui de w . o Comme les

corps résiduels de A et G sont tous deux identiques à dim. v = dimc w . e
Mais on a immédiatement dimC w - dimB w o Comme B est un anneau de polynômes
à n variables sur le corps k , et comme w ost triviale sur k et de rang 1 1

on a dimB w  n - 1 . o L’égalité dim x - n entraîne alors :

D’où le lemme. o

Le théorème 4 est vérifié lorsque v est une valuation réelle et

A un anneau de séries formelles à n variables sur un anneau U ayant lis pro-

priétés suivantes i IJ est l anneau d’une valuation v. réelle discréte et il

est complet. o

Soient donc A = et B = > Désignons par

p une uniformisante locale de U et soit pl’ idéal maximal

(p , ’ xl ’ ; , x ) de B . o L’anneau C = Bp est noethérien local ’ d’idéal ma-

ximal o Son complété est A o Le lemme 1 montre donc que si v est une

valuation réelle non nulle de A ayant pour centre (p 9 , x ) sur A ,
et si w est sa restriction à C , w est non nulle et le résiduel L de v

est le même que celui de o Les corps résiduels des anneaux locaux A et C

s’identifiant tous deux au corps résiduel k de l’anneau U , on a :

Désignons par ’~’ et K’ les corps des fractions des anneaux U et B , par

03C6 la spécialisation de T ’ * définie par ia o On a l’inégalité :

mais 03C6(K’) étant le résiduel de w et 03C6(k’) étant k ,

D’autre parts do to ~cp ~ ~i’ ) ~ k j  n o 

’

On a donc dim. vn. a Comme rgv=.l et dim A = n + 1 , on a bien ;

ce qui démontre le lemme. o

4. - Le théorème 4 est vérifié lorsque v est une valuation réelle et

que A est complet.



Com.me ~ 9 d’idéal maximal m 9 est supposé intègre, dans le cas d’inégale
caractéristique, si D désigne la caractéristique du résiduel, l’idéal (p) de

À est de rang 1 o Le théorème 16 de [4 j 
, 

montre alors qu’il existe un sous-

anneau AO de A qui est p-adique un anneau régulier complet
et non ramifié) d’idéal maximal m tel que m n A0 =m0 , qui a même corps ré-
siduel k que dimension, ot tel que A soit un A0-module fini o Le

corps des fractions K de A est donc une extension algébrique (finie) du corps
des fractions de o Soit alors v 9 une valuation réelle non nulle de A

de centre m sur A o Elle induit sur .~0 une valuation réelle non nulle de

centre m0 sur o Le résiduel de v étant algébrique sur 10 résiduel de v0 ,
on a donc 1

Comme dim A = dim il suffit de montrer le théorème 4 pour l’anneau A~ et

la valuation Mais alors deux cas sont possibles (~~.~y théorème 15) ;

1° Cas d’égales caractéristiques. - A0 est alors un de séries formol-

les à n variables sur un corps :Jt le lemme 2 montre le résultat.

2° Cas d’ inégales caractéristiques. - Comma 
> 

est non ramifié, est un

anneau de séries formelles à n variables sur un p-anneau, c’est-à-dire en par-

ticulier, l’anneau d’une valuation réelle et discrète qui est complet 0 Le lemme 3
montre alors le résultat. o

LEMME 50 - Tout quotient anneau noethérien local complet est encore complet o

Soit A un anneau noethérien local completj m son idéal maximale a un idéal

quelconque de j~ et A = A/a a A est évidemment local noethérien. Montrons

qu’il est complot 0 Il suffit pour cela de montrer que dans T toute série dont
le terme général tend vers 0 est convergente, x étant un élément de A ~ nous

désignerons par x son image dans A o Soit Lx n une telle série. A tout entier

n on peut donc associer un entier n(n) tel que rr,(n) -~ ~ si n -~ ~ et tel

que x e m (si m = rn/a ). . L’inclusion x E + a montre que l’onn 
, , ~ ~ 

n 
T, 

.....

peut écrire x = y-r a avec yn ~ m et an ~ a . Donc f" = x o Comme

la série a son terme général qui tend vers 0 dans A y elle converge vers
un élément y de A o Il est facile de voir que 03A3xn converge vers y , ce qui
achève de montrer ce lemme.

LEMME 6 (Théorème de Zariski)o - Le théorème d’Abhyankar est vrai toutes les fois
que v est une valuation réelle. .



Soit donc A un anneau noethérien local intègre d’idéal maximal m, K son

corps des fractions v une valuation réelle de A ayant pour centre m sur

A . o Désignons par V l’anneau de la valuation v . A et V sont deux anneaux

mét ri que s o . 

.

Soient

L’inclusion x ~ m~ entraînant v (~~ ) >, on voit que l’application identique

dans V est uniformément continue. On on déduit cette application se

prolonge en un homomorphisme d’anneau 03C6 du complété A de A dans le complété

^ de V (tout anneau de valuation de rang 1 9 quoique non nécessairement noethé-

rien un complété).  est l’anneau valuation v qui prolonge v 9 qui

a groupe de valeurs, (donc qui est réelle) et qui a résiduel. Désignons

par m maximal d~, ~. 9 par m’ l’idéal maximal de A’ = ~p (k ) . Hh

identifiant A à son image par 03C6 , on voit que A ~ A’ ~ V . o Comme A a même

résiduel que Â , on voit qu’il a encore môme résiduel que A’ (m’ n A = m) .

L’égalité entraîne 03C6() = 03C6(m) 03C6() ou m’ = mA’ . o suite  induit

sur A’ une valuation v’ de centre m’ .

v et v’ avant même résiduels x et h’ ayant môme résiduel, on a :

D’autre part) le lemme 4 appliqué à l’anneau tl’ montre *

A n

e t comme dim A’  dim A et dim A = dim A , on a : ô

ce qui achève de montrer le lemme. o

Démontrons maintenant dans toute sa généralité le théorème d’Abhyankar par récur-

rence sur la dimension de l’anneau A .

Si k est de dimonsion 1 , sa fermeture intégrale est un anneau de Dedekind,
un théorème de Krull ~~-~ ~ donc une valuation de A ne peut avoir un rang

> 1 que dim A = 1 ) o Si v est une telle valuation, si L est

le,résiduel de cette valuations et m le centre de v sur A ~ on voit que

d o to[L : ~~/m~ _ ~ y sans cela? on pourrait trouver une spécialisation non tri-

viale de L qui serait triviale sur A/m et par suite une valuation de A stric-

tement plus fine que v 1 ce qui ost impossible, car son rang serait alors ~ 2 . o



Le théorème d’Abhyankar est donc vrai pour dim A = 1 o

Supposons qu’il ait été démontré toutes les fois que dim A  n , et montrons

qu’ il est encore vrai si dim A = n . o

Soit donc dim ~1 = n ; et soit v une valuation do A ayant pour centre sur

A son idéal maximal m o Si v est réelle., le théorème d’Abhyankar résulte du

lemme 6. Supposons donc v non réelle. o Soit V l’anneau de la valuation v o

Montrons que V admet un idéal premier minimal q’ . o Soit (?’ l’ ensemble des

idéaux premiers non nuls de V et P les intersections avec A des éléments

do 6~’ . et P’ ’ étant totalement ordonné par inclusion, il en est de même de G’ .

Comme A est de dimension finie, @ admet un plus petit élément. Comme tout

élément de P’ a une intersection non nulle avec A (soit P’ et x E 

on écrit x = a/b ( a 5 b E A) et a ~ p’ n k ) 9 on en déduit que l’intersection
de tous les éléments de P’ n’est pas réduite à {0} . o C’ est l’élément q’ cher-

ché o L’anneau f est alors l’anneau d’une valuation réelle w moins fine que

v o Désignons par K le corps des fractions de par Ir’ le corps des frac-

tions de A/q (où a - k n q’) . o La spécialisation c~ de K définie par v

peut s’écrire tp = est la spécialisation définie par ~r . . Elle est

de rang 1 ot spécialise K sur un surcorps L de K’ o X spécialise L sur

= x (L~ ~ S~ et induit sur F’ une spécialisation X’ qui spécialise 1~’

sur un corps Q’ contenu dans 0 ~t contenant A/m = k

Premier cas i q=mo - En ce cas, la valuation réelle v a pour centre m sur

A . o dim. v = do o t.[L : k~ ; p le lemme 6 montre que : t

Mais~ d’autre part, (~5~ ou [7]) : do i k] + rg ô kj et comme

On a bien s



Deuxième cas : n q ~ m. - on introduit alors local ri 9 d’idéal maximal

oA dont le résiduel est . , o w étant une valuation réelle Aq ayant pour

centre sur Aq son idéal maximale le lemme 6 montre que :

Les hypothèses de récurrence appliquées à l’anneau A/q (dont la dimension est

 n ) et a la valuation définie sur cet anneau par la spécialisation ;~~ montrent

que t 
’

Mais d’ autre part ([5J ou [?j) : 1

en additionnant les trois inégalités précédentes? on a ~ ô

qui, compte tenu des rela/tions ~ ô

permet d’écrire : *

Le théorème d’Abhvankar est donc bien démontré par récurrence sur dim A .

REMARQUE. - ï~tant donnée une valuation v d’un corps ~. 9 on appelle rang > ra-

tionnel de v ~ > et on désigne par rgr v le rang au sens ordinaire du groupe de

valeurs G de la valuation v , dimension sur le corps ~ des
nombres rationnels du produit tensoriel G 9 G étant considéré comme module

sur l’anneau Z des entiers ordinaires. &#x26;) On a toujours rg v  rgr v et 

montre que l’on peut dans l’énoncé du théorème 4 remplacer l’inégalité (4) par
l’inégalité plus forte :

L a démonstration est la mer:le que celle indiquée ici o on remarquera que cette

forme (plus forte) du théorème d’Abhyankar ne semble pas pouvoir se déduire du
théorème 3 (de 



3. a Le s nombres u( ~ ~ ~ o

Rappelons ~~ ~ q et p étant deux idéaux premiers d’un anneau A , tels

que q c p , on désigne par ~( q , p) la borne supérieure des nombres d tels

que l’homomorphisme canonique A/{ -> A/p puisse se prolonger en une spécialisa-
tion du corps des fractions de k,~ sur une extension de degré de transcendance

d du corps des fractions de A/p o On a donc G  ~( ~ ~ p) ~ «~ o

Ceci Dosé, considérons dans l’anneau de polynômes A les chaînes d’idéaux

premiers s

telles que : 1

et désignons ~ la borne supérieure des longueurs de ces

chaînes particulières 0

Nous avons montré dans ~6~ le résultat suivant ô

THÉORÈME 5 0 - Si on al’ égalité  ù

Cette égalité est le point de départ des raisonnements qui permettent de montrer

que la dimension de A deviont une fonction linéaire de n pour n assez

grand. Plus exactement~ on a [6J le théorème suivant 1

Si A e st un anneau de dimension f inie , il existe un nombre N

tel que pour tout n N on ait l’égalité  t

03C0 et 03B4 étant des entiers constants tels que o  n  b et dim A o

Nous avons pu montrer (la démonstration sera publiée dans [7j) que, de fait~
l’énoncé de ce théorème ne Deut pas être bien amélioré ~ si on se donne à l’ avance

deux entiers n et 03B4 tels que 0  n  à il existe un anneau A tel que pour

tout entier n suffisamment grand, on ait l’égalité (’7 ) a
Les résultats sont particulièrement simples dans le cas où A est un anneau

de dimension 1 o Trois cas seulement sont alors possibles i

a. dim = 2n + 1 pour tout n , 

.

b. dim = n + 1 pour tout n ~ .



c. 3N tel que ~

Lorsque A est un anneau intègre, on peut interpréter simnlement b( ~o ) 9 p) au

moyen des valuations de A o

Si v et w sont deux valuations de ~: ~ nous dirons que v est plus fine

et nous écrirons ’W  v si l’anneau de la valuation w contient

l’anneau de la valuation v o Nous écrirons w  v si v e st strictement plus

fine que ~-r 0 Ceci =^osé,~ on a la proposition suivante s

PROPOSITION 1. - p étant un idéal premier de l’anneau d’intégrité À y

03B4((0),p) est la borne supérieure des longueurs des chaînes s

de valuations ayant toutes p pour centre sur X .

Ce résultat étanttrivial si p= (0) , nous supposerons p ~ (0). Soient k

le corps des fractions de A/~ 9 K le corps des fractions de l~ et

v 0  v 1  o 0 0  v 
n 

une chaîne de valuations de A ayant toutes pour centre p

sur A o On en déduit une chaîne de n + 1 spécialisations (non triviales puis-

que ~ ~ ~ ~ ) ) ~ &#x26;

(la valuation v. correspond à ’ la spécialisation 03C6i 03C6i-1 .... o 03C60 de K ) va

ayant pour centre p sur A, 03C60 induit sur A l’homomorphisme A ~ A/p et

par suite K0 peut être considère comme un surcorps de k o Chacune des valua-

tions vi ayant pour centre p sur A , l’anneau A/p (et par suite le corps k)

reste invariant dans la spécialisation 03C6 = 03C6n ... 03C61 de Comme celle-ci

a un rang au moins égal à n $

. Réciproquement, soit n un entier fini inférieur ou égal à 6((0) ~ p) o Il

existe une spécialisation 03C60 de K prolongeant l’homomorphisme A ~ A/p tel-

le que d. i k]~ n o Il existe alors une spécialisation ] de 

de rang n triviale sur k o La spécialisation 03C8 peut s’écrire comme produit

do n spécialisations non triviales ] =~ a Soit v~ la valuation



de K correspondant à la spécialisation 03C61 03C60 (0  i  n) . o Toutes ces
valuations ont Dour centre p sur A et on a p

Il existe donc une chaine de longueur n formée n valuations de A ayant

p pour centre sur ~, ~ D’où la proposition 10 o

k est un anneau d’intégrité noethérien local d’idéal maximal
m , on a l’inégalité :

Si dim ~, ~ © 9 A est un corps, m = (0) et il n’y a qu’une soûle valuation
de ~i dont le centre est (0~ 9 c’ est la valuation trivialeo Supposons donc

0 v Soit alors va  v 1 ...  v n une chaîne de valuations de A ayant
toutes m pour centre sur A . On a ~ t

( m ~ (0) entraîne que va n’est pas triviale;. donc rg l) . Or} d’après
le théorème d’Abhvankar, rg dim A .

, 

D’où l’inégalité dim A  1 + n qui entraîne le corollaire.

Nous nous proposons dans le nrochain paragraphe de déterminer exactement les
nombres ô(q ~ p) dans le cas ou A est un anneau noethérieno Comme

&#x26;(q ~ p) = o((0) , ~) dans l’anneau A/q , on peut donc toujours se ramener au
cas q= (0) (et A intègre). Comme 03B4((), p) = ô((0) , pAp) dans l’anneau

A~ , on peut toujours se ramener au calcul do 6((C) , m) dans un anneau local

intègre d’idéal maximal m o Nous montrerons qu’on fait 1’inégalité (8) est une
égalité. 0 .

4. 0 Le théorème de Sakuma.

Soient A un anneau local intègre (non nécessairement noethérien) et m son

idéal maximal. Nous allons d’abord donner une nouvelle interprétation du nombre
ô((0) , m) . o

. 

Soit K le corps des fractions de A . o Des éléments ... , y de F se-

ront dits totalement indépendants (sur A ) s’ils vérifient condition suivante :

(T. I.) ~ P e A[Y~ , ... , Yj un polynôme en Y~, ... , Y~ à coefficients
dans A tels que ... , : Y~) = 0 . On a alors P e ... , 



Soit N la borne supérieure (finie ou non) des entiers n tels qu’il existe

n éléments de j~ totalement indépendants o On dira que N est le

poids de l’anneau local A o

A titre d’exemple, montrons la proposition 
‘

PROPOSITION 2. - Le poids d’un anneau de valuation e st nul. o ,

Soient A un anneau de valuation et y e K . o Si y e ~. p y annule le polv-
nôme Y - y qui n’est pas contenu dans et si y ~ A , l’appartenance

e A montre que y annule ~ ~T - 1 qui est élément de et n’est pas

élément de m[Y] . D’où la proposition.

70 - Le poids de l’ anneau local A est égal à 03B4((0) , m) .

Soit c~ une spécialisation de i~ sur u~i corps ~~° qui prolonge l’ homomor-

phisme A ~ A/m = k et telle que d. > ( n fini). o Soit

y1 , ... e , y un ensemble de n éléments de K tels ... , 

soient des éléments finis, algébriquement indépendants sur k 9 et soit P un

polynôme tel que ~ v ) ~ 0 . o Désignons par ?
le polynôme ~ obtenu en remplaçant les coefficients de P par

leurs images dans ~ (c’est-à-dire dans k ). La relation

~r ) - o entraîne P ( cp (y ) ~ c~ ~~r ) j = o et comme les 

sont algébriquement indépendants sur k , ceci entraîne P = 0 , c’est-à-dire
P E o Donc les y. sont totalement indépendants et si N dé-

signe le poids de ~. 9 on i~~ > ~( (o ) 9 m) a

Soit maintenant n éléments ... y y de K totalement indépendants
sur A et considérons le sous-anneau B de h défini par B = ... , o

Tout élément x de B peut s’écrire sous la forme x = F(y ; . o a 9 y ) 9 ou
P est un polynôme ... , tel que
x = ... , ~r ) 9 on en déduit puisque les y . sont

totalement indépendants sur A : ù P = Q. Par suite, l’application x ~ P est

biunivoque et définit un homomorphisme de B sur .. o y peut
prolonger cet homomorphisme en une spécialisation ~ du corps K sur un corps
Kt o Comme c~ induit sur A l’homomorphisme k et comme

d. t.[K’ ~ t k~ >, n , on en m) ~ n et par suite cS( (C ) ~ m) ~ N ,
ce qui achève de montrer le théorème.

Soit encore un anneau local intègre A (non nécessairement noethérien) d’idéal
maximal m o Des éléments xl ’ de m seront dits analytiquement in-

dépendants s’ils vérifient la condition suivante 1



(Io A. ) Soit F OE o o o , X ] un polynôme homogène (forme) en
- 1 n 

"

..o , X à. coefficients dans À tel que o o . , x ) = Ù o On a
n - n -

alors: t

Ceci posé, on a la proposition suivante 1

PROPOSITION 30 - Soient A un anneau local intègre (non nécessairement noethé-

rien) de corps des fractions K y ~ ~ ~ y des éléments de K et

... ~ t des éléments de A tels que y_ 
= ~- ~~) ’

Pour que les éléments soient totalement indépendants sur A y

il faut et il suffit que les éléments ta’ tl ’ ... ~ t soient analytiquement

indépendants.

Supposons les y. totalement indépendants et soit P~ Xl ’ ... , X j
une forme de degré s telle que ... ~ > t ) = 0 .

Cette dernière égalité s’écrit t~ P(l , y. ~ ... ~ = 0 . Comme les y~
sont totalement indépendants~ il en résulte

ce qu= entraîne

Par suite, les t. sont analytiquement indépendants.

Réciproquement, supposons les t. analytiquement indépendants et soit

P e ... y X ] un polynôme de degré s tel que P(y. y ... ~ y ) = 0 .
La forme Q = X~ ... , e X~J est telle que

... ~ t ) = 0 . Les t.. étant analytiquement indépendants, on en déduit

Qe X ] y ce qui entraîne Pe X ] ~ et les y~
sont bien totalement indépendants. Cf

COROLLAIRE 1. - Soit A un anneau local intègre (non nécessairement noethé-

rien) d’idéal maximal ~ . o Le poids &#x26;(0 ~ m) de A est égal à 

où M est la borne supérieure des entiers n - 1 tels qu’il existe n éléments

de m analytiquement indépendants. 0 
’

COROLLAIRE 2 ZARISKI, SATÔ) (5). - Soient A un anneau d’intégrité
noethérien local de dimension d > 1 ~ K son cors des fractions~ m son idéal

( ) Démontré par ABHYANKAR et ZARISKI [3] dans le cas ou A est anneau local ré-

gulier, puis par SATÔ [15] dans le cas général. 
’



maximal et son résiduel. Soient {x. ~ 3 un système de para-

mètres de A  5 et posons y. = x./x. (2 ~ i ~ d) . °

Soit B le sous-anneau yd] de K . o L’anneau B/mB s’identifie

canoniquement a l’anneau de polynômes k[Y~ ~ ... ~ 

Il résulte du fait que, dans un anneau noethérien local, des éléments faisant

partie d’un système de paramètres sont analytiquement indépendants [l2J.

THÉORÈME 8. - Si A est un anneau d’intégrité local noethérien d’idéal maximal

m ~ on a l’égalité : t

. 
L’égalité est évidente si dim A = 0 . o Supposons donc dim A ~ 1 . Le corollaire

de la proposition 1 a montré que b (0 ; ;; m) ~ dim A - 1 ) o Montrons l’iné-

galité en sens inverseo Il existe dans m un système de paramètres formé de

dim A éléments. 0 Comme ces éléments sont analytiquement indépendants, le corol-

laire 1 de la proposition 3 montre que 03B4(0 , m) > dim A - 1 o D’où le théorème.

COROLLAIRE 1 Si A est un anneau d’intégrité local noethérien

d’idéal maximal m 9 il existe une valuation de A ayant m pour centre sur A

et de rang dim A o

C’est trivial si dim A = 0 0 Supposons d = dim A > 0 0

D’après le théorème 8 et la proposition 3.9 existe une suite

de valuations de A avant toutes fn pour centre sur A . o

Comme v~ a un centre sur A distinct de (0) ~ v~ n’est pas triviale$ donc

rg v0  1 et  d -1 + rg v0  d .
Le théorème d’Abhvankar (théorème 4) montre, d’autre part, que rg d .

Donc rg v.. = d et on a bien le corollaire.

On remarquera que rg v~ = 1 et que si L et sont les corps résiduels

respectifs de v.. et v.. on a ~ s

On a donc dim. v >, d - 1 o Le lemme 6 entraîne alors dim d - 1 et on

peut énoncer le corollaire suivant

COROLLAIRE 2. - Si A est un anneau d’ intégrité local noethérien cl’ idéal ma-

ximal m 9 il existe une valuation réelle v de A de centre m sur A et tel-

le que dim. v 1 0



A désignant un anneau quelconque, q et p deux idéaux premiers de A tels

que q c p ~ désignons p) la borne supérieure des longueurs des
chaînes d’idéaux premiers dont le premier terme est q et le dernier p

(0  ~ (~ , p) ~ ~ Ceci posé, on a le corollaire suivant 1

COROLLAIRE 3. - Si q et p sont deux idéaux premiers d’un. anneau noethérien

A tels que q c p  on a l’égalité ~ 1

En p) est le poids de l’anneau noethérien local B = (.~/q~ ~/q 
le-

quel a pour dimension l(q , p) . o

COROLLAIRE 4. - Si q et p sont deux idéaux premiers d’un anneau noethérien

A , tel que q c p , on a l’égalité :

C’est une conséquence du corollaire 3 et du théorème 5 o

En particulier, si t(q, p) = 1 ~ c’ est~- ~ -dire si p est un suridéal premier
immédiat de q, on a cS(a 9 p) = 0 . Ceci peut se démontrer directement sans

difficulté en utilisant le fait que la fermeture intégrale d’un anneau d’inté-

grité noethérien local de dimension 1 est un anneau de Dedekind. Appelons
anneau léger tout anneau commutatif tel que ~(q 9 p) = 1 entraîne ~(q 9 p) = o ~ o
On voit alors sans peine que tout anneau noethérien est léger.

Or, nous avons montré le théorème suivant [7J ~ V °

9. - Soit A un anneau tel que soit léger pour tout entier n

positif ou nul o On a pour toute valeur de n ~ 1

C’est de ce théorème que nous déduisons une nouvelle démonstration du théorème

de Krull, compte tenu du fait que y si A est noethérien, A(n) est toujours

oethérien). donc léger.

50 Une application géométrique. 0

Soient A un anneau de polynômes à n variables sur un corps k :

et A(m) 1 anneau de polynômes A[Y1 , .. ? Y ] .1 ni



On considère les deux espaces affines S~ et S~ et le produit o Un idéal

premier de A(m) représente une variété W T (k-variété) de o Soit

(x , y) un point générique de W sur ko (P n A = p est un idéal premier de

k[x] qui représente la variété U de point générique (x) sur k . Par suite

U est la projection de sur S o 

’

L’idéal pA a pour zéro générique sur k le point (x ~ y) avec .

d. t.[k(v) : k] = c’est-à-dire que la variété associée à pA est U x o

C’est le cylindre de base U o

Soient donc deux variétés U et U2 de Sn telles que U c IL définies

par les idéaux premiers p. et p~ tels que p . On s’intéresse
idéaux premiers (P de tels que P n A = p2 et  c p A(m) , c’est-

à-dire aux variétés de S qui se projettent suivant U et qui contiennent

le cylindre U x Si IL ~. m) désigne de ces variétés,

À(p A ~ p. A " ) - 1 est la longueur maximale des chaînes d’éléments de

U~ ~ m) ~ longueur d’après le corollaire 3 du théorème 8~ est égale
à p~) - l) .
Mais l(p2 , P.) = dim p2 - dim p ( A étant équidimensionnel) = dim 

La longueur maximale des chaînes d’éléments de U2 , m) est donc

inf(m , dim U~ - dim l) . D’ou le théorème suivant i

la. - Soient U~ ~ U~ deux de S~ telles que U C U2
et II, ~ U~ .

dim U2 - dim 1 , la longueur maximale des chaînes de variétés 

qui se projettent sur IL et contiennent le cylindre U x S~ est égale
à m .

Si m ~ dim U? - dim 1 cette longueur maximale est égale à

dim U~ - dim U - 1 .
Soient U j~ U2 deux de S~ telles que U C U2

et ~i ~ ~ " La plus petite dimension de~ 1.,-variétés de qui se projettent
suivant IL et contient le cylindre 

.,

sup(dim U? ~ 1 + m + dim U ) o

En effet, cette dimension est dim IL x longueur maximale des chaînes. C’est

donc dim U~ + m - inf(m , dim U~ - dim U - l) qui est bien le nombre annoncé.

Cette application ne fait intervenir le théorème d’Abhyankar que de

façon élémentaire~ car on voit sans difficulté que si A est anneau de polynômes



à n variables sur un corps dimv A = n et par suite :

6. 0 Application à la démonstration du Theorem" de Zariskio

Reprenons les définitions et les notations du lemme 6 0

Supposons que l’on ait l’égalité dim, v = dim A - 1 . On a alors 1
dimA’ v’ = dim A - 1 = dim A - 1 et comme v’  dim A’ - 1 (lemme 6), on
en déduit dim A’  dim A . v Mais y A’ étant anneau quotient de A y on a
dim A’ = dim A . 0 Si de Dlus, on suppose l’anneau A intègre? c’est-à-dire l’an-

neau local A analytiquement irréductible, il en résulte que (p (0) = {0} et

que A’ s’identifie à A . 0
~ ~

La démonstration du lemme 6 contre que sur A la topologie induite par V est

moins fine que la topologie naturelle.

Pour tout entier n > 0 , désignons Dar V l’ensemble des éléments x de V
tels que ~(x)~n et Dosons E ==V nA.. E = {0} et le

~ 

.- 

n n n

fait que V est un anneau local noethérien complet entraînent l’existence d’un

entier s(n) tendant vers l’infini avec n tel que E n c (voir par exem-

ple page 9, proposition 2). Par suite, sur A la topologie naturelle est

moins fine que celle induite par  , Donc A est un sous-espace de V , et, comme
’ 

~ ~B 

’

A et V sont des sous-espaces respectifs de A et de V ~ on en déduit que A

un sous-espace de V o On meut donc énoncer la proposition suivante 1

PROPOSITION 4. - A étant un anneau local noethérien analytiquement irréducti-
ble d’idéal maximal m et v étant une.valuation réelle de A ayant m pour

centre sur A , et telle que dimA v = dim A - 1 , l’anneau A est un sous-espace

de l’anneau de valuation V de v .

11 ("Main Theoremii de Zariski). - Soient lA. et A’ deux anneaux noe-

thériens locaux d’idéaux maximaux m et m’ ayant même corps de fractions K

sur lesquels on fait les hypothèses suivantes : 1
1° A est un sous-anneau de A’ ~
2° A est intégralement clos et analytiquement irréductible ~
3° La dimension de_ A’ est supérieure ou égale a la dimension de A et le corps

résiduel do A’ est une extension algébrique finie du résiduel de A . a

. 

4° m’ est le seul idéal premier de A’ dont l’intersection avec A s’identi-

fie à m o

Alors on a l’égalité A=A’ . Q



La marche générale de la démonstration est la suivante : i

Nous montrerons d’abord que A est un sous-espace de A’ o Par suites le com-

plété Â de A s’identifiera a un du complété A’ de A’ . et Nous

montrerons ensuite que A’ est entier sur A et nous en déduirons que A’ est

entier sur A ~ c’est-à-dire s’identifie à A . o

Le corollaire 2 du théorème 8 montre l’existence d’une valuation réelle v de

il. ’ avant m’ t pour centre sur A et telle que v == dim A’ - 1 o Ceci posé

v est une valuation de A ayant pour centre m sur A (à cause de m’ n A = m)

et l’inégalité

dim, v = d. t.[L t A/n] ~ d. 1 A’/m’j ~ dim, v = dim A’ - 1

montre que dim. v = dim A - 1 (compte tenu de l’hypothèse 3)e

a désignant un nombre réel, désignons par V 
a 

l’ensemble des éléments t de

K tels que v(t) ~a . 0 Soit n un entier positif quelconque. Comme A est,

par hypothèse, analytiquement irréductible, la proposition 4 entraîne l’existence

d’un nombre réel a tel que V 
a 

n A Comme d’autre part V 
a 

est un

voisinage de 0 dans A’ (démonstration du lemme 6)~ il existe un entier m

tel que m’m ~ V03B1 .nA’ o L’inclusion A c mn montre alors que sur A la

topologie induite par A’ est plus fine que sa topologie naturelle. 0 L’égalité
m = m’ n A montre d’autre part qu’elle est moins fine. Il en résulte que A

est un sous-espace de A’ Le complété A de A peut donc être considère comme

un so.Js-à.nneau du complété ~.’ de ~’ .

Ceci posé$ 
~ > l’hypothèse 4 entraîne que l’idéal m A’ est o Par suite

si m et m’ sont les idéaux maximaux et de l’idéal "mA’ est

’-primaire. L’hypothèse 3° et le théorème 3 de COHEN [4J montrent alors que Â’

est un A-module fini. 0 Donc A’ est entier sur A o

Désignons par P l’ensemble des idéaux premiers minimaux de A . Comme A

est intégralement clos; on a l’égalité ~ 1

(cf. par exemple KRULL, ~9~ 9 page la6) .
Mais si p E ~’ , l’anneau A qui est locale intégralement clos et de dimen-

sion 1 est un anneau de valuation (ibidem, page 103) et définit par suite une
valuation réelle v 

~p 
ayant pour centre p sur A . Désignons par S le complé-

mentaire de p dans A et par p la fermeture de p dans ~. , La relation
= ~ entraîne l’ existence d’un idéal premier p de Â contenant 1 t idéal

p et tel que $ n S = Ø , c’ est-à-dire  n A = . Considérons sur A une
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v ~.~ centre p (sur A ). de

centre p , laquelle s’identifie nécessairement à v 
p 

puisque A 
p 

est anneau

de valuation.

Ceci pose,, soit x un lément de K n’appartenant pas à A. 

montre Inexistence de p ~ p tel que x ~ A . Par suite v (x)  0 et il exis-

te une valuatlon v de A telle que v ~x~  0 . Donc x n’ est pas entier

sur A et x ~ A’ . On en déduit A = A’ , ce qui démontre le théorème.
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