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Exposé n® 10

- -

NEMT -GROUPES REDUCTIFS
par Gabricl THIERRIN,

Nous nous proposons 4'édtendre aux demi-groupes réductifs certains résul-
‘tats de P. Dubreil ([4]) et R. Croisot ([ 1], 2], [3]) concernant les auto-

morphismes intéricurs des semi-groupes.

~ 1.- Demi-groupes réductifs.

Un demi-groupe cst un ¢nscmble dans lequel cst défini unc opération uni-
voque associative. Un scmi-groupc e¢st un demi-groups vérifiant la réglc de sim-

plification des deux cétés. Un demi-groupc D est rdductif i droite si la re-

lation ax = bx pour tout & D entraine a = b. Par exemple, los demi-grou-
pes possédent un élément-unité a droite, les :emi—groupes sont des demi-groupcs

réductifs a droite. Tout demi-groupc D réductif & droite ost isomorphe au

demi-groupe des translations A gauche de D, un faisant corrcspondre & 1'414-

ment a €D la translation & gauche Y~ définie par Ya(x) = ax .
he he

Un complexe H de D (sous-cnsemble non vide de D) cst réducteur a
droitc si la relation ah = bh pour tout heH -ntroine a = b . Tout com-
plexe contenant H est aussi réductcur & droite, En particulier, la réunion
de complexes réducteurs a droite cst un complexe réducteur a droitc. S'il en
existe, les complexcs réducteurs & droitc de D formdés d'un scul &lément sont
les éléments simplifiables 2 droite de D . Si H ot K sont des complexes
réducteurs & droitc, le produit HK (ensemble des produits hk, o heH, keK)
est un complexc réducteur & droitc. En effct, si ahk = bhk pour tout h ¢H
ot tout k€K, ona ah=Dbh pour tout he¢H ot a=b . Il on rédsulte que
1'cnsemblc des complexes réductcurs & droite d'un demi-groupe réductif A droite
cst un demi-groupe pour la multiplication des complexes. 8i le produit MN
des comploxes M ot N ost riductevr 3 droite, le complexe M est réducteur
4 droite. En offet de am = bw pour tout meM suit amn = bmn pour tout
neN et a=»>b,
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Proposition 1. 51 = cst un autonorphisme du demi-grounc D , lec complexe H

est réductcur & droite si ot sculensnt si oL(H) cst réductcur a droite.

Si H cst réducteur & Jroite ot si ad(h) = b (h) pour tout heH , il
existe ¢ ¢t d tels que 1'onait a= o(e) , b= o(d) et w(ech) =x(dn).
D'ol ch = dh pour tout kéH , ec=d et a=1b .

Inversement, si OU(E) oot réductour 3 droite et si ah = bh pour tout
heH , ona ofah) = oi(a) 2(h) = =(bh) = M (b) ci(h) . D'ot w(a) =oi(b) ot
a=Db. .

On définit d'unc maniérc symétrigue un demi-groupc réductif i gauche, un

complexe réducteur A gauche.

Un demi-groupe réductif O est un demi-groupe réductif & droite et a

gauche. Par excmple, lcs duni-groupcs possédant un é1ément-unité, les scmi-

groupes sont des deri-groupes réductifs. Un complexe rdducteur est un complexe

réducteur a droite =t & gauche. Toub complexe contenant un complexe réducteur
est aussi réductour. S5'il e¢n existe, les complexcs réductours formés d'un seul
élément sont los éléments simplifiatles de D . Si lo produit MV de deux com-
plexcs est réducteur, le comploxe ¥ cst rédducteur & droite ot lo complexe N

réducteur a gauche. Lo produit de deux complexes réductcurs cst réducteur. Done

Proposition 2. L'ecnscmble dcs complexes réductours A'un demi-groupe réductif D

est_un demi-groupc pour la multiplication dos complexes.

\

. . x .
Dens la suite, nous désignerons por (2 le demi-groupe des complexes ré-
ductcurs de D .

Un complexe H de D cst r-intiricur, s'il est réducteur ot si pour
tout a &D il existe b, ceD tels que 1'on ait hae = bh ot ah = he pour
tout heH . Les 4léments b ot ¢ ainsi définis sont uniques, puisque H
est réducteur. Tout complexe r-intéricur est centenu dans 1'intéricur de D ,
c'est-a-dire 1'cnsomble des éléments x €D tels que xD = Dx . Nous désigne-
rons par gz/l'cnsemble des complexes r-intérieurs de D ot nous 1l'appellerons
le r-intéricur dc D,

Théoréme 1. - S'il n'est pes vide, le r-intériour 677 du deni-groupc réductif
D cst _rn sous-demi-grouvc uniteire du demi-groupe (ﬁ des complexes réducteurs
/,_./

de D . Pour tout cowple I, Ke F, il oxists un couplo H, , & ¢ & tols

que l'on ait HK = KH, = Klﬁ .
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Rappclons qu'un sous-demi-groupe S d'un demi-groupe T est unitaire a
droite dans T si les relations xseS , s€S, xe¢T entrainent xeS . Un

sous-demi-groupe est unitairc dans T g'il cst unitaire des deux cdtés.

- "”}/ ’, .
Soient alors He oF s K2 J7. Le complexe HK est réducteur. Si ac D,

il existe b et c¢ tels que 1'on ait ka = bk pour tout k&K et hb = ch
pour tout hesH. D'oli hka = hbtk = chk pour tout hke HK . On montre dec mdme
qu'il cxiste d wvérifiant ahk = hkd pour tout hkc HK . Donc HK ¢ 2f ot ¢
est un sous-demi-groune de ES .

Soit me?f, avee Me (> s Iu-,r"‘/ I1 existe bl et ¢, tels que 1l'on
ait amn = mnb, et n‘b1 = cyn pour tout mel , neN . D'ou amn = me,n  et,

ouisque N cgt réducteur, am = me, pour tout meM . D'autre part, il existe

b2 et cy tels ouc 1l'on ait an = nb et mnb2 = cymn  pour tout meM,
"néN . D'ol man = mnb = czmn et ma = = c,m  pour tout meM . Donc MeOf
ct est unitaire & dr01te< On montrc de méme que J” est unitaire & gauche,

Soit H, 1'ensemble des $léments h, de D pour lesquels il cxiste
he H vérifiant hk = kh, pour tout keK . Cna HK-= KH; et KH, est ré-

ducteur. Donc Hl est réducteur & gauchc. Soit ah, = bhl pour tout hle: Hl .
On a, pour tout k2K , kah1 = kbh ct il existe a' ¢t Db' tels que

ka = a'k , kb = b'k . D'oi 'kh"b'lf ,a':b' ka = kb et a =b . Done
/

Hl est réducteur. Commo KH Ked ot H, = QQ » On a Hl (. On mon-

tre de méme 1'existence de VH k]/ tel que 1l'on ait HK = KlH

Si le contre Z de D (cnsemble des 4ldments de D permutables avec

chaque élément de D ) n'est ras vide, 1'cnsemble (1 des complexes ﬁducteurs
1z

contenus dans Z est, s'il n'cst pas vide, un sous-deni-groupe de & .

L'ensemble C( sera appelé le r-centre de D .

Proposition 3. Si « est un cutomorphisme dec D , le conplexe H est r-inté-

rieur si et seulerment si o (H) ost r-intdricur.

Si H ost r-intérieur, ol (4) est réducteur 4° aprés la proposition 1 et
la oroposition symétrique. Si ageD » 11 existe a' tel que a == (a') et
b et ¢ telsque ha' = bth ot a'h = he pour tout heH . D'old
oi(ha') = ol(h)a = ot(bh) = cx (b) x (h) » o (a'h) = ax(h) = =((he) =X (h)cH(c)
pour tout <{(h) € o (H) ., Donc <A (E) ost r-intéricur.

Inversement, si O (H) oot r-intéricur, I ost réducteur. Il existe b’
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et c¢' tels que o(h)oi(a) = b' x(h) et ~(a) (h) = (h)e' pour tout
heH . 81 b' = x(b) et c¢' = &x(e) , ona w(ha) = (bh) et x(ah) =x(he).

D'oi ha = bh et ah = he pour tout hezH et H est r-intérieur.

2.- Automorphismes intéricurs.

Soit D un demi-groupe réductif dont le r-intérieur EF}n'cst pas vide,
ct soit H é‘gf . La correspondance a.->b définic par ha = bh pour tout
heH ost une applicaticn biunivoque de D sur D ., C'est de plus un automor-
phisme de D , En effet, si a'—> L', ona ha' = b'h pour tout heH .
D'oli haa' = bha' = bb'h pour tout hwm H . Nous désignerons par Sy cet au-

tomorphisme ot nous dirons que c'est un automorphisme intéricur de premiére

catégorie. L'application inverse b —> a définie par bh = ha pour tout

heH est aussi un automorphisme de D que nous appellerons automorphisme

intérieur de deuxiéme catdgorie ot que nous désignerons par j3H .

)

La notion d'automorphisme intéricur de premiére ou deuxiéme catégorie dans
un demi-groupe réductif D coineide, lersque D est un semi-groupe, avec la
notion d'automorphisme intéricur de premiére ou deuxiéme catégoric introduite
par P, Dubreil ([ 4], ch. II) dans cotts catégoric de demi-groupes. Lorsque D

est un groupe, on retrouve lo notion classique d'automorphisme intéricur.

Rappelons quelques définitions qui nous seront utiles dans la suite. Soit
T un demi-groupe quelconque. Unc équivalence R de T ocst réguliére A droite
si la relation a = b (R) ontraine ax = bx (R) pour tout x &T . Une équi-
valence S de T est simolifiable & droite si la relation ay = by (8) en-
traine a= b (S). On o les définitions symétriques. Si V est un complexe
quelconque de T , on désigne par V,'a 1l'enscmble des éléments x de T tels
que axeV ct par V".a 1l'cnsemble des éléments y de T tels que yaeV .
Au complexe V on peut associcr 1'équivalence principale & droite RV et
1'équivalence prineipale a gauche VR définios respectivement par
a=b (RV)<-..-->'\7.' a=V.'b, o =b (VR) >V, a=V"0b .,
Les équivalcnces Ry, ot VR sont respectivement réguliére & droite et régu-
liére & gauche. Le complexc V ost net & droite dans T, si V .'a £0
pour tout aeT . Il cet net, s'il ost not & droite ot & gauche. Le complexe V
est fort dans T, 81 V. anV . "b£@% ontratne V. a=V .'b . Il cst
équirésiducl dans T si V ." a =/ cntraine V'. a =g ot inversemont.
Le complexe V ost réversible, i, quels que soicnt a ;, beV , i1 oxiste
X,Y 52, teV vérifiant ax = by , za = tb.
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. . . .\
Désignons par Il 1'cnsemblc des automorvhismes intéricurs de promiére

. . . « N
catégoric et par 12 1'cnsemble des automorphismes intérieurs de deuxieme
catégorie de D .

. . . o\
Théoreme 2. L'enscmble Il dcs automorphismes intérieurs de oremiere catégo-

. . ! ’ 0
ric de D est un semi-groupe homomorphe au r-intérieur i}f de D . L'équiva-

lence réguliére z: définic par cct homomorphisme cst simplifiable et, s'il

n'est pas vide, le r-centre (7 de D st une classe mod E: .

o
L'cnsemble Il est sous-cnscmble du groupe A  des automorphismes de D .

SiciH e.Il ct iiK € Il s on a (}HCXK = App - Par conséquent I1 est un

sous-demi-groupe de A ; comme A c¢st un groupe , Il vérifie la régle de sim-
g

plification, c'est donc un scri-groupe. En faisant correspondre & He Ng

1'automorphisme (jHéEII ; hous voyons quo Il est homomorphe 3 dﬁ .

L'équivalence Z: est simnlifiable, puisquc Il est un semi-groupe., S'il

. X/’ by /)

n'est pas vide, l¢ r-centrec \% cst une classe mod Z: , car a tout Ge\g
(‘" o 3 , ]

correspond l'automorphisme idontique, et inversement tout complexe r-intéricur

3 . . » 2 ~)
engendrant 1'automorphisme identique est un é1ément de g& .

Théoréme 3. Le semi-groupe I1 est un groupe si et sculement si I, = 12 .

Pour qu'il en scit ainsi, il faut ot il suffit que lc r-centre soit non
q ;

- '(/ 3 o e . r .
vide et not dans ¢/~ . L'éguivalence }__ coincide alors avec 1'équivalence

principale a droite R, définie dans Ef/et on a 1'isomorphisme Il gzi}/RC; .
Ao
[

La nremiére partie découle du fait que I, est 1'cnsemble des automor-—

phismes inverses de ceux de Il .

Si I1 cst un groupe, lc r-contre (i n'est pas vide et CB est la clas-
- ~ 0 - {

se-unité de 1'équivalence 2_ . Donc { est net dans AN Comme Z: est ré-

guliére ot simplifiable, on a, d'apr®s un théorsme de P. Dubreil ([473, th, 21),

T =Ro ot 1, g\_»‘f/ag .
C

NS

Inversement, si ( n'cst pas vide, (% ast unc classe mod Z: et un
sous-demi-groupe de‘j‘T . Donc 1'élément ; de I1 correspondant & cette
classe est idempotent et par suite est élément-unité de I, 5 car dans un se-
mi-groupc un élément idempotent est toujours 1'élément-unité. Si de plus (3

C

cst net dans U", 1'41lément e est not dans I, qui est alors un groupe.
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Théoréme 4. Tout demi-groupe T peut &tre plongé dans un demi-groupe réductif

D tel gue tout automorphisme de T soit induit sur T par un automorphisme

intéricur de premiére catégorie de D.

Associons & T 1le demi-groupe T* défini de la fagon suivante : si T
possede un élément-unité, T = T* ; sinon, T* s'obtiont & partir dc T en lui
adjoignant un élément-unité, Désignons par e 1'élément-unité de ™ . Le de-
mi-groupe T* est réductif ot isomorphec au demi-groupe ® Qdes translations
a gauche de ™ . 5oit A 1le groupc des automorphismes dc T* . Los demi~
groupes A et @ sont des sous-demi-groupes du domi-groupe P des applica-
tions de T dans lui-méme. Désignons par D le sous-demi-groune de¢ P engen-
dré par A ot & . Le demi-groupe D est réductif, puisqu'il contient un
élément-unité, 1'automorphisme identiquc £ . S1 Y e¢h et 0c ®, il existe
D'e ® tel que l'on ait Dot = v . En effet, si £ est la translation &
gauche correspondant A terT , 81 t=ol(t') et si C' est la translation
4 gauche correspondant & t' , ona Boi(x) = to(x) = & (t'x) = o«(0'(x) .

Comme & € AN Q"), il résulte de ce qui précéde que tout élément de D
est de la forme ™ O . Dang lo demi-groupe D, les &1éments ™ de A sont
simplifiables, donc sont des complexes réducteurs de D . Ces éléments appar-

tiennent de plus au r-intérieur de D . En effct, on a, si 8 eD
-1 -1 -~
. ¢y = o C(;OL « A (go ol = A A 1 60(

Identifions maintenant dans le demi-groupe D les é1éments de O avee
* .
les éléments correspondants dz T° . Lee demi-groupes T et T sont plongés
dans le demi-groupc réductif D . L'automorphisme o de T ost induit sur

T)K 1t t hi intdri N , . s s
par l'automorphisme interieur o de premierc catdégorie de D défini par

-~

o §) = § > A = S

% \ ’ 4 . )K
= T , le théoreme est démontré ; si T ¢ T , le théoréme découle du

Si T
fait que tout automorphisme de T ost induit sur T par un automorphisme de
™ .

3.~ Relations de conjugaison ct d'<quiconjugaison.

Ces relations, introduites dens los semi-groupes par R. Croisot ([3])

~ - o I3 -y -
peuvent Stre aussi définies dans los demi-groupes riductifs.
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Nous considérons toujours un demi-groupe réductif D dont lo r-intérieur

i n'cst pas vide. Un compleoxe Y de D cst dit conjugué & droite d'un com-

plexe X , s'il oxiste He Cf tel que 1'on ait = (X) = Y . Nous avons alors
ﬂH(Y) =X et X est dit conjugué & gauche de Y . Le r-normalisateur d'un
complexe X cst l'ensomble des éléments H do J" tels que o (X) = X . Nous
le désignerons par Y(DX . Si le r-centre \.:{ n'est pas vidc, on a 9 CEILX

Nous appelons relation dc conjugaison la rclation suivante définie dans D
et notdée 6 :
a G b «b est conjugué A droitc de a .

Proposition 4. La rclation ( est transitive.

Soiont & Cb ob b (e . T1 existo H, K¢ % tols quo opa) = b,
A - L a) — -
K(b) =c . D'ol UKH(‘“) = O(KO«H(B.) =c .

Pour a €D, ona a Ga si et seulement si (J% # @, Clost immédiet.
Done

P
Provosition 5. La relation Q’) est une relation de préordre si ot seulomcnt si

()(;l;fﬁ pour tout a € D .,

C'est le cas c¢n particulier lorsgue le r-contre n'est pas vide.

Théoréme 5. Pour que G :0it unc relation d'dquivalence, il faut et il suffit

que le r-normalisateur c_fé de 2 soit non vide 2t net a gauche dans f
pour tout a ¢ D .

Si @ est unc rclation d'équivalence, 6 est réflexive et on a JZ £0
pour tout aeB/.Si He“ et si b“o((a),ona a (b ot b()a.
I1 oxiste Ke & tel quec a = = op(b) . Do (a) = o op(a) = ap(p) = a .
o . ‘ K 1 X
Donc KH € ¢ A qui est not a gauche.,

inversement, scit U # % ot net & gauchc pour tout a & D ., D'aprés
la proposition 5, la relatlon 6 est réflexive ot transitive. I1 faut montrer
qu'elle =st symétrique. Soit a ( b ; il cxiste H, KQ(J:) tels que (a) = b,
c'est-a-dire ha = bh pour tout h € H , ot Kie <)“ » ¢'est-a-dire kha akh
pour tout heH ot k&K ., D'oh kbh = akh et kb = ak pour tout keK .
Donc O(K(b) =a ot bGa.

La rclation 6 est unc éguivalence on particulier lorsque le¢ r-centre q

n'est pas vide ¢t est net a gauchc dans «G}‘/ ‘

La rclation TJX d'équiconjugaison & droitc du complexe X de D ost
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définic dans le r-intéricur < par
9] s - X
H Py Keoty (x) = K (x) .
Cotte relation PX est évidemment une équivalence,

Théoréme 6. L'équivalence PX cst réguliére & gauchc ot simnlifiable & gau-

che. Les classes de (]/ mod PX correspondent biunivoquement aux différents

complexes conjugués a droite de X .

Si H z K( PX) , ona O ( ) =& (X) Si M 66}1, on a alors
- o - i — X - H =M
olMo(H(X) = MH(x) = o(_, L (x) _am{(x) et MH-NK(PX) .

Si MH=MK(Py) , ona o o (X) = &, (X) . Dlolt o), & (X) =%, % (X)
(@) = A X) et Hz K(P,) .

Au complexe Y conjugué & droite de X faisons correspondrc la classe
de q/mod \JX constitué des éléments H do (ﬁ/ tels que O(H(X) =Y . Nous

- définissons ainsi unc anplication biunivoque.

N4
Théorsme 7. S'il n'cst pas vide, le r-normalisateur :/"UX du complexe X est

—

un sous-demi-groupe unitaire et réversible de ¢ et de é . De plus,.f?@X

cst fort ct équirdsiducl dans “f ; c'ost une classe mod PX ct 1'on a

i
¥

. C ., R
Uy = %X

ol ,» R est 1'équivalence principale & gauche associée wajx « Si en outre

X;X okt net gauchc dans ¢F , on a
PX = \)5 R B
v
Soient H, Keuv(: Do & (X) =X et ™ (X) = X suit

O‘HK(X) = H K(X) = o, (k) =X . r)onc HK €« )6 ot C)(J est un sous-demi-

groupe de ’] .
Si T(ﬁ/_éi\"é( avee Teg/,ona uTP(X)=X= o & (X): X (X) .
g 1
Done T'UX.Sl HVC) avee Ve , ona L (X)_X-—CYH V(X),CG
qui oxige o (X) =X et Véa/t’j’{ . Por conséquent, d est unitairc dans (/‘,

ot aussi dans & , puisgue {F cst unitaire dans (‘3 (th. 1).

D'apres le theoreme 1, i1 existe H; ; J" tcls que HK = KH K.,H.

Mais = K H CC)U . D'ol, nuisque \:Q"DX \,st unitairc dans J” ch ,
d’@ et J/ cst réversible,

SOit JGX'. T = ¢ avec T éaq/ . Si V(: \—;}@X °. T ’ on a VT 63@ . Il
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existe V, a‘gﬁ tel que VT = TVlé-gtk et Vlé.i)éx ." T, ce qui est impos-
sible. Donc % . T=¢ . On démontre de méme 1'inverse., Par conséquent, 8%%

est équirésiducl dans & .

o
Le¢ r-normalisateur DQ% st évidemment une classc mod Pk . Comme EDX
est réguliére a gauchc ot simplifiablc & gauche, on a, d'aprés un théoréme de
P. Dubreil ([4], th. 21), ?& Csy R ot Dﬂ& cst fort dans EF}. Si 9@&

est net A gauche, 1'égalité PY = fﬂ%R découle du mime théoréme.
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