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1e= Piltre V(a) des voisinages fermés de a dans un treillis distributif gquelcongque

Dans la conférence I, nous avons défini et étudié le treillis des filtres
d'un treillis distributif OG quelconque (§ 4). Nous allons donner ici un nouvel
exemple de filtre dans c’(\; , ainsi que son interprétation topologique lorsque

" le treillis considéré est le treillis (l" des éléments fermés d'une topologie

dans un treillis de Boole complet T.

Soit CZ; un treillis distributif quelconque avec o et us Soit a un élé-
ment fixé dans %o . Considérons les éléments v tels qu'on puisse trouver un
élément =x(v) vérifiant:

anx=o0 9 XUV = U
Cet ensemble V n'est pas vide puisque u €V (amo=0, couu=1u

Montrons que V est un filtre. Supposons v1 ev et. V5 € V., On a dones

anNnx, =0 v, = O 3 =
1 9 x1u1 3 af\xz 0 ’ xguv

On en déduit:

u .

an (x1u x2)=o y (x1u xg)u(v1r\ v2)=u
dtolr
‘ v1r\ v2€_V.
Supposons maintenant v € V et soit 2z 2 v. On a donc:
anNnx=o0 y XUV =11 s d'ol x Uz =u sy 68 2z €V,

Ltensemble V est donc un filtre V(a).

Théoréme I - L'ensemble des éléments v tels ques

anxs=o ’ XuvVv=u

forme un filtre V(a) vérifiant les propriétés suivantes:
1°) V(a)&)a( 2°) V(e ub) = V(a) N V(D) 30) V(o) = Jo(.
1°) En effet, asamnu=an(xuv)=(anx)uv(anv)=anv,
dfoir al Ve
2°) Soit w &V (a ub) j on a done
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(avb)Nx=0 , xUW=1U
dtod . (anx)u(dbAnzx)=0,anx=0, bnx0 , Xuwu, weV(a)V(d)
et V(a U b) € V(a) N V(b)
Inversement, soit w € V(a) n V(b)e On a :

o y JTUW=Uu,

1}

anNn xX=0 3, XUuw=21u $ bNn y

dtou

i}

(aub)AnxAy=0, wulxAay)=u, we&Viaub)

et V(a) N 7(b) € V(a U b)

3°) V(o). est le filtre impropre )o( 3 V(a) est toujours un filtre propre
lorsque a £ o o
DEFINITION 1 - Dans le treillis distributif quelconque (G , le filtre

V(a) s'appelle le filtre des voisinages fermés de ae

Cette définition provient de l'interprétation topologlque qu'on peut en
donner dans le cas particulier ol %3 est le treillis d> des éléments fermés

d'une topologie dans un treillis de Boole complet T. (1, § 2).

Théoréme 2 - éP étant le treillis des éléments fermés d'une topologie

dans T , le filtre des voisinages fermés de a & ?P coincide avec 1l'ensemble

decs voisinages fermés de a dans la topologie considérée.

Soit v un voisinage fermé dec a dans la topologie de T .

On a donc:
: a LW (v

CL) étant un ouvert de T « Le complément x = UJ‘ de w dans T est un fermé
qui vérifie:
anxJ WnNnx=0 , d'oll aNxX=0 § XUTZ2X VW =1
L'élément v est donc un élément du filtre V(a) dans <
Réciproquement, soit v € V(a). Il existe donc un élément fermé x tel ques
aNnx=0 3 XUV = U V
* On sait déja que a.é:v (The 1)+ Le complément ) = x'* de x est un ouvert
qui vérifio "
' al w <L v

v est bion un voisinage fermé de a dans la topologie considérée.

2.~ Eléments séparés dans un treillis distributif quelconque

-Définition 2 - Dans un treillis distributif quelconque avec o et u , deux
éléments a et b sont séparés s'il existe deux éléments a' et b' tels ques -
(1) anat=o0, bNA Db =0 , a'u b' = u .

Propriété 1 - Deux éléments séparés sont étrangers (ou disjoints)(l)

s.'oooooo‘Oo.eoe.ueeaoenooooaeun'aoaooaaoooonoooooo’ncooooooooo00000'0000000090’

(1) Dcux éléments a et b sont étrangers ou disjoints, s'ils vérifient an b =
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En effet:
anb=anbru=(and)n (a’vb) = (anbnat)u(anbn b)=o

Propriété 2 — Pour gue deux éléments a et b soicnt séparés, il faut et

il suffit que 1'un soit étranger & un voisinage fermé de 1l'autre.

La condition est nécessaire, puisque, d'aprés (1), b' est un voisinage
fermé de a vérifiant b A b' = o. Elle est suffisantc, puisque, si D est
étranger & un voisinage b' dea ; ona bnN b' = o et il existc un élément a!
vérifiant aNa' =0 , at U b' = U

La notion de séparation est susceptible d'une interprétation topologique
dans le cas ol % est le treillis (1) des éléments fermés d'une topologie dans

un treillis de Boole complet T .

Théoréme 2 - Pour quec deux éléments fermés a et b soicnt séparés dans

le treillis ‘I’ des fermés d'unc topologie dans T , il faut et il suffit qu'il

existe dans T deux voisinages (1) de a et b disjoints.

La condition est néccssairc. Supposons a et b sdparés dans ‘1’ o« I1 existe
donc a' et b' vérifiant ana' =0 , bNA D' =0 ;, atv D' = u. Les compléments
de a' et b' sont deux éléments ouverts u.)1 et u)g . La relation a'vu b' =u
entraine w4 NnowW 5 =0 et les relations ana' =o et bNDb' =0 entral-
et b wo w ., et W

nent a & w sont donc dcux voisinages de a

2 2

1 1

et b disjoints dans T.
La condition cst suffisante. Supposons qu'il existe dans T doux voisinages
disjoints v, et v, de a ¢t b . On a donc:
< w L« < - tod N = 0.
a\w1\v1 , b3S w2$v2,v1nv20,dou cu1 W, =0
Les compléments a' et b' de ux_)1 et (,02 sont fermés. La relation
w 1 O w o
anats bk),]

Les éléments fermés a et b sont donc séparés dans ‘-1’ .

= o entraine a' U b' =u . On a de pluss
N a'= o , bbbt & u._}gr\ b'= 0 , d'oliz anN a' = 0y b/ b'=0.

Le théorémoc 3 permet donc d'exprimer la propriété ou axiome de séparation
de doux éléments fermés d'une topologie dans T uniquement en termes de ‘I’ ct
non de T. Or, cette propriété de séparation est & la base de la classification '

dos principalcs topologics (voir § 4,5,6).

3¢= Treillis de KURATOWSKI

On sait qu'un espace topologique E est un espace de Kuratowskl, ou espace

® 600600600000 0906005050930600060.000060600D0O0O0C000600060C0O0D0e600e@0600O0D0O0O0O0300060600O0O0O0EO©0O00O0O0OCOIOO0D0EEO0EO0 /

(1) I1 s'agit ici de voisinages ordinaires dans T, tels qu'ils sont définis
Conf. I, § 5.
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'I‘1 , si tous scs points, c'est-a-dire tous les éléments de E , sont des ensembles
formés. Dans ce cas, le treillis d des onsembles formés de E , est un treillis
distributif complet dans lequel tout élément est union de pointse Ce treillis

cst donc un treillis de Kuratowski, au sens de la définition abstraite suivantes

Définition 3 -~ On appelle treillis de Kuratowski un treillis distributif

complet dans lequel tout élément non nul est union de points.

I1 est intéressant de comparer cette définition avec celle d'un treillis
géométrique (Conf. Treillis géométriques, I, S 2, déf.2). Toutes les propriétés
de la définition d'un treillis géométrique sont vérifiées, & 1l'exclusion de la
prppriété IV : si un point P est situé dans l'union de points Pc& en nombre
infini, il est situé dans 1'union d'un nombre fini d'entre eux. Si cette proprié-
té IV &tait vérifide dans un treillis de Kuratowski, celui-ci serait donc un
tréillis distributif ot géométriquo, donc un treillis de parties P(E) (Conf.
Treillis gédm., II,.Th.1)s D'ailleurs, un treillis géométrique n'est pas en géné-
ral U —continu, tandis qu'un treillis de Kuratowski 1l'est en vertu de la proprié-

té plus générale suivantecs

Propriété 3 — Un treillis dec Kuratowski P 1 vérifie la loi de U —distri-

butivité générale 3

V) - '
Ul O Tx )T xet (x vy )

On a toujours dans tout treillis complet:
X U M < O
(OQC:at T 1€ x e (Fovy )

Inversement, soit p un point tel ques
p< N, (xu
oA YT
On a donc p<x VY Pour tout  et, puisque éP1 est distributif, p £ x
ou p< « Le premier cas implique < o o
oup<y P pligue p&xw ("N g vy )

Supposons donc P é.x d'olt 'p.S ur tout et par suite N
, S X Y PO X P que#’byq’

'est-a-di < M .
clest-a-dire p\xu(lo(efbyu)

Propriété 4 - Tout treillis de Kuratowski 451 peut &tre immergé dans un

treillis P(E) avec conservation des interscctions infinies, E étant 1'ensemble

des points de. 4}1 .

A chaque élément x 6,‘i51 faisons correspondre 1'ensemble f(x)=X € P(E)
des points p < x. Cet ensemble est non vide si x # 03 si x = o0,y on prend
X =¢ . Tout élément non nul de k@1 étant union de points, on obtient ainsi
une application.biunivoque de 4’1 sur un sous-enscmble de (P(E). éettc appli-

cation conserve les interscctions infiniess
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En effet, soit péf\xo(;onadonc pour tout =X
p$x°( dtod péXq et péﬁXc(
Inversement, si peE A Xc{ , on a pour tout &
péXD( , donc p5x°< ct p\éﬁxo(

clest-a-dire

Pef(ﬂxo()
Cette application conserve les unions finies:
. flxuy) =X UyY |
En effet, soit p € f(x wy) 5 on a donc p< xUy , c'est-d-dire, le treillis
<P1 Stant distributif, |
p<x oh p<L<y 4 donc p€X ou pe€y
et par suite |
pEXDY
Réciproquement, si pe X &Y ,ona p&X ou p&Y , d'ol
p<x ou p<y, clest-d~dire p<Lxuy ot pe&f(xuy)

considére
{comme le treillis des ensembles fermés d'un espace topologique E de Kuratowski.

On a donc le théoréme suivant:

ge la propriété 4 résulte qu'un treillis abstrait de Kuratowski peut &tre

Théoréme 4 - Pour qu'un treillis C131 soit isomorphe au treillis des ensem-

bles fermés d'un cspace topologique dc Kuratowski, il faut et il suffit gue ce

soit un treillis abstrait de Kuratowski.

Remarquons en outre, que 1l'espace topologique E est défini par le treillis
4131 4 un homéomorphisme prés. En effet, si E' est un 2me cspace topologique
s <P

1

admettant pour treillis d'enscmbles fermés un treillis isomorrphe & s l'en—

semblc des X € P(E) ot 1l'enscmble des X' € P(E) peuvent &tre mis en corres—
pondance biunivoque par l'intermédiaire des points de c].)1. A un ensemble fermé
de E correspond un élément de ‘-131 et par suite, un enscmble fermé de E'.

Inversement, tout ensemble fermé de E' cst l'image d'un cnsemble formé de E .
Ltanplication X —> X' c¢st donc bien un homéomorphisme entrc les deux espaces

topologiquecs E et Et.

4o~ Treillis dec Hausdorff

On sait qu'un espace topologique de Hausdorff ou cspacc T est un espace

2
topologique de Kuratowski dans lequel deux points distincts possédent toujours

deux voisinages disjoints. D'aprés lc théoréme 3 (8 2), cottc propriété peut

s'énoncer au moyecn du treillis CP des cnsembles fermés de T2 s sous la forme

2
suivante s il faut et il suffit que deux points distincts du treillis CP 5
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soient toujours séparés dans 4;2 (au soms de la définition 2). Ceci nous conduit
a4 la définition abstraite suivante:

Définition 4 — On appellc treillis de Hausdorff, ou treillis %’2 s un

A

treillis dec Kuratowski dans lequel dcux points distincts sont toujours séparés.
Des théorémes 3 et 4 résultent alors lc théoreme suivants

Théordme 5 - Four gu'un treillis soit isomorphe au ftreillis des ensembles

fermés d'un espace topologique de Hausdorff, il faut et il suffit quc ce soit

un troillis q>2 de Hausdorff.

L' >space de Hausdorff E est alors défini par ‘@ 0 a un homéomorphisme
Prés.
Un treillis de Hausdorff peut aussi 8trc caractérisé par une propriété du

filtre des voisinages fermés d'un point, défini au paragraphe l.

Théoréme 6 -~ Pour gu! un trcillis de Kuratowski soit un treillis dc Hausdorff

il faut ct il suffit guec 1'intersection des elemunts du filtre V(a) des voisi~

nages fermés de tout point a soit égale & a .

Ranpelons que v & V(a) si et seulement si on peut trouver =x tel quo:
(1) anNx=0 4, XUYV=1U.
Considérons 1'intersection i des éléments du filtre V(a) et supposons i> a.
Le treillis étant de Kuratowski, il cxisterait un point b +tel que b €i et
b % a o Lec treillis étant de Hausdorff, on peut trouver a' et b' wérifiant:
(2) ana'=o0o 4y bod =0 , at v b' = u.
Les rclations (2) montrent que b' € V(a) 5 on en déduit i< b' et b Db',
d'oli b A Db' = b # o, contrairement & 1'hypothése b N b' = o.
Réciproquement, soit ?P 5 un treillis de Kuratowski dans lequel lcos voisi-
nages fermés de tout point a ont une intersection égrnle & a » Donnons nous
un deuxiéme point b différent de a . Par hypothése, il existc un voisinage
formé b' de b noc contenant pas 2 o Il on résultc, d'aprés la propriété 2 (8 2)

que les points a et b sont séparés. q?g est donc un treillis de Hausdorff.

S5e= Treillis réguliers.

Un cespace topologique régulicr ou espace T est un cspace topologique dec

Kuratowski dans lequel un enscmble fermé a et in point p ¢A sont toujours
séparés. D'aprés le théoreme 3 (8 2), cettc propriété peut s!énoncer on termes
du treillis 453 des cnsembles formés de T3 sous la forme suivantes il faut
et il suffit que, dans 473 y un élément a ¢t un point p‘$'a soient séparés

(eu sens algébrique de la définition 2). Ceci suggére la définition abstraito
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suivantes - .
Définition 5 - On appelle treillis régulicr, ou treillis 493 y Uun treillis

dec Kuratowski dens lecquel un élémont a ct un point p#£ a sont toujours séparés
Des théorémes 3 et 4 résultent alors -immédiatement:

Théorémc 6 - Pour gu'un trcillis soit isomorphe au treillis des cnsembles

fermés d'un cspace topologigue régulicr, il faut et il suffit que cc soit un

treillis {33 régulicr.

En comparant lcs définitions 4 et 5 , on voit qu'un treillis régulier est

un treillis de Hausdorff particulicr.

La démonstration du théordme 6 s'étond aussitét aux treillis régulicrs pour

donner le théoréme suivant:

Théoréme T - Pour gqu'un trcillis de¢ Kuratowski soit régulicr, il faut ct

il suffit que 1l'intersection des éléments du filtre V(a) dos voisindges formés

de tout élément a soit dgale & a .

o= Treillis normauxe.

Un espacc topologique normal, ou espace T4 s est un cspace topologique de
Kuratowski dans lequcl deux enscmbles fermés disjoints sont toujours séparés
. au sens topologique. Cette propriété peut donc s'énoncer on termes du treillis.
4? 4 des enscembles fermés de T4 sous la forme suivante : il faut ot il suf-
fit que, dans 4§4., deux éléments a et b disjoints (am b = o) soicnt toujours
séparés (au scns algébrique de la définition 2). Ceci conduit & lo définition
abstraite suivante:

Définition 6 - On appelle trcillis normal , ou trecillis C? 4 un treillis

de Kuratowski dans lequel doux élémonts a et b disjoints (a n b = o) sont
toujours séparés.

Par suites

Théoréme 8 -~ Pour qu'un treillis soit isomorphe au treillis des censembles

formés d'un cspace topologigue normal, il faut ot il suffit que ce soit un

treillis <P 4 normal.

Un treillis rormal cst évidemment un cas particulier de treillis régulior.
Le théorémc 7 cest valable pour un treillis normal,mais il ne peut &trec renforcé.
Par contre, on peut donner unc propriété caractéristique algébriquec intércssante
qui n'est .autre gqu'une forme algébriﬁue équivalente & la notion d'éléments

séparés. Cette forme fait intervenir le troillis zT des idéaux d'un treillis
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distributif queclconque CZ? avec o0 et u 4, que nous supposons connu (au méme
titre que le treillis F des filtres, étudié dans la Conf. I, 8 4).
Ce treillis étant N —distributif général pcut 8tre considéré comme un demi-
groupe réticulé résidué, et les notions de pscudo-complément A™ ou résiduel
0O : A, y sont valables. (Cf. Conf. I, 8 6) , ainsi que cclle de filtre princi-
pal (a).

La propriété suivantc est alors unc propriété caractéristique de deux é1é-~
ments séparés;'elle est par suite équivalcnte a la propriété 2 (§ 2).

Oe . , . .
Propriété 5 - Pour que deuw éléments a et b de O soient séparés, il
. o 5
¢

faut ct il suffit que l'on ait dans le treillisVdes idéaux de

(2) ot (a) uo s (b) = (u)

En coffet, o s (a) ost 1'idéal des éléments x €T gqui vérifient a mnx = o»

de mdme, o : (b) eost 1'idéal decs éléments y € T qui vérifient bn Y =0 e
La rclation (2) revient alors & l'existence d'un élément a' & o (a) et dtun
élément Db'€ o 2 b tels que ¢ a' U b' = u , clest-a-dirc & 1l'oxistence de
a! et b' vérifiant

anat' =o b Db =0 a' v b' = u.
ce qui cst la relation (1) de la définition 2 (8§ 2).

Dlonis

Théoréme 9 - Pour gu'un treillis de Kuratowski dB soit normal, il faut

et il suffit que, dans le treillis des idéaux de Cb

implique o 3 (a) v o & (b) = (u)

La notion de treillis normal sc généralise de fagon évidente aux treillis

L0 la relation (a) N (b)=o

sans pointse.

Te—= Treillis compacts.

Définition 7 2 Un treillis 9& compact est un treillis de Hausdorff qui
vérifie 1l'axiomc suivants

Toute interscection nulle d'éléments x°(~est aussi l'intorsection dtun

nombre fini d'entre euxe.

La définition d'un treillis compact est évidemment suggérée par lc théoréme

suivants

"Théoréme 10 ~ Pour qu'un treillis soit 1somorphe au treillis des ensembles

fermés d'un espace topologigue compact, (1) il faut ot il suffit que ce soit un

treillis compact.

00000oooooononocoooooacaoo'oooonooeoeooooooooocoooovoocooaooenooooaeolooeooe'oo.t.

(1) Au sens de Bourbaki, "bicompact" suivant d'autres auteurs..
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Los treillis compacts sont des treillis réguliers et normaux particulierss

Théoréme 11 - Un treillisAcompact est régulicre

Considérons dans le treillis compact é@ un point p et un élément fermé
b >y, Puisque le treillis est de Hausdorff, l'interscction M v, des
AP 1 e def, &

voisinages fermés V de D cst égale & p « Doncs

b.f'\ f\ v =0

3 (ofe'n o)

et, puisque 4? cst compact, une intcrsection finie de ces éléments est nulle.
Comme unc interscction finie dc voisinages fermés de p cst un voisinage fermé
de p, il ecxistc donc un voisinage fermé v de p Tel que b nv = 0. Cela
prouve que (Propr.2, §2) que p et b sont séparés dans b , qui cst par suite

régulier.

Théorsme 12 — Un trcillis compact cst normal. (démonstration analogue).

Los théorémes suivants donnent des propriétés caractéristiques d'un treillis

compacte

Théoréme 13 - Pour qu'un treillis de Hausdorff 4? soit compact, il faut

ot il suffit, que tout filtre propre ait unc intcrscction non nulle.

La condition est nécessaire, car si N X , =0 our les éléments x
aef, T 7O PR X

dtun filtre F propre d'un treillis compact; on a aussis
XD( f\”./\Xo(n=O,
ce qui cst impossible puisque F ecst un filtre propre.

La condition est suffisantc 53 soit en effets M bd = 0
’ x EA T

pour un ensomble quelconoue d'éléments xc¥ de q? s, et supposons gque toute in-

tersection finie d'dléments x  soit non nulle. Ces intorsections finies forment

une base (l)de filtre propre F § ceclui-ci ayént une intersection 1 non nulley,

or eurait x > i # o dtol ‘ |
c&i;;ﬁ *oq > i # o ce qui cst contraire & 1'hypo-

thésce.

Théoréme 14 -~ Pour gu'un trcillis de Hausdorff P soit compact, il faut

et il suffit que tout ultrafiltre soit principal.

. {

En effet, un ultrafiltre (2) U d'un treillis compact posséde, d'aprés le

le théorémec 13, une intersection p non nulloc,
~ On adonc, U C)p(, ce qui prouve que U= ) p ( , et que p ecst un

pointe.
.ooooéooacooeoooooooaaoaaanaooocoooooa5000aoooconooaooqooouoooeouueoooooooooonal
(1) Ctest-a-dire que les éléments qui leur sont supérieurs ou égaux forment un

filtre propre F .

(2) Existence ot définition données dans la Conf. I (8 44 propr. 3),
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Réciproquement, si tout ultrafiltre de 4? cest principal, on a pour tout
filtre propre F un ultrafiltre U = ) p ( contenant F , d'od

X Zp,pourtout X
ctestea~dire

CX:;)@ X £ 0.
Le théoréme 13 montrc alors que éP cst compact.

Toutes lcs définitions et tous les résultats de cotte conféronce possédent
évidemment dos définitions duales et des résultats duaux, s'appliquant au trecillis

dcs cnsembles ouverts d'un espace topologiguce Nous nc les énoncerons pas ici.

——— - - o s -



