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APPLICATION DE LA THÉORIE DES ANNEAUX

A L’ETUDE DE DEMI-GROUPES

par Mlle M. TEISSIER

Faculté des Sciences de Paris

Séminaire A. CHÂTEIET et P. DUBREIL
(ALGÈBRE et THÉORIE DES NOMBRES)

Année 1950/51
-:-:-!-

Exposé nO 5

La but de cet exposé est d t ap:liquer les méthodes de la théorie des anneaux à
l’étude des demi-groupes, c’est-à-dire des ensembles sur lesquels est définie une
seule opération associative, notée multiplicativement, et en général ne vérifiant
pas la règle de simplification

Nous utiliserons ici les notions d’idéal à gauche, c’est-à.dire de sous-ensembles
G permis pour la multiplication à gauche par un élément quelconque de demi-groupe
D , autrement dit vérifiant DG ç G . Les idéaux à droite et les idéaux bilatères
ont une définition analogue.

1. L’homomorphisme de Rees,

Soit D un demi-groupe, I un idéal bilatère de D . Nous allons définir un

nouveau demi-groupe qui aura des propriétés analogues à celles d’un anneau de clas-
ses résiduelles modulo un idéal. Nous définissons donc un demi-groupe D’~ de la

manière suivante :

1° A chaque élément de D correspond un élément de D* et réciproquement à
chaque élément de D* correspond au moins un élément de D .

2° A tous les éléments de I correspond le élément de D* .
3° Réciproquement, si deux élément de D déterminent le méme élément de D~ ~

ils appartiennent tous deux à 1 . ’

4° La correspondance conserve la multiplication.

Il est immédiat que, D et I étant donnés, D* existe, et est déterminé de
façon unique à un isomorphisme près. Aux éléments de I correspond le zéro de
D~ . On peut, pour obtenir D’~ , ajouter un zéro à D (si D est sans zéro) et
considérer l’endomorphisme de 0} qui consiste à appliquer tout élément de
1 sur zéro et tout autre élément de D sur lui-m6me, On écrit en général D* = D -I .

Cet homomorphisme, introduit par REES [4] peut être utilisé pour obtenir certains



résultats dont la forme est tout à fait analogue à celle de théorèmes contenant les

anneaux, mais dont la démonstration est beaucoup plus triviale. Nous allons les

énoncer rapidement.
/ ,

THEOREME d’homomorphisme (dans cette section, on désigne, pour abréger, par
"idéaux" les idéaux bilatères).

1~ Si 12 sont deux idéaux de D tels que 12
a) I? est un idéal de D - 1~ ,
b) (D - 1~) - (Il - I~)~D - Il .
Réciproquement, tout idéal X de D - 12 est déterminé par un idéal Il de D

tel que :

~° Soient I un idéal d’un demi-groupe D, H un sous-demi-groupe du m~me demi-

groupe. Appelons R la réunion (au sens de la théorie des ensembles) R = H .

K l’intersection I ~ H ; I U H est un sous-demi-groupe dont I est un idéal ;
K est un idéal de H , et on a R - I ~ H - K .

THEOREME de Jordan-Holder. - Soit D un demi-groupe. On définit une suite des-

dendante de D1 ... ~ Dr dans laquelle D r est vide

et un idéal de D.. Les facteurs de la série sont les demi-groupes
. différences. D. - D ..

Deux séries sont isomorphes si on peut établir une correspondance dans laquelle
les facteurs qui se correspondent sont isomorphes.

Deux séries d’un demi-groupe D

ont des raffinements isomorphes qui sont respectivement :



d’après ce qui précède :

Deux séries de composition (séries n’admettant plus de raffinement) sont iso-

morphes.

2. Demi-groupes ayant des idéaux minimaux.

L’étude de ces demi-groupes a été faite par SUSCHKEWITSCH [5] pour les demi-grou-
pes. finis, puis par REES [4] et CLIFFORD [1], [2] dans le cas générale avec une
méthode qui diffère un peu de celle qui est exposée ici.

Un idéal à gauche est minimal s’il ne contient pas d’autre idéal à gauche que

lui-même, et, éventuellement, l’idéal zéro.

A. D est un demi-groupe sans zéro contenant au moins un idéal à gauche minimal. -

Soit Q" cet idéal. Pour tout x l’idéal à gauche donc Dx = g ;
de même g x = g ; on peut donc faire division à gauche dans g . On a les pro-
priétés suivantes 1

1°. Si g est un idéal à gauche minimale pour tout a 6 D , g a est un idéal

à gauche minimal. En effet, aoi t y G d a ; y = xa , donc

Dy = Dxa = (î a w i a est donc minimal.

2°. Réciproquement, tout idéal à gauche minimal de D peut s’écrire

j ’ = fi étant un idéal à gauche minimal quelconque. En effet, soit b 6 ~

(ï b est un idéal à gauche contenu dans § ’ , donc ’~b = ~ ’ .
3°. Deux idéaux à gauche minimaux distincts sont disjoints.

4°. Il résulte de 1° et 2° que J = ~ g x = gD est la réunion de tous
x 

"

les idéaux à gauche minimaux de D . C’est un idéal bilatère. Remarquons que, dans

l’expression de ~J ~ ~ peut est remplacé par un idéal à gauche minimal quel-
c onque.

Montrons que ~J est un idéal bilatère minimal. Soit ; un idéal bilatère con-

tenu dans J , donc ; = "( C , et 1 a une intersection non vide avec au
moins un des idéaux minimaux à gauche de D , soit ~ ’ - ~7~ (Y~ ~ ~ donc
 ~ 03B1 = 03B1’ ; donc g’ ~ 1 = g ’D ~ j D et 
est minimal. De plus, il est contenu dans tout idéal bilatère de D ; c’est donc

le seul idéal bilatère minimal (c’est l’idéal minimum).

En effet, si K est un autre idéal bilatère C est donc



un idéal bilatère contenu dans donc lÎl n K =  et  ~ K .

On voit facilement que est un demi-groupe ne possédant pas d’autre idéal

bilatère que lui-même (puisque pour x é  , $ X 2Î = (j §Ôl = §Ù/ ) on dit que

§Ô~ est un demi-groupe simple.

Ces propriétés rappellent celles àes anneaux vé.rifiant la condition minimale

pour les idéaux à gauche (anneaux à ’Artin). i,>his, con trairemen t aux anneaux, le

demi-groupe simple , même s ’il vérifie la condition minimale pour les idéaux

à gauche (s’il contient un nombre fini d’idéaux minimaux à gauche) ne contient pas
nécessairement un idempotent, ni un idéal minimal à droite. Noux sommes amenés à

faire l’une ou l’autre àes hypothèses supplémentaires suivantes, dont on montre

facilement l’équivalence : £Î contient un élément idempotent, ou D contient un

idéal à droite minimal.

. Supposons qu’il existe dans D un idéal à droite minimal 03B41 . En reprenant à
droite les raisonnements faits à gauche dans ce qui précède, on montrerait que la

réunion de tous les idéaux à droite minimaux àe D est un idéal bilatère minimun,
donc nécessairement confondu avec ? , on a : Y = ] D = D"1 = U 0 1 = 
Soient g i , 

03B4
k 

un idéal à gauche et un idéal à droite minimaux quelconques. On

a 03B4k 1 1 1 03B4, ~ gi , donc 03B4k ~ gi n’est jamais vide. De plus, 03B4k gi
est un demi-groupe car 03B4j i x x k j - à soit x e à j . on a
x E §i d i ; x = l i et b É l’il = 

" 

03B4k gi . On Peut donc faire la di-
vision à gauche dans 03B4k g i ; on montrerait de même qu’ on peut faire la division

à droite; j 1 est dOnC Un grOUPe. Ce groupe Possède Un élément Unité 

L’idempotent eik , contenu dans 03B4
i 

et g k , 
est un élément unité à gauche dans03B4k et à droite dans gi. Il en résulte que tout 

peut s’écrire x 
* 

= x eik 
donc i 1 ~ 03C3

k gi et par conséquent

gi ~ 03B4 k = 03B4k g i = 
C 

ik .

LeS résultats obtenus sont représentés dans 1a tableau suivant, à la fois "table

d’intersection" et âe multiplication (ligne par colonne).



Nous allons montrer que tous les groupes sont isomorphes. Prenons un idéal
à droite min:imal quelconque, que nous appellerons d.. On a d == C11 + C21 ... Ci1 ..
éléments unités respectifs ... e...
Soient b.. etc. les éléments de ~~ . On a :

On a une application de C11
Posons al~ e~l = s,21 ’ bIl e~l = b~~ ~ a toujours e~ e~~ = e ) ,

Cette application est un homomorphisme, en effet ;

l’application est donc biunivoque, sont des groupes isomorphes.
Pour les autres groupes Ci1 , on définit de 

Il en résulte a~ e , = a . ~ et plus généralement: a., b.. = a., b., . Ceci montre~ ~ ~ ~T ~~ J~ J Jl 
qu’en connaissant la table de multiplication de ~ ~ on connaît celle do ~. ,

Prenons successivement tous les idéaux à gauche minimaux, on obtient :

On connaît la structure contenu dans 03B41 . Or Ci2 =e Ci1 . On dé-
finit e~~ a~~ = e~ b~~ = b~~ ~ etc. de même

les ~11 ~’ étant définis dans ~.. On montre comme dans ~. que tous les

~ik sont isomorphes à ~~ , donc à tous les groupes sont isomorphes
entre eux. Quel que soit i~ on a :



Dans chacun des idéaux à gauche gi , comme dans 03B41 , on connaît la table de

multiplication quand on connaît celle de C11 . Mais ceci n’est en général plus
vrai dans les idéaux à droite (k ~ l) . En général :

SUSCHKEWITSCH a montré que a... e = àjk , la correspondance étant

un automorphisme intérieur de et a construit des tables de multiplication

de demi-groupes finis [5~] (en prenant des demi-groupes d’applications d’un en-

semble fini dans 

B. D est un demi-groupe avec zéro contenant aLL iroins un idéal à gaucho minimale -

Toujours par analogie avec les anneaux, nous supposons D sans idéaux nilpotents.

un idéal à gauche minima.l il ne contient pas d’autre sous-idéaux que lui-

même ou zéro. d n’étant pas nilpotent, on a nécessairement g 2 = g.
~ ~ -*

Pour x ~ 0 ~ Dx est un idéal à gauche contenu dans 1 . On ne peut avoir
Dx == 0 ~ sinon ~ x ~ 0 ( serait un idéal nilpotent ; donc Dx == ~ $

Partition des idéaux minimaux. - Soient g1 , g o 
deux idéaux minimaux ; on a

toujours 03B11 ~ g2 = 0 et g1 g2 = g2 ou 0 .

1° Tout idéal minimal à gauche est idempotent, g21 ~ 0 .

donc, on se peut avoir CL û. =0 .
3° ~ ~~ 0 et ~ ~ ~02014~ ~ ~3~0 en effet :

La relation g2 ~ 0 entre g1 et g2 est une équivalence qui répartit les
idéaux minimaux en classes disj ointes, deux idéaux ~L et OL appartenant à la
même classe si, et seulement si g1 g2 ~ 0 .

Si d est un idéal à gauche minimal, £§ a est soit nul, soit un idéal à gauche
minimale en effet, tout élément de g a s’écrit xa, xd g , donc Dxa = g a ,
et g a est minimale et appartient à la même classe que g , puisque

Réciproquement, tout idéal à gauche minimal appartenant à la classe que Of



s’écrit g1 = ga ; en effet, puisque gg’ ~ 0 , il existe tel que g a ~ 0

(~a idéal à gauche contenu dans ~’~ donc  a = ~’ .
L’idéal bilatère -~= LJ da est donc la réunion de tous les idéaux à gauche
a D J 

° 
" 

’ 
’ 

’ ’ ’ 
’ " ’

minimaux qui appartiennent à la même classe que g dans la partition précédente.

On montrerait comme dans le cas d’un demi-groupe sans zéro que est minimal.

Mais D ayant un zéro,  n’est plus unique. Deux idéaux minimaux bilatères

distincts J~ et ~ (correspondant à deux classes distinctes de la partition)

vérifient~’ = 0 , ’ = 0 .
Cela montre que deux idéaux bilatères minimaux d’un même demi-groupe ont des

structures tout à fait indépendantes. Comme dans le cas OÙ D est sans zéro, nous

allons faire l’hypothèse supplémentaire d’existence d’un idéal minimal à droite,
mais cette fois-ci, contenu dans l’idéal bile.tère minimal ~/ (ou l’hypothèse d’exis-
tence d’un idempotent dans :1 , qui est équivalente) . Il résulte de cette hypo-
thèse que ~/ est la réunion de tous les idéaux à droite minimaux de D apparte-

nant à une classe d’une partition des idéaux à droite de D analogue à celle que

nous avons faite sur les idéaux à gauche.

Soient ~. ~ û. Un idéal à droite et un idéal à gauche minimaux de D con-

tenus dans  . On a les propriétés suivantes :

1~ On a toujours ’~ ~ 0 ~ en effet, 
.

ce qui est impossible puisque ~~~ ~~0 . Comme ~ ~ ~ 0~ 
a 

2° Dans tout idéal ~ . il existe au moins un x E ~ tel que x ~ / 0 
En effet, pour tout si pour tout on avait x = 0 , on

aurait Dx.x = 0 , tout x donc ff = 0 , ce qui est impossible.
Tout élément x appartient à un ensemble ~- ~ ~i- et à un seul.

Mo:àtrons que si x ~ 0 pour au moins un 
" 

gi ~ 03B4k est un groupe
avec zéro. Si x =0 pour au moins un x ~ gi ~ 03B4k , 03B1i ~ 03B4k est un demi-groupe
de carré nul. 

°’

(Il résulte de ceci et du paragraphe précédent que tout idéal minimal de ~/ 
tient au moins un groupe, donc un élément idempotent) .



Supposons d’abord x~=0~ x 6 ~~~ * On a Dx = ~~ xD = D~; donc
Dx.xD =~~ = 0 ~ en particulier [~ ~ ~~ = 0 . Si x~ ~ 0 ~ 
contient pas de diviseurs de zéro ; car si on avait yz = 0 pour y , z ~ 0 et

on aurait Dy= gi , 1 carpourrait donc avoir x2 ~ 0 pour x ~ gi ~ 03B4k . Il en résulte que gi y ~ 0 (car

ff. y / 0) , et on montre alors, comme dans le cas où D est sans zéro, que

~k 4."~~ est un groupe~ puisque ~i~~k~~i ’
est donc une réunion d’ensembles 03B4k ~ gi qui sont, soit des groupes avec zéro,

soit des demi-groupes de carré nul. Montrons que tous les groupes sont isomorphes

entre eux. La méthode utilisée dans le cas où D est sans zéro n’est plus appli-

cable, Q... et Cik peuvent être des groupes sans que Ci1 soit un groupe,

Prenons simplifier ~i =~i~ B ~ ~22 ’ $2~ 2 ~ 11 ~ 22 ~~
des groupes. Comme ~0~ il existe ~~ tel que ~L p~~O ; en par-
ticulier e.. p’ ~ 0 ; posons e.. p’ = p , p ~ 03B421 ~ g2 = C21 D’ où

donc, il existe q= g1 , tel que q~ 03B42 ~ g1 = C12 . Considérons la
correspondance. x ~ qxp ; x ~ 03B41 ~ g 1 ’ donc qxp ~ 03B42 ~ g2 . Cette correspond
dance est une application de C11 sur C12 , en effet :

C’est un homomorphisme : en effet, remarquons que ~pq~ z ~ pqpq = pe~q = pq .
D’autre part, qpq ~ 0 , car qpqp = 0 , pq , idempotent non nul contenu
dans C11 , est égal à l i . Donc qxp x qyp = qxe11 yp = qxyp . La correspondance
est biunivoque : comme q ~ g1 et p é 03B41 , il existe r et s tels que

rq = ell et ps = A tout élément qxp correspond donc rqxps = x . Les

groupes C11 et C22 sont bien isomorphes.

C. D contient des idéaux nilpotents.

est un idéal à gauche minimal, pour tout x C D , x est : soit nul, soit
un idéal à gauche minimal (m~me démonstration que pour D sans idéaux nilpotents,
le cas Dx = 0 n’étant alors pas exclu).

Un idéal à gauche minimal est : soit nilpotent, soit idempotent. Les idéaux à

gauche idempotents peuvent ~tre répartis en classes disjointes de la façon
que dans les sans idéaux nilpotents ; deux idéaux g1 et g2





D a pour image dans D un idéal de D , et réciproquement tout idéal de D est

l’imaged’au moins un idéal de D . La condition minimale pour les idéaux à gauche
est vérifiée dans D.

Considérons un idéal à gauche de D qui n’est pas une réunion d’idéaux minimaux et dont

tout sous-idéal à gauche propre est une réunion d’idéaux minimaux. Cet idéal à pour image
dans D un idéal à gauche minimal dans D ~ et réciproquement, tout idéal qui est
l’image inverse d’un idéal à gauche minimal de D a ces propriétés. Nous appel-
lerons idéal mineur de D associé à - le plus petit idéal de D qui a pour
image un idéal à gauche minimal dans c’est-à-dire l’idéal à gauche engendré
par les éléments de D qui s’appliquent biunivoquement sur les éléments de = ,
On montre facilement que : Si S’est un idéal mineur, on a . ~ ~ ~ ~ ’ ~ f’ ou û~ ~ ~7 .

est un idéal à gauche mineur, pour tout a ~ D ~ ~ t a est : soit un

idéal mineur, soit une réunion d’idéaux minimaux à gauche, soit l’idéal zéro.
L’idéal bilatère q ’D est une réunion d’idéaux mineurs et d’idéaux minimaux à

gauche.

Dans ce qui D est supposé sans zéro. D’après la condition minimale un
idéal à gauche mineur contient un nombre fini d’idéaux minimaux distincts d..
Posons t ’ = g + 03A3 gi . Soit a f D ; si 9 ’a est un idéal mineur, 

i

les sont les idéaux minimaux de  ’a . De plus si 9’ et l ’a sont idempotents,
il existe b C D tel Il en résulte et g’a contiennent

nécessairement le nombre d’idéaux minimaux. 
j

est un idéal à gauche mineur idempotent d’un demi-groupe D sans zéro
vérifiant la condition minimale pour les idéaux à gauche, tous les idéaux mineurs
à gauche idempotents contenus dans l’idéal bilatère g’ = g’D c ontiennent le même
nombre d’idéaux minimaux à gauche.

En appliquant plusieurs fois de suite l’ homomorphisme de Rees, on peut poursuivre
l’ é tude du demi-groupe D.
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