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EQUIRÉPARTITION DES SOLUTIONS DU PROBLÈME DE WARING

par Marc LABORDE

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
18e année, 1976/77, n° 20, 16 p. 21 mars 1977

1. Introduction.

1.1. - On se propose d’étudier ici une extension intéressante du problème de

Waring : il s’agit de montrer que l’on peut représenter tout entier assez grand com-

me somme de s puissances k-ièmes "presques proportionnelles" à des nombres fixés

à l’avance. 

Pour démontrer ce résultat, on utilisera, après une approche géométrique du pro-

blème, une variante de la méthode du cercle de Hardy-Littlewood-Vinogradov.

Ce problème a déjà été étudié par E. M. WRIGHT (~4~, [5]) par deux méthodes diffé-
rentes de celle proposée ici, et les résultats obtenus étaient différents de ceux

que nous obtiendrons..

1.2. - Nous allons maintenant préciser les données du problème et nous ramener à

des conditions équivalentes plus maniables.

Soit donc k un entier supérieur ou égal à 3, et s un entier tel que tout en-

tier n assez grand puisse s’écrire comme somme de s puissances k-ièmes ; il

existe n ... , n entiers tels aue n = + ... + En se plaçant
dans l’espace vectoriel R , mûri de la norme L : si x = (x y . a . , xs) ,

ceci veut dire que le point de coordonnées ... , ns n1/k appartient à la sphè-
n n

re S de rayon 1. Soit alors 0 un domaine quarrable (dont la fonction caractéris-

tique est Riemann-intégrable) de la sphère S. Le problème que l’ on se pose est de

déterminer le nombre asymptotique, quand n tend vers l’infini, de s-uplets

(n~ , ... , n~) tels que (2014~ , ... , 

n n

Si m1 , ... , ms sont des réels positifs de somme égale à 1, et si ~ > 0 , le

domaine particulier

correspond, par définition, au cas des solutions presque-proportionnelles aux nom-
bres m...... 
On se propose de montrer que le nombre de représentations de n "appartenant" à

0 est asymptotiquement proportionnel à la mesure de o. Plus précisément, soit

R(n) le nombre total de représentations de n sous la forme n = n 1 +...+ 
ni E Z et v la mesure uniforme normalisée (invariante par rotation et de masse



totale égale à 1) sur S ; on veut montrer que, quel que soit le domaine quarrable

o , on a, pour s assez grand,

ce qui signifie que les différentes représentations de n se répartissent réguliè-

rement sur la surface de la sphère S quand n tend vers l’infini.

Par une démonstration analogue à celle du critère de Weyl d’équirépartition

modulo 1 , on montre que ceci est équivalent au fait que, pour toute fonction con-

tinué f : S ---~ C , on ait

ou , diaprés le théorème de Stone-Weierstrass, au fait que, pour tout (03BB1,....,03BBs)~Ns,

En considérant uniquement les représentations positives, on est ramené à montrer

que, pour s assez grand, on a, pour tout ( ~ ~ , ... , Â~) ~ N~ y

- 

JLJ.

OÙ

r(n) est le nombre de s-uplets (n. y **’ ~ tels que n = n +...+ n ~
Q est l’ensemble des points de S à coordonnées positives ou nulles,

~ est la mesure uniforme normalisée sur Q .

En appelant le plus petit entier s pour lequel ceci est vérifier on mon-

trera que

existe,

pour tout k ~3 y 2 + 1 , 
.

s0(k)  k2 log k , y lorsque k tend vers l’infini.

1.3. - Pour cela, on applique la méthode du cercle, et on écrit

~ ~



On découpe alors l’intervalle (0 , 1) en arcs majeurs et arcs mineurs. Pour

cela, on pose ,

Si q~P~’~ ~ y et si (a ~ q) = 1 , on définit l’arc majeur

L’ensemble m des arcs mineurs est défini par

On sait alors que deux arcs majeurs ne se recoupent pas, et que tout point de

1 ~ intervalle (0 , 1) se trouve soit sur un arc najeur, soit sur un arc mineur [ 1].

2. Contribution des arcs majeurs.

On suppose donc que x est un point de (0 , 1) tel que

On c ommence par utiliser un lemme de VAN DER CORPUT (~ 6 ~, p. 226).

Soit f : (a, b ---~,~ R une fonction de classe C2 telle que

f’ (x , 1 sur (a , b) et que f’(x) soit monotone.

Soit s : (a , b] ~ R une fonction monotone.

Alors il existe une constante absolue A telle que

On a alors la proposition suivante.

PROPOSITION 1. - Si on pose

Démonstration. - On a



en écrivant m==jq+r ~ re (0 , 1 , ... , q-l) ~

On applique alors le lemme de Van der Corput à la dernière somme, avec

. En effet, on a alors

On en déduit donc que

Il faut maintenant trouver une approximation du produit x ... x g s (x~ .
D’où le lemme suivant.

Si a. et b. (i= 1 , 2 , ... , s) sont des nombres complexes, on a

Démonstration. - En posant c. =a. -b. , il vient Ff a. +c.) et, en

développant le dernier produit en une somme de 2 produits, on obtient tout

d’abord le produit fi b. , puis des produits contenant chacun au moins un des c.

et qui sont donc majorés par |bi + ci|))s-1 .
Pour pouvoir appliquer ce lemme, il nous faut maintenant des estimations de

et de S(a, q) .

Or le fait que l’on ait, pour tout k ~3 , S(a , q) est un résul-

tat classique.

Pour J.(y) , on a l’estimation suivante.



PROPOSITION 2. -- J. ~y~ y~ -z/~
i

Démonstration. - On a évidemment J,(y~  P .
1

En supposant y > 0 , ce qui est possible puisque J.~- y~ - J. y , et en posant
v = , on obtient d’autre part 

~ 

On peut y de plus, supposer que car sinon min(P , = P , et

l’estimation est triviale. La dernière intégrale s’écrit alors

Soient maintenant, si s ~ 2k + 1 ,

On a alors, en suivant la méthode classique du cercle [ 1]

et, en admettant provisoirement que L ~ on en déduit la proposition suivan-

te.



PROPOSITION 3. -- Si s ~ 2k + 1 ~ on a

S . g (x) x .., X g (x~ dx = T~ + 
arcs majeurs 1 s

Etudions maintenant le comportement de gi(x) sur les arcs mineurs.
1

3. Contribution des arcs mineurs.

LEMME FONDAMENTAL. - Soient A et B E Z , et P un polynôme de degré  ; siax ~ Z et si, pour tout X E [A , B + ] et pour tout 03BD   , on a |P(03BD)(X)|Q,- -..--- v

alo rs

(on a pose jn-uj ).

Démonstration. - On a, en posant Y == exp(2inax) (d’où Y ~ 1 ),

b)x) = Y~ .

Il suffit donc de montrer le lemme pour b = 0 .

On considère tout d’abord le cas des polynômes de la forme P(n)=(n+l)(n+2)~(n+p).
On obtient alors

avec q~(x) = ~ ~~ , (X + p)(X + p-l)...(x + ~ + l) .

On a alors

puisque c~ 0 (X~ _ P(x) .
Retournons maintenant au cas d’un polynôme quelconque.

En prenant la dernière expression comme définition de 03C6 v (X) , la formule donnant

~ P(n) Yn reste valable, par linéarité, pour un polynôme quelconque.

Or on montre, par application répétée du théorème de Rolle, qu’il existe

e E )0 ,le tel que

Le lemme en résulte immédiatement, puisque



En suivant alors la méthode de Weyl ~ 2~, on obtient la proposition suivante.

PROPOSITION 4. - En posant  = 2k-1 03BBi et 

Démonstration. - L’application de la méthode de Weyl nous donne

en posant ml = m2 + r , les pointillés désignant une somme de termes dont le degré
en m2 est  k - 2 . Plus généralement, on obtient

ou p désigne un nombre indépendant de m .

Comme m et chacun des facteurs (m + r.) , ... ~ (m + r. + ... + r. ) restent

compris entre 0 et P , la valeur au point m de la dérivée d’ordre 03BD du polynô-
me de degré  = 2k-1 03BBi en m , + + - + ~k-1 rk-1)/P) est

un O(P~) . ~

En appliquant alors le lemme précédente on en déduit que

avec r = k! r~ x .. x 

On regroupe alors les termes qui donnent à r la même valeur : ceux-ci sont en

nombre au plus égal à d(r) , nombre des diviseurs de r . Comme on a, pour tout

e >0 , d(r)  r~ P’k~ , on en déduit la proposition.

On divise alors la somme U == 2. en sommes de la forme U =2. 
+1’r=l m 



l’idée étant que, si x = a/q + y avec y) $ 1/q2 , alors )H) est à peu près
déterminé par le résidu de r modulo q . On obtient ainsi [(l/q)kï sommes

de la forme U . plus éventuellement une somme ayant moins 
de q termes.

m

En posant t = r - mq - 1 x(mq + 1) , il vient

La proposition suivante va nous donner une majoration 
de U~ .

PROPOSITION 5. -Soit ~ un réel tel que 0 $of 1 . Alors on a

Démonstration. - Soit M l’entier (ou l’un des entiers) le plus proche de ~q

Comme on a, d’autre part,

En désignant par p(t) le résidu de at + M modulo q, p(t) e (0,1, ..., q-l),

on obtient donc

De plus, quand t varie de 0 à q - 1 , p(t) varie aussi de 0 à q - 1 , puis-

que (a , q) = 1 .

Considérons tout d’abord les termes de la somme Um pour lesquels on a

Pour ces termes, on a



On en déduit que, pour tout v ~ ~ + 1, 

soit, pour   2 ,

On en déduit immédiatement le résultat de la proposition, puisque chacun des ter-

mes négligés est % P , et que leur nombre est inférieur à 

On peut maintenant en déduire une majoration de 1 sur les arcs mineurs.

PROPOSITION 6. - Si x est un point d’ un arc mineur, c’est-à-dire si

ceci pour tout E > 0 .

Démonstration. - Comme on a log q « pour tout £ > 0 , et

En tenant compte de ce que q "Z  P "(k" 1 ~ ~k et de ce que q  P ~"’~’ , on ob-
tient

En choisissant alors a tel que (k - 1)(1 - a~ ~ 1 , il vient

En utilisant la proposition 4, on en déduit que



La proposition en résulte immédiatement.

. PROPOSITION 7. - Si s  k2 2k-1 + 1 , on a

Démonstration. - Si x est un point d’un arc mineur et si

on a, d’après la proposition précédente,

Le résultat découle alors du fait que l’intégrale sur les arcs mineurs est, elle

aussi, un et du calcul de l’intégrale sur les arcs majeurs (proposi-
tion 3).

Pour achever la démonstration de l’existence de il reste donc

- à calculer L = L(~. ~ ... , X ) ~ et à vérifier que L ~ 

- à montrer que ceci est bien la formule qu’on attendait.

4. de L , et existence de s0(k) .

On a

Démonstration. - C’est un résultat classique.

soit, en posant u = Pv et z y y

D’ou, puisque n = ,

On considère alors la fonction



et, plus précisément,

Comme, d’après la proposition 2, l’intégrale donnant est absolument conver-

gente, on peut changer l’ordre d’ intégration entre z et t ; on obtient

où 1 ~ on s. posé X ~ v~ + ... + v~ .
On a donc

d’après le théorème de convergence dominée de Lebesgue, puisque la fonction à in-

tégrer est dominée, sur (0 , 2K, où K est une constante telle que,

pour tout a, on ait

Comme on a

on en déduit

En faisant le changement de variable v. = 1/k c1/k , il vientEn faisant le changement de variable i 1 c ’ , il vient

Or les conditions 03A3 ui  1 et impliquent 1 , pour tout i. Si

on suppose de plus que c $ 1 , l’intégrale est alors égale à l’intégrale sur

(0 ~ 1~ s , et on peut appliquer le lemme ; 9 d’où



En dérivant, il vient

Comme L = Ps-k 03C6(1) et que 03C6 est continue au point 1, on en déduit la proposi-

tion suivante.

PROPOSITION 8. - En posant

En rassemblant les résultats obtenus, on a donc montré que

En faisant hl = ... = ~s - 0 , il vient

Or on sait qu’il existe une constante ck ne dépendant que de k, telle que, si

s ~ 4k (ou, pour k=3 , si s > 8 ~, on ait

Il reste donc à montrer que ceci est bien égal à ce que l’on attendait, c’est-à-

dire à

Or on a, pour p > 0 ,



où r -- {x = x ... x s ), x . > 0 xk + ... + xks = rk et où dS
r 

e s t

la mesure induite sur par la mesure du ... du sur Rs .
1 s -

En faisant le changement de variable dans l’intégrale interne, pour se

ra,mener à Q( 1 ~ - Q , il vient

On en déduit donc que

On a donc démontre le théorème suivant.

THÉORÈME 1. - Pour tout k  3 , s (k) existe et s0(k)  k2 2k-1 + 1 .

5* 

La première majoration concernera essentiellement les petites valeurs de k .

Rappelons tout d’abord un théorème de HUA [2~j.
[P]

LMME. - Si g(x) = h=0 exp(2i03C0hk x) , on a, pour tout e > 0 ,

COROLLAIRE. - Soit N(P , k, s) le nombre de solutions de l’équation

Soit, de plus, t= 2k-1 9 . alors on a, p our tout e > 0 ,

N(P, k, t) P 2k-k+ ~ .
Démonstration. - On a en effet

N(P , k , s) = 1 hs p + ... + hik - ... - dx ,

puisque l’intégrale vaut 1 quand le coefficient de x vaut 0, et vaut 0 sinon. On
en déduit que

d’après le lemme de Hua.



On a encore besoin de la proposition suivante.

*

PROPOSITION 9. - Pour tout on a

Démonstration. - On a tout d’abord, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz ,

On peut maintenant démontrer la première majoration de 

THÉORÈME 2. - Pour tout k  3 , on a s0(k)  2k + 1 .

Démonstration. - Diaprés la proposition précédente et le corollaire du lemme 
de

Hua, on a, pour tout e>0 , 
,_

Or, d’après la proposition 6, on sait que, sur un arc mineur, 
on a, pour TOUT:

On en déduit que, si s ~2 + 1 ,

Comme l’estimation sur les arcs majeurs et la minoration de sont valables

pour s~.2 . + 1 , on en déduit que, si s ~2 1~ + 1 ,



et donc que s~(k)~2 + 1 .
Passons maintenant à la seconde majoration de qui concerné le comporte-

ment asymptotique de quand k tend vers l’infini.

THÉDRÈNE 3. - On a s0(k) « k2 log k .

Démonstration. - Soit s ~ 10 k log k . On sait alors [~3~] que la formule asympto-
tique r(n) = y(0 ,..~ 0) @(n) est valable pour s.

On a alors

En effet, le nombre de solutions de

est égal au nombre de solutions de

qui est inférieur ou égal au nombre de solutions de

c’est-à-dire à 1 (r(n))~ .
On a donc, si logk ,

On en déduit alors, en reprenant la démonstration du théorème 2, que
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