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UN EXEMPLE D’UTILISATION DE LA MÉTHODE DE VINOGRADOV

par Philippe TOFFIN

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
18e année, 1976/77, n° G7, 3 p.

Le but de l’exposé est le résultat suivant qui est une amélioration d’un lemme de

HUA [1] à sa,voir i

Il existe A, B , 9 C , D strictement positifs tels que, pour tout polynôme

f ~x~ - a 
n 
xn + ... + ~, de degré n > 2 9 pour tout entier N et tout entier P

tel que 0  P  ~ , enfin pour tout réel ~ situé dans )0 , 1) , on ait :n

11

où e (u~ = egp ( 2i~nu ) .

L’intérêt d’un tel résultat est dans le :fait qu’il ne fait pas intervenir d’appro-
ximation diophe,ntienne de an .
Nous voulons ici dégager les idées essentielles de la démonstration.

~~+P
Soit donc e ( ~’(x~ ? . Le seul cas non trivial est celui où l ~ on a

Une première idée est de faire intervenir une somme double au lieu d~une somme

simple : Soit P un entier situé dans [ 1 , ~ y qui sera fixé ultérieurement.
On a :

La façon d’utiliser une somme double plutôt qu’une somme simple se concrétise en

appliquant l’inégalité de Holder à (1). Soit ;2 un entier  1 :

On va alors parvenir à obtenir une majoration, non de |S*(y)|2l, mais de
03A3N+P-P1y=N 

|S*(y)| 2l .

où p > 0 sera fixé ultérieurement.



L’intérêt de ( 3 ) est d’avoir majoré |S*(y)|2l par une fonction dont 1 ’ int é gral e

sur fi est assez petite
-- v

où T 
Y 

est la fonction caractéristique de 0 
Y 

modulo Zn. D’ où

N+P-P

où A est un majorant uniforme de 
1 

... y a ) .
La .méthode de VINOGRADOV parvient à deux choses:
- majorer 

convenablement A ,
- majorer ~10 *’* Jo |T| 2t d03B11 ... d03B1n .
Majoration de A .

BJ

pour au moins un (a.... a ) est donc majore par le nombre de y de 

tels que y~)) ~ P~"~ P"P . Ce nombre est « P"~"~ P"~ )a t"~ . 
diaprés (2) :

Or VINOGRADOV, puis récemment KARACUBA, ont obtenu une majoration non triviale de

1 ! t 2~.
J~ .-JQ JT) ... 

Pour n  2 , P 1  1 , l  C1 n2 log n ou Ci est une constante absolue, on a
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où C est une constante absolue. D’où

Il reste alors à choisir P. et p pour que le second membre s’écrive sous la

forme attendue ; 9 distinguons deux cas :

Alors,

On prend p tel que 2~ + p(n- 1 ~ - h = 2~( 1 - p) ,soit p= ~,~~2~ + n - 1) .
Le résultat final en découle.

en prenant la même valeur pour 2 que dans le cas ( ~~ .

On prend alors p tel que 2,~ + 2p(n - 1) - n = 2;~( 1 - p) , soit p = 

Le résultat en découle.
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