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UNE MESURE DE TRANSCENDANCE DE e

par Michel WALDSCH:.IDT

1, Introduction.
P Y Y N L L e

La transcendance du nombre e" , conjecturée par D. HILBERT en 1900, a été dé-
montrée des 1929 par Ae. O. GEL'FOND [4]. Trois ans plus tard, J. Fe KOKSMA et
J. POPKEN {6] montraient que, pour tout nombre algébrique « , et pour tout ¢ > O,

¢ ol >p, o*P{- (4 + ¢)(1og H)* (log log H)-m} ’

ou H >3 est la hauteur de ¢ (maximum des valeurs absolues des coefficients du
polyndme minimal de ¢ sur Z ), D le degré de « , et ol le symbole >>p .

~ 4
(notation de VINOGRADOV) signifie > C(D , ¢) , avec une constante C ne dépendant

que de D et ¢ o (Ainsi >> correspond a une constante absolue).

En 1949, A. O. GEL'FOND (¢f. [51), grice & ses travaux sur l'indépendance algé-
brique, obtint une mesure de transcendance pour les nombres de la forme ab

, dtolu
PP i .
1'on déduit (quand a = e et b=-1):

logle™ - «| > —D3 (1 + log D)™ S(log 5)°*E
o) S >2 est défini par S =D + log H . Ce résultat a été raffiné par P. L. CII-
SOUW [3] en 1972 :

le™ ~ | >> exp{— 10" D? S(log 5)%} .

En 1973, A. BAKER déduisit de sa minoration de IB log oy = log q2| , dans le cas
B=-1, log aq = im ay = §', la meilleure mesure d'irrationnalité actuelle—

ment connue pour e 3

logle™ - gl >> - (log q)(log log q) e

Plus généralement, on déeuit du théoréme principal de [1] la minoration (pour
H>3)

logle™ - ¢| >y - (log H)(log log H) «

Le caleul de la constante en fonction de D conduit malheureusement a de gran—
des valeurs ; ainsi le théoréme 1 de [2] donne

logle™ — & > — (33 D)400 (log H)(log log B) «

S*'il est clair que l'exposant de D peut &tre amélioré, il ne semble pas qu'ac-
twellement cette méthode permette d'obtenir une aussi bonne dépendance en D que
dans le résultat de CIJSOUie Néanmoins une combinzison de la méthode de SCHNEIDER
et de certaines idées de [2] permet de montrer (7]

2
logle™ — | » - 10" D 1og D)™ S(log 5)° .
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Le théoréme de [7] a été écrit pour une situation plus générale, et clairement
peut-8tre raffiné dans le cas particulier de e" pour conduire, au moins, au ré—

sultat de CIJSOUW, mais maintenant il semble difficile d'obtenir ainsi une dépen-
dance en H aussi bonne que BAKER !

Nous montrons ici comment la méthode de SCHNEIDER seule permet de démontrer 1l'é—

noncé de CIJSOUW. Ainsijy quatre méthodes auront été utilisées pour démontrer une
mesure de transcendance de e" s Successivement

— les séries d'interpolation [4] et (6],
- la méthode de transcendance de GEL'FOND [5] et [3],
- la méthode de BAKER [1] et [2],

- la méthode de SCHNEIDER, que nous exposons ici.

La démonstration de [7] utilise d'abord la fonction auxiliaire de la méthode de
SCHNEIDER, puis la technique de réduction de “Sharpening III" de BAKER.
2. Théoréme et conjecture.

Le théoréme que nous allons démontrer est le suivante

V4 AN
THEOREME., - Il existe une constante absolue C > O , effectivement calculable,

telle que, pour tout nombre algébrique « de degré D et de hauteur H , on ait

2 2
le™ - ol > exp{- CD” S(log S)°} ,
ou S =D+ log K.

L'ordre de grandeur de C est ‘lO10 , mais il n'est pas intéressant d'expliciter

les caleuls tant que le terme parasite (log S)2 n'aura pas disparu. Il serait
extrémement souhaitable d'utiliser la méthode présentée ici pour démontrer le ré-
sultat de BAKER, c'est—a-dire essentiellement pour remplacer (log S)2 par log S,
mais de maniére surprenante ce probléme semble difficile. BAKER a obtenu cette
amélioration en introduisant dans sa fonction auxiliaird les polyndmes d'interpola-
tion déja utilisés par FEL'DiAN pour d'autres mesures de transcendance. Il serait
naturel, ici, par analogie, d'introduire également des polyndmes d'interpolation
pour 1l'anneau des entiers de Gauss. De tels polyndmes seraient bien utiles aussi
pour résoudre le probléme de 1'indépendance algébrique de 11 et de e" s malheu-

reusement leur existence est improbable [8] !

Pour connaitre le wmeilleur résultat possible, il suffit d'utiliser le principe

des tiroirs : pour tout entier H > 1 et tout entier D > 1 , il existe un poly-

ndme non nul P € Z[X] de hauteur < H et de degré <D tel que
|P(e™) | < exp{~ D(log H + m + 1)} 3
en partieulier, pour tout entier H > 1, il existe p/q e Q avec O<gqgH et

le™ - gl < exp{- (2 logH + 1 + 1)} ,
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et, plus généralement, pour tout H > 1 et D> 1 entiers, il existe un nombre
algébrique ¢ de hauteur < H et de degré <D tel que

le™ - o] < exp{- 2D(log H + 2D + E_%_l)} .

On peut conjecturer qu'il existe une constante absolue CO > 0O telle que, pour
tout nombre algébrique  de hauteur H et de degré D , on ait

le™ —a| > exp{— Cq D(log H + D)}

Pour D =1 cela signifierait
—CT
|e™ -—§|>q ' pour q3z2,
avec une constante absolue C1'> O , mais méme ce probléme n'est pas résolu. Il est

donc prématuré de conjecturer que C1,= 2 + ¢ convient pour q_>>E 1, a plus for-
te raison de demander si qf peut alors &tre remplacé, par exemple, par une puis-

sance convenable de log q .

3., Démonstration du théoréme.
P ol o a e AN o oW S e o

Remarquons d'abord que le résultat est trivial pour S =1 . Comme les nonkice
algdbriques de degré borné et de hauteur bornée forment un ensemble fini, on peut
supposer S suffisamment grande. Plus précisément, nous désignons par Yq

<9 Y
g
des constantes absolues (facilement calculables), et par y et S

Q des entiers
suffisamment grandse. Nous supposons qu'il existe un nombre algébrique ¢« de degré
D et de hauteur H 4, avec S =D + log H Z»SQ s Vérifiant

o™ -~ ol < exp(=v" 8) 4
avec A = D2 S(log S)? « Nous obtiendrons une contradiction, ce qui démontrera le

théorémee.

On définit des entiers K, L , M , N par

K= [vs‘DS log S] »
L = [v* D log S] ,
M= [y D log S] s
N = [v> DS log S] .

Ce choix est fait de telle maniére que les quantités
IN , DK log N , LS
soient 3 peu prés égales i v5 A (3 un factsur multiplicatif 4 prés), tandis que
M.N et K.L

valent a peu pres vﬁ'A et vT’A respectiverent (majorer log N par 3 log S,
en supposant S suffisamment grand par rapport a v )e

La remarque essentielle est la suivante : Si
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a, ., 4 (Ogk<K, 0Ogi<L, 0gd<D)
R LR

sont des entiers rationnels vérifiant

log maxk,i'dl

alors la valeur de la fonctian
- d _k gnz
F(z) = Xk Zﬁ Zd a 2 e

en un point

zZ =m + ni (1 gmg Y1 M, Tgmg Y4 N) ,
pour m et n entiers rationnels, est proche du nombre algéhrique
- BEPRY 1¢ Kk Amad
Smyn = 2k 5y 2d Fkyg,als WY (m e n)T T

plus précisément

. m 5 1 T
|F(m. + ni) -@m,nl < | —al exply, v a) < exp{~7 v' 8} -
Nous effectuons la démonstration en 4 étapese.

1° On choisit les entiers rationnels ay ., g hon tous nuls, de telle maniere que
R L ]

Qm,n;='o pour Ogm<M, Ogn<N,

Pour cela on doit résoudre un systéme de MN équations ou DKL inconnues

a s dont les coefficients sont
kgt od
(= 1)%7 .+ ni)K A™9 |
En utilisant une version raffinée du lemme de Siegel ([3] lemmes 4.8, 4.9 et [7]
lemme 4.), on obtient
4 S
0< max|ak,;,dl < exp(ys v A) < exply” A) o
2° Dtaprés un résultat de TIJDEMAN ([3], lemme 4. 13), il existe des entiers
My » Ny 9 aVeC Ogmog\” Mo, O\;nOS\” N , tels que
. 6
lF(mO + ng )| > exp{=vy, v 0} -

Pour cela, on utilise la minoration

d 3

maxk,zlzd.ak,g,d o | > exp{—ys v A}
qui découle du lemme 4.6 de [3] (ou du lemme 3 de [7]). On peut en fait choisir
Y4 =2 3 le terme principal qui intervient ici dans la minoration de Tijdeman est

une constante multipliée par M.N ; les autres termes sont majorees essentiellement
3
PRT v A .

3° On améliore la minoration de lF(mO + ny )] .
Pour cela on utilise la remarque préliminaire

[F(my + ng )] -2 l<e><p{-%v—”¢\}.

EoLle

En comparant avec la minoration. de \F(mo +n, i)l obtenue précédemment, on en
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déduit & # 0 . On minore maintenant i@ I en utilisant de nouveau le

lemme 4.6m8;n?3] (ou le lemme 3 de [7]) : a

\

5. o | >exp{-yg v o) -
M9 Dy 6

On en déduit
. S
IF(mO + ng D> exp{—-yw v A} .
4° On majore |F(mo + ng i)| « On utilise pour cela les inégalités
lE(m.+ni)|<exp{—%\,TA} (Ogm<bM, Ogn<N)

quidécoulent du premier pas et de la remarque préliminairee. QOn emploie alors une

formule d'interpolation (par exemple [3] lemme 4.10, ou [7] lemme 6)_sur un disque
de rayon Yg N « On obtient

. 6
|F(mO + n, )| < exp{ ~ Yo v A} .

Conclusion. — Les troisiéme et quatriéme pas sont incompatikles, ce qui fournit
la contradiction attendue.

Remarque finale. — C'est la relation e = -1 qul nous a permis d'obtenir

1'exposant 2 pour le degré, au lieu de 3 . La méme méthode s'applique 3 ab y A

condition d'assurer DLN g‘va A 3 mais alors on peut prendre un rayon Yg DN dans
la formule d'interpolation, ce qui donne (cfe [7]) :

log,lab . > - Da(m + log D).-3 S(log 3)2 .

’b
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