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Séminaire DELANGE-PISOT=-POITOU 15-01

(Théorie des nombres)
16e année, 1974/75, n° 15, 6 p. 3 mars 1975

CONDITIONS SUFFISANTES D'EQUIREPARTITION modulo 1 .
PROBLEME DE WARING-COLDBACH POUR f(x) = x° , ¢ NCN ENTIER

par Philippe TOFFIN

Dans tout ce qui suit, pour x réel, on pose e(x) = exp 2imx et [x] 1la va-

leur entiére de x par défaut.

1. Conditions suffisantes d'équirépartition modulo 1 .

Nous donnons une amélioration du lemme fondamental démontré dans 1l'appendice du

livre de HUA [4].

LEMME O. = I1 existe A, B, C réels strictement positifs tels que, pour tout

- n P .
polynome f(x) =a X + 0o + &g de degré n > 2 , pour tous entiers N et P
tels que 0 < 2n|an| P<1,et pour tout réel A situé dans JO , 1) , on ait :

Dl

x=N+1

e(f(x))| < a exp(Bn(log2 n + 1og2 \)) log P Pl-(k/(18n2 log n/A))
A

IEMME 1. = Soient f : jf'——>_3 ;1 k —> Qe y 6t k —> P, deux suites telles

que :

Qk est non décroissante ;

Pk et Qk ont pour limite + = ,

Pour tout k assez grand, Pk < Qk—l . Soit S(N) = zg=1 e(f(z)) .

On suppose que Ve >0, 1 ko(e) » Vk2> kO(E) y VNE [Qk-l ’ Qk] ’
ls(w - [p,]) - s < elp]
Alors

lim, s(N)/N=0 .

THEOREME 1. - Soit f : R' —> R . On suppose qu'il existe 4 suites :

k-—->}\ke)0,1),

k-‘->Pk’
k-—>QlC’

telles que :

Qk est non décroissante ;
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Qk ’ Pk et Qk-l - Pk ont pour limite + o ,

f admette une dérivée

On suppose qu'il existe X, tel qu'en tout =x > Xy 0

continue a l'ordre 1 + tk » pour tout k . Enfin on suppose :

1+, f(1+tk)(x)
(@) lim _  sup ey P, |_(_1_._+_. . ¢ =0
(t,)
(B) 1imk—>+-oo sup%{_lsxsgk 2tk Pk lf"‘—t;'gﬁ' =0
(b 16,1,
i i £ () M Ny .
(v) 1im ank-ISXSQk P | T l +

-(0,/(18t2 108(5, /1))

. 2 2
(s) lim exp(Btk(log t, + log xk)) log B, Py c

( B étant 1a constante du lemme 0).

Alors la suite (f(n))neN est équirépartie modulo 1 .
Du théoréme 1, on tire le théoréme suivant,

THEOREME 2, - Soit f : _B+ —> R . On suppose qu'il existe un entier t 3> 2, un

réel A dans JO , 1) , et , réel tels que f admette, en tout x 2 %y » une

dérivée continue & l'ordre 1 + t . On suppose qu'il existe ¢ ¢ _3+ ~> R véri-

fiant

——

(1) ® est non décroissante et non majorde,

(2) :l.:i.lll}_[__’_i_ca X == (p(X) =+ @

; (x)
(3) am,vx3x,, m%—wmsm,

(a) im o1 (x) f(1+t)(x) =0,

(B) lim__  o(x) f(t)(x) =0,

(©) 1im_,_ ox) o) /D _

Alors la suite (f(n))nEN est équirépartie modulo 1 .

Exemgles.

-~ En prenant m(x) = x% » 0<u<1, on retrouve 1'équirépartition de
c hY rd ’
(r (n))neN » o Pe RX] est de degré k , c¢c unrédel >0 tel que kc¢ non

-

entier,
- Soient k wun entier >2, h: ,gf —a>_3+ dérivable telle que
lim_ h(x) = + » 3

il existe B et e >0 tels que h(x) << xP et h'(x)/n(x) <<1/(x(1/k)+e) . Soit
g holomorphe au voisinage de 1'infini, réelle sur la partie de R ou elle est dé-
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finie, et vérifiant g(=) #0 . Soit f telle que

f(k)(x) = ____Jégil__. ou a>0.
x log h(x)

Alors (f(n))neN est équirépartie modulo 1 .

Nous donnons maintenant une généralisation du théoréme de Fejer (pour les fonc-

tions deux fois continflment différentiables,

LEMME 3, - Soit f : R' —> R ayant une dérivée seconde continue., On suppose

qu'il existe ¢ vérifiant (1), (2), (3) du théordme 2, et que

lim @Z(X) f™(x) =0,

lim ft(x) =0 ,

lim  o(x)[£1(x)] = + = .

Alors la suite (f(n))nEN est équirdpartie modulo 1 .

G. RAUZY [6] a étudié 1'équirépartition des suites (f(n))nEN lorsque f est
est entidre (f(x) = Z£>O v, %) et que v décroit rapidemant vers 0 . Ces

fonctions vérifient les hypoth&ses du théordme 1. Ce méme théordme permet de mon-
=37 3

>0 e nY + log n est équirépartie ( f est seulement

trer que la suite f(n) = 23

analytique),

Equirépartition de suites (f(pn))neN ’ (pn)nEN étant la suite croissante des

nombres premiers.

THEORENE 3. - Soient f et o : R’ —> R telles que :

(1) ¢ est non décroissante,

(2) o(x) << (p(_}zs) ’
(3) x(1/2)+e

<< o(xz) << 1€,

(4) o) e () |V =) oo e (s o),
(5) o*i(x) 0+ (5) < g€,

(6) f(k)(x) << X-(Sk/8)-e ,

() 129 << er® () + 20 (5)] < £ (]

Alors la suite (f(pn))neﬂ est équirépartie modulo 1 .

les deux lemmes suivants permettent, en utilisant la méthode employée par G, RHIN
dans [7], d'obtenir le théordme 3.

LEMME 4, - Soit S = Zyeg y(y) erze e(f(t2 xy)) » o t et N sont entiers, ¢
et ¥ deux parties de N dépendant de t et de N , t2 xy <N,
t-l NO,24

<y<< 7105,

e¥ ou ¢ vérifie, pour 39’6 <YLYy,
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3

2
ZY.Y'quH'(y)I <71 1og N et Z{_quglflf(y)l < 1! log” N .,

Alors il existe p >0 tel que S << g7lel yl=p .

LEMME 5, - Soit 8 = zﬁe@ zﬁ,<XSM’dst e(f(dx)) s OU ©® est une partie de N
dépendant de N , et NO+T5 <mM/4 <M' gM/2<M N .

Alors il existe p >0 tel que S << Ni=P .

Application, - Soit f£(x) = (pP(x))® , ou P e RX], ¥ p=x s C réel >0,
- Si kc n'est pas entier, (Pc(p )) - est équirépartie modulo 1 .
n neN

- 81 ke est entier, il existe un polyn8me Q de degré k¢ , et ¥ holomorphe
0 , nulle en 0 telle que f(x) = Q(x) + w(%) « On est ramené & 1'équirépartition
de Qp,) (ef. [7]).

2. Probléme de Waring-Goldbach pour f(x) = x°© » ¢ réel non entier > 12 .
WMMM’MMNW\M'\, e

On veut montrer qu'il existe £ = g(c) tel que tout entier N assez grand
s'écrive
(1) ¥ = [pi] + oeee + [pz] » ou les p; sont premiers.

Soit ?z(N) le nombre de représentations de N sous la forme (1). G(c) est le
Plus petit entier 4 vérifiant la condition précédente. On pose y = 1/c et

THEOREME 1. - Pour £ 3 1650c° log ¢ , on &

£ -1 va~1
- L) x i
L Flva) 10 T log N

) .
THEOREME 2.,

Gle) g [c + 1] + 4c(log ¢ +-% log log ¢ + 5,8) .

On sait que yz(N) = II (2;<NY e(a[p°]))£ e(- QN) do » 22' I est un intervalle

de longueur 1 . <

soit wa) =X o(ap")

Lorsque |of est petit (|of < 1), an éerit

?(a) = Zﬁ Eﬁl“A<PSN e(a[pc]) » O A est fonction de N ,

On remplace e(ofp ]) par e(aNi) + En utilisant le théordme de La Vallée Poussin
sur le nombre de nombres premiers dans un intervalle, on arrive 3

y
e(ox®)

m(a) = Ig log x

T
l'erreur sur J -1 (0(e))* e(- o) do est
-7

<< @Y71/R) (72 a2y 4 1 ity 4ol exp(~ 1 v2)

dx + o(+ ! AN) + o(NeY exP(clfJ;) Y, ou e, >0,

1
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Pour obtenir une erreur qui soit o(Nyz_l/rz) y 11 faut que

N G At I At exp(- c, Nr) soit o(1) ,

clest-a-dire 7-1 = o(exp(1/3)c1 V;VN) . On prend T-l = fJ/N ou 0 >0 .0n

obtient alors

1-"1 (T ,))I, N‘vf;—l NY,Z-'I
I (o)) ol an) ao - g o

Or la méthode de VINOGRADOV [ 9] ne permet d'obtenir une majoration

CP(C!) << NY(I—p)

oh p>0 quesi |jof 2N/N, e>0, ce qui donne en posant - N<Y/4)"1 :

) d®s que £ est assez grand.

-7t 4~1
70 (@) ol o) ao = o2
A T

A la différence de J.-M. DESHOUILLERS qui a traité le probldme de Waring (les P,
ne sont plus nécessairement premiers), nous avons ici deux sortes d'intervalles
complémentaires : (A~1 s 1 - A—l) et (T—l ’ K_lj .

Lorsque 7_1 < Ial,s At » on obtient :

)

~o
ola) << NY r ou oy est > 0 quelconque.
En utilisant ( /a)
J‘O lo(e) |%% dg << v (2t-¢)
r /N

pour t entier > 303(log c + 14) , on arrive a
-1
A NA=1
J _1(¢(a))£ e(- oN) do = O(N
7

7 )
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