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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU G4=-01
(Groupe dtétude de Théorie des nombres)
13e année, 1971/72, n® G4, 9 p. 10 janvier 1972

INTﬁGRATION p—-ADIQUE, SELON A, VOLKEINBORN

par Yvette ANICE
On a cherché depuis longtemns & construire une théorie de 1'intégration p-adique
¢'est-3~dire une mesure de 'laar & valeurs dans un corps p-adique définie sur un
groupe abélien localement compact bien choisi. On trouvera des exposéds détaillés
de ces théories dans [2], [4], [5], [6], et [7]. Tous donnons au § 1 un résumé troés
succinet de quelques—uns des résultats obtenus : on verra que les applications
arithmétiques de ces théories sont fort limitées puisque, par exemple, il n'existe

aucune mesure de Haar sur 1'anneau ;gp des entiers p-adiques et & valeurs dans

Bp pour laguelle les polyn8mes non constants soient intégrables.

C'est pourquoi A. VOLKENBORN, renoncant & 1l'invariance par translation, a cons-
truit une intégrale p-adique ; le § 2 est consacré & la définition de cette inté-

grale, et le § 3 & quelques applications arithmétiques.

On verra que, si cette intégrale n'a pas d'aussi bonnes propriétés fonctionnelles
qu'une mesure de Haar, puisqu'elle n'est pas invariente par translation, elle a

par contre de bonnes propriétés arithmétiques.

le Intégration non archimédienne.

~———r -~

Soit G wun groupe abélien localement compact, et soit X wun corps valué com=—
plet non archimédien. Pour que 1'algébre G(G ’ K) des fonctions continues sur G

& valeurs dans K sépare les points de G , on supposera G totalement disconti-

nu.

Soit GO(G ’ k) 1e sous~espace de GG y K) constitué des fonction tendant vers

0 & 1l'infini muni de la topologie de la convergence compactes

Une mesure de Haar sur G , et & valeurs dans K,est alors une forme lindaire
sur un sous-—espace I de Gb(G , K) , invariante par translation (ce qui signifie
‘que : 1° Yy feH, Yaei, fa e H, ou fa(x) =f(x~a) et 20 yfen ’
Vae6, uwE)=pE) ).

F. TOMAS [7] a mentré (voir aussi T. BRUHAT [2]) que si G =K = 5% s le plus

ggand sous-espace H , sur lequel on puisse définir une telle mesure de Haar, est

strictement contenu dans 1'espace des fonctions différentiables 3 dérivée partout

nulle.

On voit d'ailleurs que si W est une telle mesure de Haar,

U‘(X n )= 1/Pn,
at+p gp

o nz Z et Xp désigne la fonction caractéristique de B . Alors si f est une
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fonction intégrable sur ZD , son intégrale est la limite des sommes de Riemann
~

£

n
o _ nsn
a, +p Z
i,0 % ~p
lorsque n =% © , ou (a,i n) n désigne un systeme quelconque de représen—
! 1= ev e
tents de 2 /v" Z_ . i=lyeeesp
~p T AD
Dans [ 4], MONNA et SPRIlGER étudient plus généralement les mesures de Haar défi-
rias sur un groupe G abdlien localement compact et totalement discontinu, pour

lesquelles les fonctions continues & support compact sont intégrables.

Ils y démontrent en particulier la proposition suivante.

PROPOSITION 1. - Soit p > 0 , la caractéristique résiduelle de K , alors il

existe une mesure de Haar sur G & valeurs dans K (satisfaisant & la condition

by

ci-dessus) & la condition nécessaire et suffisante que G soit p-fini.

On dit que G est p-fini si, pour tout sous-groupe ouvert compact HO de G,
il existe une constante M telle que, pour tout sous-groupe ouvert compact H de

Hy » on ait vp([HO:H]).s M .

Ceci montre en particulier qu'il existe une telle mesure de Haar sur Qp a va-

leurs dans QU, & la condition nécessaire et suffisante que p # p' . Cette théo-

rie de l'intéération a été développée en particulier par VAN ROOIJ et SCHIKHOFF,

([5] et [6]).

2o L'intégrale de VolY:enborn,

Elle est définie sur la classe des groupes qui sont limite inductive dénombrable
de groupes pro-finis, Nous donnerons une indication sur le cas général en 2.4, mais

traiterons d'asbord du cas particulier du groupe additif de gp

2.1e Intégrales p—adiques. - Soit f wune fonction définie sur gp a valeurs

dans Q , et soient (a ) des représentants de 2 /pn 2+ Nous avons
~P i:,n hl,o‘.,p ~P ~P

vu que, pour les fonctions intégrables au sens de TOMAS, 1l'intégrale sur 73 est

~P

n

limite des sofmes de Riemann

1/p" an

i=1

) .

L'idée de Volkenborn consiste a4 prendre encore comme intégrale la limite de cette

f(a.
i,n
somme, mais en se restreignant & une suite fixée de systémes de réprésentants mo-
n . p , . .
dulo p « L'intégrale obtenue dépend des représentants choisis, mais la convergence

des sommes de Riemann est une condition bien plus faible que 1'intdgrabilité au

sens de TOMAS,.

Ve
DEFINITION 1. = Nous noterons R = (ﬁ%)n>0 une "suite de gystémes de représen—
tants" clest-a~-dire une suite gh telle que Rn soit un systeme de représentants

de Qp modulo pn‘gp .

”~
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DEFINITION 1 bise = Nous noterons R = (Rn)n>0 la suite canonique de systemes de

représentants définie par

n=-1 h
Ry = {x e E% | == h=h HP o, 0% <p, hy€ FARD

DEFINITION 2. - Soit K ouvert conpact de Qp s une fonction en escalier sur

K est une fonction localement constante sur XK . Une telle fonction f est dite_

d'ordre n sur X si

(a) K est réunion de classes modulo pn 5p H

n sy OU X parcourt un systéme de représentants de K
Z
p

AL

(v) £=271(x)y
X+p

modulo pn Zp .
_— ~

Si f est une fonction en escalier d'ordre n sur K , et R une suite de

systéme de représentants, on pose

JIE‘R) £(u) au = 1/p" 2 £(x) .

XERnQK
On vérifie inmédiatement que cette quantité est indépendante de n , et m@me de

(R) y S'agissant de foncticns en escalier.

On dit qu'une fonction f en escalier sur est intégrable sur gp si
limn_.0° f n f(u) du existe, on note alors rQ f(u) du cette limite. On montre
pgp ~

aisément qu'une fonction en escalier est intégrable si, et seulement si, elle tend

vers zéro & l'infini.

DEFINITION 3. - Une fonction f , définie sur K , est R-réglée sur K si la

suite des fonctions en escalier

=2
fn T OxERI K £(x) X n_?
n X+p Zp

est telle que limnﬁm'ﬂéﬁ) fn(u) du existe. On note cette limite 'Géﬁ) f(u) du .

On montre asisément les propriétés suivantes :

(i) les fonctions (R)—réglées sur K constituent un espace vectoriel,

R
XK f(u) du 4éfinit une semi-norme sur cet espace ;
(ii) dire que £ est (R)-réglée sur K équivaut a
: n 5 : (®)
im /p ZXERnhK f(x) existe, et vaut fK f(u) du ;
(1i1) si f est (R)-réglée sur 3 des ensembles K y K' y KnK'" et K yk!',
elle l'est sur le quatridme, et

Jp £ au + fer £(0) au = Jkagr T) dw + [y £(u) du g

(iv) il faut remarquer que dans (iii), on ne peut pas supposer seulement f R-

réglée sur K et K' ; en effet, elle peut ne pas 1'8tre sur Kn K! et Ku k! .



G4~04

Par exemple, soit ¢ une fonction quelconque sur {x € Sp l lxl = 1} et soit

£(x) = (- )" o) | soient

K={x| 1/p<|x| <p} ot K*={x]| 1/p<]|x| <9},

alors

fx) = 2 ., f(x) =0,
zxeRnhK xeRndh
donc f est réglée sur K et K!' , mais a été choisie quelconque sur K nK' .
Exemplese
(1) & 1a fonction f(x) = x est associde la suite de fonctions en escalier

fn(t) - eroz xx (t) .
n x+p 2
~P

On voit, par un calcul simple, que

r?ul-l f(u) du =0 , fg f(u) = - 1/2 .
: - z,

Notens R!' une suite de systéme de représentants telle que

n
RI,].n»va:{l,z’...’p}:

t
alors Ig flu) du = + 1/2 .
m,p z
On voit ainsi que la valeur de 1l'intégrale dépend de ® . Soit aussi R" , défi-
3 N + n = R! . : i—des t ",
ni par R2n R2n et R o] R ont 1 la fonction f ci-dessus, n'est pas R
réglée.

(2) Pour % » 1 ’

n
Rk . .. Losp™=1 .k _ .. 1 1 sk (k41 nyi+l
fzp uodu = lim ) Z?:O i = lim ) T 450 (i N l) B, i(p ) =B,

ol Bk désigne le k=iéne nombre de Bernoulli.

(3) Pour ¥ >0 ,

y o =1

k+1

R (u 1 zpn-l i 1 pn
ﬁgp (k> du = 130 ;h i=0 (k) =R ;h (k + 1

242¢ Quelques propriédtés de 1'intdégrale.

(1) 8i f est R-péglde sur pt %p R f(pt u) est R-réglée sur ’gp et

}-'t rg f(pt u) du = drR f(u) du e
0 s

(ii) Soit f R-rézlée sur _gp et différentiable aux points O , 1 , eee o m = 1

alors fO(X + j) est RrrégléeApour J=1, ees ym,ect on a

R _ R S
J%n f(u + m) du = sz f(u) du + 2?=0 £r(i) .

(iii) Plus généralement, soit f R-rdéglée sur Zp et différentiable aux entiers

Jy £<J<mn, alors fO(X + j) est R-réglée pour Jj =4 4, ese g m , et on a
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oR f(u+m) du = ?R flu + £4) du + Z?:l £1(3)
Z A J=L
Y P
(iv) On dédnit de (iii) oue, si f est R-réglée, dérivoble et & dérivée nulle

aux points entiers, 1l'intégrale est invariante par les translations entidres.

On obtient par exeuple en appliquent la propriété (iii) :

pour k > 2, fR (u + 1)k du = f? uk du ,
.‘p r.dp
et
-1 .k=1
pour k >2 et m>1, rg (u + m)k du = fg W du + X §?=i i .
o l~’p
(v) i f et Reréglée sur K et si
lffﬁ £(u) au| <M (resp. =M ),

alors, pour n assez grand,

-n -n
IZ?E@hrK f(x) <p M (resps =p N ).

2¢3. Critéres d'intégrabilité, - Soit f continue sur K et telle que, pour

tel que pour n >n m=0, ete y p~1 et

tout >0, il existe n

0 0’

x€R NK,
n

l£(x + mp") = £(x)] < /D"

alors f est R-réglée sur X .

Remarquons d'ailleurs que ce critére ne concerne que la restriction de f aux
points de Un(Rn AK) . Crei est naturel, car la définition de 1l'intégrale ne con=
cerne que cette restriction. Il serait, en toute rigueur, plus normal de définiz
1'intégrale d'une fonction définie sur K n (Un Rh) y par exemple sur N , si
K = ?p o Cependant les applications portent en général sur des fonctions continues,
et celles~ci sont détermindes par leur restriction & KN (Un Rn) sy 11 est alors

plus simple de s'intéresser & des fonctions définies sur K .

On remarquera ausni que si une fonction satisfait au criteére ci-dessus, elle est
dérivable et a d4rivée nulle aux points de Kn (Un Rh) , mais ces conditions ne

sont pas équivalentes.

Un exemple de fonction de ce type est la classique fonction dérivable, & dérivée

nulle, non localement constante, délinie sur QD par

h Ay 2h
a=zh>hoahp » O<a <p, f(a)=“h>hoahp .

On calcule aisénent f§ f(u) du = - 1/(2(p + l)) .
k4 p
Ce critdire n'est pas encore trés satisfsisant puiscue, par exemple, les polynémes

non constants n'y satisfont pas et sont cependant R-réglées sur tout ouvert com—

t d .
pac e -gp

Désormais, toutes les notions de "R-réglé", et toutes les intégrales seront
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relatives au systeme canonique R (2.1, définition 1 bis), et nous omettrons le

R .

On démontre les résultats suivants

/N t
THEOREIE 1. - Soit f une fonction strictenent analytique sur p -gn

f(X) = Zn>0 a p_nE—. sa série de Taylor & l'origine, alors

’d

, et soit

(1) f est réglée sur p

(i1) [ :,
Pfup
(111) |f, () au| <o’
Z
p Zp
La dénonstration repose sur les faits suivants : si f est un polyndme, 1'ége—

e

z
14 )_t
-in+1
£(u) du = Znao a P B 3

t
+ supn]ani .

1ité (ii) résulte des calculs faits précédemment, on en déduit 1'inégalité (iii)
pour les polyndmes. On voit alors que l'intégrale sur pt Zp est une forme li-

néaire continue sur 1l'espace des polyndmes muni de la norme
' ! . -nt
sup ]anl = Hfﬂ si £(X) = 2 a p x? ’

or l'espace des fonctions analytiques strictes sur pt Zp est le complété de lles-
a4

pace des polynémes pour cette norme, d'oll le théoréme.

/ ~
THEOREME 2+ — Soit f wune fonction localement analytique sur ’zp et

£ =305 (),

sa série d'interpolation sur les entiers, alors

(i) f est réglée sur Zp s

- n
(ii) fzp £(u) du.--znEO (T- 1) an)/(n + 1) .
Preuve. - Il existe un entier h tel que la restriction de f & chaque disque

de rayon p—h y 80it strictement enalytique. Soit alors
h_1 h_1
f:Zf__:O(x £) = 3P £,y 00 £, =% £,

itp77 i=0 1 Ntz
~p

alors, les sommes de Riemann

n
_ /.0 <p -1 L n
Sn,i = l/P ZJ:‘-O fl(J) = 1/P EERnn(l+pn§p) f(X) ?
convergent vers In = 0 f(u) du d'aprés le théoréme 1, et de plus,
i+p 2
~P
1+h i

On en déduit que f est réglée, et que son intégrale satisfait a

1+h
1 £ sl ¢ suplz,] < o™ el
n,,“p

ol Hf“h désigne la norme de f dans 1l'espace des fonctions analytiques d'ordre

h sur ,gp (ef. par.exemnple [1]). On en déduit que 1l'intégrale est une forme li-
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néaire continue sur 1'espace des fonctions analytiques d'ordre h , or on sait [1]

qu'il existe des constantes ln h telles que
?

£l = supylay &yl et fa A ol =0,

d'ou 1l'on déduit (ii).
On peut évidemment donner de nombreux exemples de calculs d'intégrales de fonc-

tions localement analytiques, citons en particulier

1 (n-1) 1
pour p # 2, f;p exp(pu du) = n>0 YR By = explp) - 1°?
k-1 k
P _lye (- 1) P
“Rgp log(l + u) du = o Zk:l = Bk ’
P u [V .
pour |a|l <1, “Ep(l + a) du = Zk>0 T == log(l + a)

2e¢ 4e Généralisation de cette intégrale. - Soit plus généralenent G un groupe

. ompd . mund . _
topologique séparé, muni d'une suite de sous-~groupes (Un)n§EU{O} tels que
- pour tout =n , Un est ouvert et para-compact ;
- G/uo est au plus dénombrable.

Un cas partuculier de cette situation est le groupe Qp , muni de la suite
U p ?p.
\‘ Is U . . . 3 —
Notons Rn un systéme de représentants de G/ 0! soit (X1,0)1<D une indexa

>

tion de ®_ : nous poserons, pour r <O ,

0
Uy = 1*r( 10 o) *
On choisira alors, pour tout n , une indexation (xin)isO de Rn telle que
0
= T b .
U, ui=rn %o g0 00Ty =(r+1 lu /U | =1
En posant p(U = 1/(|Q /U 1) y on définit exactement, comme dans le cas de

Qp 1l'intégrale d'une fonction en escalier, la notion de fonction R-réglée, de

fonction R—lntegrahle, etce.

Un exemple important d'un tel systéme est lc suivant : soit m > 1 , prenons

pour G 1le groupe additif de Q muni de la topologic discrdte, et posons UO = 2,
n
Un =mp Z pour n =1 .

En choisissant

_ ~l
n,m - (R + ip );

ol Rn désigne les représentants canoniques de Qp/P r?p s on obtient des reprém

sentants canoniques de Qf/Un

On remarquera &lors que si f est par exemple une fonction définie sur 2, on a
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n n
1 1 op =l ooy _ 1 sm=l (1 -1
n Z:;ER nZ £(x) = —5 Z?:o £(1) = o ZIﬁ:o ( n Xf'z=o £lu + mi) .
np NyMm A mp

jul sy . n +
Notons f( ) 1'intégrale associée aux sous—groupes mp 2 de Q et aux re=

présentants canoniques Rh o * On déduit de la relation ci=-dessus que
?

Iém) £(u) au = %Zﬁ;é IEP £(nu + 2) du ,

cette égalité étant valable dés que le membre de droite existe.

Une application intéressante de cette intégrale est obtenue par exemple de la fa-
gon suivante : Soit ¥ est un caractére multiplicatif de E' de conducteur m_ o

et soit f wune fonction localement analytique sur 'gp , alors on montre que

m m -1
rX _yox o x2)

3. Applications arithmétiques.

P

VOLKENBORN donne, en [8], un certain nombre d'applications & des fonctions arith=
métiques, nous ne citerons que quelques résultats concernant les nombres de Ber—

noulli.

A un caractére nultiplicatif ¢ de Z , de conducteur mx , sont attachés les
Vs

nombres de Bernoulli Bi y définis par

m
X X oxp(px) _ K X5
Zp.~=l X(%) exp(mX X) -1 "'ZkEO Bx s

les nombres de Bernoulli ordinaires étant attachés au caractére unité.

On démontre elors que

(m )

X x(u) uk du .

%=1z

~

On en déduit par exemple

IBI;I sﬁﬁ-.

X

m -1
B - ﬁ;zﬁ—o (x(2) T () w2 2> 47)
On retrouve aussi des propriétés déji démontrées par KUBOTA et LEOPOLDT [3]. Il
ne me semble pas qu'on obtienne des propriétés nouvelles des nombres de Bernoulli,
cependant le fait m8me de retrouver au moyen de 1l'intégrale de Volkenborn des pro-

priétés arithmétiques non triviales des nombres de Bernoulli, me paraft montrer
qu'a la différence des autres notions d'intégrales p-adique, peut-8tre plus sé-
duisantes d'un point de vue théorique, 1'intégrale de Volkenborn, d'apparence plus

calculatoire, peut avoir un intérét arithmétique.
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