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INTÉGRATION p-ADIQUE, SELON A. VOLKENBORN

par Yvette AMICE

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Groupe d’étude de Théorie des nombres)
13e année, 1~’71/7 z, n° G4, 9 p. 10 janvier 1972

On a cherché depuis longtemps à construire une théorie de l’intégration p-adique
c’est-à-dire une mesure de Haar à valeurs dans un corps p-adique définie sur un

groupe abélien localement compact bien choisi. On trouvera des exposés détaillés

de ces théories dans ~2 ~, ~ ~.1~ ~ 5 ~, ~6 ~, et C7 ~. Nous donnons au § 1 un résumé très

succinct de quelques-uns des résultats obtenus : on verra que les applications

arithmétiques de ces théories sont fort limitées puisque, par exemple, il n’existe

aucune mesure de liaar sur l’anneau Z des entiers p-adiques et à valeurs dans

û pour laquelle les polynômes non constants soient intégrables.

C’est pourquoi A. VOLKENBORN, renonçant à l’invariance par translation, a cons-

truit une intégrale p-adique ; le § 2 est consacré à la définition de cette inté-

grale, et le § 3 à quelques applications arithmétiques.

On verra si cette intégrale III a pas bonnes propriétés fonctionnelles

qu’une mesure de Haar, puisqu’elle n’est pas invariante par translation, elle a

par contre de bonnes propriétés arithmétiques.

1. Intégration non archimédienne.

Soit G un groupe abélien localement compacta et soit K un corps value com-

plet non archimédien. Pour que l’algèbre ~(G ~ K) des fonctions continues sur G

à valeurs dans K sépare les points de G, on supposera G totalement disconti-

nu.

Soit K) le sous-espace de K) constitué des fonction tendant vers
0 à l’infini muni de la topologie de la convergence compacte.

Une mesure de Haar sur G , y et à valeurs dans K, est alors une forme linéaire 
sur un sous-espace i~ K) , invariante par translation (ce qui signifie

’ 

que : 1° V f a E G, f a où = f(x - a) ; et 2° V f 

V a~. G , = ~~f ~ ).
a

F. TOMAS [7] a (voir aussi F. BRUHAT [2]) que si G = K === Q. le plus
and sous-espace H ~ sur lequel on puisse définir une telle mesure de Haar, est

strictement contenu dans l’espace des fonctions différentiables à dérivée partout
nulle.

On voit d’ailleurs que si ~ est une telle mesure de Haar,

où n ~ ~ et XB désigne la fonction caractéristique de B . Alors si f est une



fonction intégrable sur Z , son intégrale est la limite des sommes de Riemann
~P

lorsque n ~ ~ , où (a. ) 
n 

désigne un système quelconque de représen-

tant s de Zp/pn Z . ’ "

Dans [4], MONNA et SPRINGER étudient plus généralement les mesures de Haar défi-

ries sur un groupe G abélien localement compact et totalement discontinu, pour

lesquelles les fonctions continues à support compact sont intégrables.

Ils y démontrent en particulier la proposition suivante.

PROPOSITION 1. - Soit p > 0 , la caractéristique résiduelle de K , alors il

existe une mesure de Haar sur G à valeurs dans K (satisfaisant à la condition

ci-dessus) à la condition nécessaire et suffisante que G soit p-fini.

On dit que G est p-fini si, pour tout sous-groupe ouvert compact H,, de G ,

il existe une constante H telle que, pour tout sous-groupe ouvert compact Il de

on ait v M .

Ceci montre en particulier qu’il existe une telle mesure de Haar sur Q à va-

leurs dans Q,, à la condition nécessaire et suffisante que p ~ p’ . Cette théo-

rie de l’intégration a été développée en particulier par VAN ROOIJ et SCHIKHOFF,

([5] et [6]).

2. L’intégrale de Voll;enborn.

Elle est définie sur la classe des groupes qui sont limite inductive dénombrable

de groupes pro2014finis. Nous donnerons une indication sur le cas général en 2.4, mais

traiterons d’abord du cas particulier du groupe additif de Q
2.1~ Intégrales Soit f une fonction définie sur &#x26; à valeurs

dans et soient 

, i , ... , pn 
des représentants de Nous avons

vu que, pour les fonctions intégrables au sens de l’intégrale sur  est

limite des sohmes de Riemann

r

L ’idée de Volkenborn consiste à prendre encore comme intégrale la limite de cette

somme, mais en se restreignant à une suite fixée de systèmes de réprésentants no-

dulo n . L’intégrale obtenue dépend des :représentants choisis, nais la convergence
des sommes de Riemann est une condition bien plus faible que l tintéglabili té au

sens de 

/

DEFINITION 1. - Nous noterons R = (Rn)n0 une "suite de systèmes de représe:r1;-
tants " c’est-à-dire une suite Rn telle soit un système de représentants
de % modulo p Z .
-- 

I," 
’ 

N rC’



,

DEFINITION 1 bis. - Nous noterons R = (R ) 0 la sui te canonique de systèmes de

représentants définie iJar

DEFINITION 2. - Soit K ouvert compact de une fonction en escalier sur

K est une fonction localement constante sur K . Une telle fonction f est dite

d’ordre n K si

(a) K est réunion de classes modulo pn Z ;
~p

(b) f = 03A3 f(x) ~x+pnZ ,où x parcourt un système de représentants de K

modulo 
Np

Si f est une fonction en escalier d’ordre n sur K , et R une suite de

système de représentants, on pose
n

On vérifie immédiatement que cette quantité est indépendante de n , et même de

(R) , s’agissant de fonctions en escalier.

On dit qu’une £onction f en escalier sur % est intégrable sur Qp si

lim ,.! 
pn~ 

f(u) du existe, on note alors ~ f(u) du cette limite. On montre

’~

aisément qu’une fonction en oscalier est intégrable si, et seulement si, elle tend
vers zéro à 1 ’infini .

r

DEFINITION 3. - Une fonction f, définie sur K , est sur K si la
suite des fonctions en escalier

est telle que du existe. On note cette limite ~~ f(u) du.
On montre aisément les propriétés suivantes t

les fonctions (61.)-réglées sur le constituent un espace vectoriel,

(R)K f(u) du définit une semi-norme sur cet espace ; i
(ii) dire que f est sur K équivaut à

existe, et vaut f(u) du ;
n 

"°

(iii) si f est (61.)-réglée sur 3 des ensembles K~K~KnK~ et KuK’~
elle l’est sur le quatrième~ et

(iv) il faut remarquer que dans (iii), on ne peut pas supposer seulement f R-

régl é e sur K et en effet, el l e peut ne pas l’être sur Kn Kt et Ku 



Par exemple, soit cp une fonction quelconque sur (x E I ~x~ = 1~ et soit

(- ~(gP v(x~ ~ ~ Soient 
,.~p

donc f est réglée sur K et K’ y mais a été choisie quelconque sur K n K’ .

Exemples.

(l) A la fonction f(x) = x est associée la suite de fonctions en escalier

On voit, par un calcul simple, que

’ J.

Notons R’ une suite de système de représentants telle que

R ~
alors f f(u) du = + 1/2 .

"~p
On voit ainsi que la valeur de l’intégrale dépend de R . Soit aussi R", défi-

ni par R" = R et = R’ , s la fonction f ci-dessus, n’est pas R"-

réglée.

(2) Pour k  1 ,

où Bk désigne le k-iène nombre de Bernoulli.

(3) Pour k > 0 ~

2~2. Quelques propriétés de l’intégrale.

(i) Si f est R-r4glée sur p Z , f(p t 11) est R-réglée sur Z et
.~p ~p

(ii) Soit fR-réglée sur Z et différentiable aux points 0 , 1 , ... , m - 1
-~p

alors f0(X + j) est R-réglée pour j = 1 , ... , m , et on a

(iii) Plus généralement~ soit fR-réglée sur Z et différentiable aux entiers

J , l  j  m , alors j) est R-réglée pour j = l , ... , m , et on a



(iv) On déduit de (iii) que, si f est R-réglée, dérivable et à dérivée nuLle

aux points entiers, l’intégrale est invariante par les translations entières.

On obtient par exemple en appliquant la propriété (iii) :

(v) Si f et ~-régl.ée sur K et si

alors, pour n assez grand,

2.3. Critères d’in.tégrabilité. - Soit f continue sur IL et telle que, pour

tout ~ > 0 , il existe tel que pour n iR =0 y ... , p - 1 et

x ~ R
n 

n K ,

alors f eGt R-réglée sur K .

Remarquons d’ailleurs que ce critère ne concerne que la restriction de faux

points de ~n (Rn n K) . Ceci est naturel, car la définition de l’intégrale ne con-

cerne que cette restriction. il serait, en toute plus normal de définir

l’intégrale d’une fonction. définie sur K n ~~ A ~ ~ par exemple sur si
n n 

. 

,,

K = Z . Cependant les applications portent en général sur des fonctions continues,
et celles-ci Dont déterminées par leur restriction â K n (~ est alors

- 

n n

plus simple de s’intéresser à des fonctions définies sur K.

on remarquera aussi que si une fonction satisfait au critère ci-dessus, elle est

dérivable et à nulle points de K n (U R) , mais ces conditions ne
n n

sont pas équivalentes.

lTn exemple de fonction de ce type la classique fonction dérivable, à dérivée

nulle, non localement constante, définie sur Qp par

On calcule ,.: ~;~ , du = -~ 1,~~2~~ + 1.~ ~ .

Ce critère ntest pas encore très satisfaisant puisque, par exemple, les polynômes
non consta.nts n’y satisfont pas et sont cependant R-réglées sur tout ouvert com-

pact de ~p .
Désormais, toutes les notions de et toutes les intégrales seront



relatives au système canonique R (2.1, définition 1 bis)~ et nous omettrons le

R .

On démontre les résultats suivants

THÉORÈME 1. - Soit f une fonction strictement analytique sur p Zp , et soit

f(X) = a sa série de Taylor à l’origine, alors 
"

(i) f est réglée sur p Z ;

(ii) ptZp f(u) du = 03A3n0 an p-(n+1)t B, ,

(iii) |ptZp 
f(u) supn|an| . i i i > 1 

Z 
f  v, > du 1 s » 1+t supn | an | .

La démonstration repose sur les faits suivants : si f est un polynôme, l’éga-

lité (ii) résulte des calculs faits précédemment~ on en déduit l’inégalité (iii)

pour les polynômes. On voit alors que l’intégrale sur est une forme li-

néaire continue sur l’espace des polynômes muni de la norme

or l ’espace d,es fonctions analytiques strictes sur pt Z est le complété de l’es-’ 

,wp

pace des polynômes pour cette norme, d’où le théorème.

, ,

THEOREME 2. - Soit f une fonction localement analytique sur Z et
- -. - ~~/P -

sa série d’interpolation sur les entiers, alors

(i) f est réglée sur Z ;
2014201420142014201420142014201420142014 

~ a- 1)~ 1) .
~

Preuve. - Il existe un entier h tel que la restriction de f à chaque disque

de rayon p y soit strictement analytique. Soit alors

alors, les sommes de Riemann

convergent vers I ~ ~ du d’ après le théorème 1 ~ et de plus~

~.~p

On en déduit que f est réglée, et que son intégrale satisfait à

,

oú ~f~
h désigne la norme de î dans l’espace des fonctions analytiques d’ordre

h sur Zp (cf. par . On en déduit que l’ intégrale est une forme li-



néaire continue sur l’espace des fonctions analytiques d’ordre h , y or on sait C 1~
qu’il existe des constantes 03BBn,h telles que

d’où l’on déduit (il).

On peut évidemment donner de nombreux exemples de calculs d’intégrales de fonc-

tions localement analytiques, y citons en particulier

F" 1J

2 4~ Généralisation de cette intégrale. - Soit plus généralement G un groupe

topologique séparée muni d’une suite de sous-groupes tels que

- pour tout n , Un est ouvert et para-compact ;

- est au plus dénombrable.

Un cas partuculier de cette situation est le groupe muni de la suite

U 
n 
=p n Z . 

m/

Notons Rn un système de représentants de soit (x. 0 ? . 10 une indexa-

tion de R0 : nous poserons, pour r  0 ,

On choisira alors, pour tout n , une indexation (xin)i0 de R telle que~.n i0 n

En posant (Un) = 1/(|U0/Un|) , on définit exactement; comme dans le cas de

l’intégra,le d’une fonction en escalier, la notion de fonction R-réglée, de
fonction ~--intégra’~le~ etc.

Un exemple important d’un tel système est le suivant : soit m ~ 1 , prenons
pour G le groupe additif do R muni de la topologie discrète, et posons U~ ~ Z,
U = mpn Z pour n  1 .

En choisissant

$ù R désigne les représentants canoniques de Zp , on obtient des repré-
sentants canoniques de Q /U . 

’

’-’ n

On remarquera alors que si f est par exemple une fonction définie sur Z ~ on a



Notons (m) l ’intégrale associée au; sous-groupes mpn Z de à et aux re-

présentants canoniques R , on déduit de ia relation ci-dessus que
.. 

n,m

cette égalité étant valable des que le membre de droite existe.

Une application intéressante de cette intégrale est obtenue par exemple de la f ap

çon suivante : Soit ~ç est un caractère multiplicatif de Z de conducteur mx ~
et soit ~’ une fonction localement analytique sur Z , alors on montre que

."" ~P 1

3. Applications arithmétiques.

VOLKENBORN donne, en un certain nombre d’applications à des fonctions arith-

métiques, nous ne citerons que quelques résultats concernant les nombres de Ber-

noulli.

A un caractère multiplicatif ~ de Z , de conducteur m~ , sont attachés les

nombres de Bernoulli définis par 

" X

les nombres de Bernoulli ordinaires étant attachés au caractère unité.

On démontre alors que

On en déduit par exemple

0n retrouve aussi des propriétés déjà démontrées par KUBOTA et LEOPOLDT ~ 3~. Il

ne me semble pas qu’on obtienne des propriétés nouvelles des nombres de Bernoulli,
cependant le fait de retrouver au moyen de l’intégrale de Volkenborn des pro-

priétés arithmétiques non triviales des nombres de Bernoulli, me parait montrer

qu’à la différence de a autres notions d’intégrales p-adi que , peut-tre plus sé-

duisantes d’un point de vue théorique, l’intégrale de Volkenborn, d’apparence plus

calculatoire, peut avoir un intérêt arithmétique.
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