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VARIATIONS SUR UN THÈME DE CARL RUNGE

par Milliam G. ELLISON

Séminaire 
(Théorie des nombres)
13e année, ~~r11~‘T ~, 9, 4 p. 10 janvier i~72

Soit f(x , y) E y] . Je voudrais considérer l’équation ~’(~y , y) .- 0 avec

x , y E Z . La théorie qualitative de l’équation cst connue. Nous avons en effet le

théorème suivant de SIEGEL :

THÉORÈME. - Soit f(x , y) ~. Z[x , y] un polynôme irréductible. L’équation

f(x , y) = 0 a, au plus, un nombre fini de solutions avec x, y E Z , 9 à moins

qu’il y ait une solution paramétrique de la forme

où 039B(t) , ... , D(t) , L(t) , Q(t) e Z[t] , et L(t) est un polynôme linéaire,

Q( t) est un polynôme quadratique avec positif. 

avoir une infinité de solutions 

Il est possible y un cas ~~ 

paramétrique de la forme (l) ou (2) .

COROLLAIRE. - Si le genre, g , de la courbe f(x , y) = 0 est plus grand que

zéro, 1 f(x , y) == 0 3 un nombre de solutions 

x ~ y 

Quand Inéquation f(x ~ y) =0 a un nombre fini de solutions entières~ la théorie

de SIEGEL ne permet pas de trouver les solutions y ni même une borne pour la plus

grande solution.

C’est un probité difficile de majorer les solutions entières de Inéquation

f(x , y) = 0 . Avec le travail de on peut donner une borne quand le genre de

la courbe est 1 ou 0 (dans le cas où il y a un nombre fini des solutions).

Dans le livre "Diophantine équations" de le théorème suivant est démon-

tré t

THÉORÈME (RUNGE). - Soit f(x , y) ~ Z[x , y] irréductible sur Q . Si

où fi(x , y) est une forme homogène de degré i , et fn(x , y) est réductible
sur Q ~ différent de la ~Q’q(~ ~ y))~ y où a~~ ~ ~ q(x y y) e ~[x ~ y] 1
irréductible sur Q , alors l’équation f(x , y y) =0 a, au plus, un nombre fini de



solutions et on peut trouver dans chaque cas numérique.

jj voudrais donner une variation de ce théorème. Il y a quelques

autres variations dans mon cours à (il paraîtra ultérieurement une édition

polycopiée de ce cours).

y) = + ... -’.- A (x) , où A.(x) e Z[x] , le degré
de A (x) = ~ > 0 ,et f(’:: y y) irréductible sur Q .

6~0 ~ ~l~y ~ y’ et d’entiers
x’ t 1~~ suivante~ :

Dans un cas numérique, on peut effectivement trouver les nombres (x’ , y’) .

COROLLAIRE. - Si les hypothèses du f(x, y y) y 
y) == 0 py de x’ ~ 

Le théorème est fr-ux quand 5=0.

Exemple. - Inéquation xy2 - 2x - 1 = 0 . Si y =: u/v avec (u ,v) = 1,
nous avons xu" - 2v 2 x - v 2 == 0 . Par suite, x/v 

2 
et v /x y donc x = v 

2 
et 

.J

u - 2v = 1 .

~ , 
3-

Donc il existe une infinité de solutions (x’ , y’) = (v . u/v) avec |v| = |x’".
Pour démontrer le nous avons besoin d’un lemme facile.

LBME. - ~ou~ j;m’~~~~ x ~ y vérifient l’équation

où Aj (x) ~ Z[X] , ô/ (X) --.  > c , et les - A.(X) commun

dans Q[X] . Supposons ].e polynôme f(X , Y) irréductible sur Q .

(a) On peut écrire chaque élément de l’anneau Q[x , y] sous la forme

La représentation dans cette forme est unique.

(b) Pour chaque entier ’~ ~ 0 , nous avons



(c) Si |x|  C0 , on peut écrire les coefficients de yn-r dans (3) sous la

forme

où G q[x] et les ia ) e Q .
°°°°°°~ ~ ’° °~°~~ 

~r°
Démonstration du théorème. - On peu.t écrire chaque développement en série de Pui-

seux à l’infini, de la courbe 1 ( x , y) = 0 , sous la forme

Fous démontrerons qu’il y a, au plus, un nombre fini d’entiers x’ et rationels

y’ avec : .

Ceci suffira, parce qu’il y a, au plus, un nombre fini d’entiers x’ et de ra-

tionels y’ avec )x’)  C1 et f(x’ y y’) = 0 .
L’idée de la démonstration est facile. Avec chaque développement en série de Pui-

seux, nous construirons un polynôme Y] et une fonction R(x)
avec les propriétés suivantes : i

Si y) =0 et jxj ~C ~ avons

Donc, si )x[ est grande nous aurons une contradiction.

Soit h(X , Y) = 03A3 -1r=0 03A3m03BD=0 C Xr Yn+03BD , où m et les C sont des entiers que

nous déterminerons ultërieurenent.

Si x , y vérifient l’équation f(x y y) == 0 y par (3) 
v 

y nous avons

Par les équations (4) ’nous avons" 

~ v

où P(x ~ considéré comme polynôme en y ~ a ses coefficients dans

~x ~ son degré égal à (n - l) y et les L (c) sont des formes liné-

aires des C à coefficients rationels.
rB~

Nous choisirons les non tous nuis, de telle sorte que L. (c) =0
pour tout (t , s) , avec et 0~s pt/q + (n + m)(~ - ô)/n ~

C’est possible, parce que nous avons + l) variables, C 
rv 

et au plus

(p -~ 6)(m + n) + pn(n + l)/2q équations L (c) = 0 ~ si m est grand, nous avons
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et les équations Lts(c) = 0 ont une solution non triviale avec C E Z .

Nous avons

Ecrivons y = (p(x) = 03A3~r=0 03B1r x(p-r)/q dans le second membre de Inéquation précé-

dente, et multiplions par le dénominateur commun des coefficients de P(x y y)

Observations.

Par suite, tous les C 
rv 

= 0 , d’où une contradiction.

2° Si 0 , il existe c avec la propriété 0 y ? x , avec

c~ ~ parce que R(x) == + 0 /x’~ ~~+.~ et, comme jx) 2014~co ~
nous avons

3° Il existe c~ avec la propriété 0   1 si jx) > c~ .
Donc, si ~~ ~ nous avons

Par suite, il y a un nombre fini d’entiers x’ et de rationels avec

f(x’ , y’) =0 et y’ = u/v avec Ils remplissent la condition

Il est possible d’écrire c. en fonction des coefficients du polynôme f(x , y) .

(Texte reçu le 24 janvier 1972)
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