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ALGORITHME DE JACOBI-PERRON DANS UN CORPS DE SÉRIES FORMELLES

par Eugène DUBOIS

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
13e année, 1971/72, n° 8, ~,1 p. 13 décembre 1971

Introduction. - PERRON [8] a introcuit, en 1907, une généralisation du dévelop-

pement en fraction continue, permettant de développer un système de n nombres

réels.

BERNSTEIN ([2] et [3]) depuis 1963 s’est attaché à trouver des systèmes de nom-

bres dont le développement par cet algorithme (1‘l. J. P.) est périodique.
Il a mis en évidence quelques classes de nombres, mais le problème de la caracté-

risation de ces systèmes semble difficile.

Nous avons construit cet algorithme dans un corps de séries formelles. Les ré-

sultats obtenus sont plus forts que dans le cas réel, mais no s n’avons pu carac-

tériser les systèmes de nombres dont le développement est périodique. Dans le cas

réel, y nous avons obtenu une classe de nombres dont le développement est périodique
et qui englobe la plupart des classes obtenues par 

1. Construction de l’algorithme.

Soient K = F un corps fini à q éléments, £ = K(t) l’anneau des polynômes,
~S = K(t) le corps des fractions de E .

à est muni de la valeur absolue 0-adi ue normalisée par f ~ 1 = q-degf si

deg f désigne le degré du polynôme f.

Le complété 50 de S pour cette valeur absolue est le corps des séries de

Laurent ~~t ~ .

Nous utiliserons l’isomorphisme (décomposition S.. == B 
(P == t 20141 K((t 20141 )) est l’idéal de valuation 

"

A partir d’un système de n nombres ~~ Z ~ ~ 2 ~ , .. ~ ~ n ~ les

formules

déterminent par récurrence une suite de lignes de n nombres de J0

et une suite de ligne de n polynômes



Ceci est possible de manière unique si ~ ~ E ~ pour tout B; .

Dans le cas contraire, l’algorithme se continue avec moins de n nombres par

des formules un peu modifiées.

On dit que l’algorithme applique au système ... , 03B1(0)n) admet des in-

terruptions.

Le tableau de polynômes 1  i . n , est dit le développement par

l’A. J. P. du système (03B1(0)1 , ... , a ) .

On définit (n + l) suites de polynômes par

Ces polynômes vérifient

Les formules (3) et (4) se démontrent facilement par récurrence en utilisant f 1
ei? (2).

Pour obtenir (5), il suf fit d’utiliser ( 1~ ~ puis (2), au dénominateur.

En appliquent (5) pour 1 , 2 , ... ~ v ~ on obtient

Identifions le développement à une suite de n-uples

En l’étudiant à partir d’un certain rang 03BB , on obtient une nouvelle suite

à partir de laquelle on peut construire, par (2), des polynômes "A(03BD)i" que nous
noterons A(03BD)i.03BB (i =0 , 1 , ... , n ; v= N) .
On obtient alors par récurrence :



En effet, (7) est évident pour v ~ 0 ~ 1 ~ Q n . ! n .

Supposons (7) vraie pour tout ~’ ~ v =  ~~ -~ ~ .

Il suffit alors de calculer

en appliquant (y~ au rang v, v + 1 , ... , ~~ + n , puis ~2~ .

D’après (1), nous avons | > | a(03BD)j| pour 1 - 1 , 2 , ... , n - 1, et
* 

n ~

v EN

Ceci nous permet de calculer :

THÉORÈME 1. - Soit (a)(03BD)i)03BD~N. 0in , un tableau de polynômes vérifiant201420142014 i 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014

Construisons les polynômes A(03BD)i par (2). Alors
1 --

Posons

Alors $=o 03BB(03BD)j = i (d’après (2» et, pour j = ° , i > ... , n - i ,

|03BB(03BD)i|  l (d’après (8)) et
J

Ceci montre que lim03BD~~ x == 0 , 1 (03BD) est une suite de Cauchy, elle converge
v 

~’0
donc dans ~G .
Pour démontrer la seconde partie, on construite pour 03BD ~ rd i



En étudiant la suite à partir du rang v et v + 1 , la formule (7) permet
d’obtenir :

on en déduit que les 0’ construits vérifient les formules (l) avec les a_
donnes.

2. - Soit (a’~) ~0~’~ y le développement de (a. y c~ ~ ... y ~) .
Alors :

En posant H s= A~ - c~. Y~.’ ~ la relation (3) permet d’obtenir

alors |03B1(03BD)n| j > 1 et )o" j > |03B1(03BD)i| Î pour i = 1,2,...,n-1 permet de conclure.

Ce résultat, plus fort que dans le cas réel y nous a permis de caractériser les

systèmes de nombres dont le d.éveloppement par J. P. admet des interruptions.

Pour cela~ il faut étudier les modifications des formules (l) à (4)~ et (?) et

(8). Les théories 1 et 2 se généralisent et on obtient le théorème suivant.

THÉORÈME 3. - Le développement de (03B11 , ... , 03B1n) admet m 

interruptions si, et seulement si y il existe m relations linéaires, indépendantes
à coefficients entre 1. 

Pour la démonstration se reporter à [.4j*

2. Développements périodiques.
Soient o~ ~ ... ~ admettant, par J. P. ~ un développement

périodique (nous le supposerons purement périodique de longueur k ).

On introduit un polynôme caractéristique~ f y du développement vérifiant les

propriétés suivantes.

Le nombre PQ == ~ ~ ." o~~ est racine de

D’après la périodicité et (6), 03C10 = + 03B11 A(k+1)0 + ... + 03B1n A(k+0)0 et en

utilisant (3),



(1 , 03B11 , ... , est d.onc vecteur propre associé à po de la matrice

(A (k+j)i) , 0  
i, j  n.

i

D’autre part, en considérant la matrice adjointe:

on a~ pour ~==0 ~ 1 ~ ... ~ n et 1=0 ~ 1 y ... ~ n ~

(M) ~~(p) - ~’~.(p) ~ A~~~/p) ..... ~~(p) . 
Alors (g. o~O~ ’" ~ ~0~ est un vecteur-propre associé à p~ 
est non nul). 

THÉORÈME 4. - Si le développement de 03B12 , *** y est périodique, on
a

(i) est algébrique sur S (i== 1 y 2 ~ ... y n) ~

(ii) Le polynôme caractéristique du développement est irréductible sur S et
admet un P. V. élément [1] unité, 03C10 , pour racine

(iii) S(a~ , ~ , ... , 
= S(p~) .

Nous supposons le développement purement périodique.

Nous utiliserons un théorème dû à Marthe GRANDET [6].

THÉORÈME 5. - Pour qu’un élément 03B1 ~ F0 soit algébrique sur F, il faut et il

suffit qu’il admette des approximations rationnelles régulièrement réparties,
c’est-à-dire u ~E. >1 tels que

=0 et lim (v , -’(uv) =0 .
De plus, (jj est un P. V. élément et 03B1 ~ F(03C9) .

Nous allons montrer que, pour 03BB = 0 , 1 ... , k - 1 ;

sont des approximations rationnelles, simultanées, régulièrement réparties de

~~ y .~ ~~n~ ’
Diaprés le théorème 2, il suffit de montrer lim03BD~~(A(vk+03BB)0 - p.. = 0 .

En utilisant les relations (9) et (7), on a



et le théorème 2 montre que cette expression tend vers 0 quand v -~ co .

Alors c~ ~ .« ~ sont algébriques sur S ~ et

c~ ~ ... ~ 

et Po est un P. V. élément.

Mais p~ est de degré inférieur ou égal à (l~c~.~~..~ c~ )
sont linéairement indépendantes (théorème 3).

Alors F(03B11 , ... , 03B1n) , et f est irréductible sur F .

Enfin p.. est une unité, car le coefficient constant de f vaut ± 1 diaprés

(4).
~ B

THEOREME 6. - Soient 03B11 , 03B12 , ... , 03B1n , n nombres admettant un dé-

veloppement par J. P. purement périodique de longueur k .

Soit Pl’ une racine 111 polynôme caractéristique de plus grande valeur absolue

après p.. 

Alors la loi d’approximation s’écrit :

où C est une constante dépendant de 03B11 , 03B12 , ... , 03B1n .
-~-2014 2014~2014~*20142014***2014’ 2014"~20142014***2014***20142014~*2014201420142014~2014 1 d. n

Par contre~ pour X==0~1~...~k2014ly il existe au moins un 
et une constante C’ tels que, pour une infinité on ait :

LEMME.

En effet, d’après (la),

En recommençant l’opération pour g, o(o)/(f(o)) , ... , g, n (03C1)/(f(03C1)) , on, ,
obtient

d’après la périodicité et (7) ; A. ’ A.. ’+...+ A. ’ A(03BB)n = A. ’ .

Après 03BD étapes, on obtient :



Il suffit alors de montrer que le reste de la série tend vers 0 pour passez

grand et que 1 e rayon de convergence de la série ceci résulte de
pn

du théorème 6. - Nous allons montrer que A(03BDk+03BB)i = 03A3nt=0 y, . 03C103BDt, où

y.. sont des constantes. f étant irrédu.ctible sur S ses racines sont simples.
On a, pour jp) > 

- 

r 

En utilisant le lemme et l’unicité du développement en série entière, on obtient

l’égalité cherchée g . ( r ~~f ~ ~ p ~ ,~,~1 t t

Alors

En effet, est de degré , n , donc 0 , et

est vecteur propre associé à Po’ donc est proportionnel à ~ 1 ~ ... , 

Ceci démontre la première p artie du théorème.

Pour la dernière partie, on montre que si p 2 ~ ... , p r sont des racines

de f ~ de même valeur absolue que Pl’ il existe une infinité de v tels que

est minore par un nombre strictement positif pour un i e 1 ~ ... ~ en

montrant que C . ~ 0 pour un i .

Exemple de développements périodiques: Développement à une seule ligne.

THÉORÈME 7. - Les nombres 03B11 , 03B12 , ... , 03B1n de F0 admettent par J. P.

le développement purement périodique à une seule ligne (a y a2 , ... , a) si,
et seulement si,

où p~ est la racine dans ~ supérieure à 1 en valeur absolue de



Preuve. - Pour la condition nécessaire, posons p.. 
= a . Les formules (1) mon-

trent que 03B1n-1 = 03B1n(03B1n - a ) = p - a et par récurrence

=a + entraîne que =0 ~

Pour la condition suffisante, a. 
= (l /P~) (~1 ~) ~ 

E(o/ ) == a ~ = et ainsi de suite.

THÉORÈME 8. - Soit p.. -un P. V. élément unité de F0 , de degré (n + l) sur
S , racine de f(p) = p -a p - ... -a F*q) .

Soient a. y ... , 03B1n-1 définis par

Alors le développement de ... ~ ~ y p~) est purement périodique de

longueur (n + 1) (sauf si 1 , auquel cas la ongueur est 1 ).

Le développement est

est un P. V, élément, on a ! a i > max0in-1 a. j et |03C10| = | an| .~ ’ n’ 0~:L~n--l ’ i’ 20140’ n

Puis a2 = (1~~~(a2 al p + a~~ _ a2 + entraîne et

E~a2~ = ~’2 ~ d’où et, de proche en proche, on a



En réutilisant les mânes égalités, on obtient la troisième ligne du développement
et ainsi de suite.

Remarquons qu’on peut, dans l’hypothèse du théorème, remplacer a0 e F par

où b et a0 ~ L* , et a0 divise a. dans E Ci = 1 , 2 , ... y n) y
nous obtenons ainsi de nouvelles classes de nombres dont le développement est pé-

riodique.

Dans le cas réel, nous avons obtenu le théorème suivant.

THÉORÈME 9. - Soit l’équation g(x) == a ... - a x - == 0 ,

où les nombres a. (i==0 y 1 y ... ~ n) et b sont des entiers positif s tels

que (a0 , b0) == 1 et (i== 1 , ... , n) .

Soit of la racine positive de g ~ et considérons les nombres

~=~ y =a’ 
n-i+1 

- 

n-i 
- ... ’"~~c~ (i== /. = 1 ~ ... ~ n- l) . B

Alors dans les deux cas suivants

1~ 1 et a la. et a >C .0 (X 0 Il i n 0

2~ C  1 et C~ a ~ l~max, .~ . a..0 0 n l i ~

le système (03B11 ,...,03B1n) admet par l’A. J. P. un développement purement périodi-
que de longueur n + 1 . fi La période est

Si de plus, on a 2

10 C~ > 1 , a~a~ + ... + C~ 1,
~ ~0~~ ~ ~0 -- ~~l+ S~~ ~

alors le polynôme caractéristique du développement est irréductible sur Q et ad-

met un nombre de Pi sot pour racine.

Il est assez simple de montrer que g admet une seule racine positive. La pre-
mière partie du théorème résulte des relations

On montre que [c~]=a~ , puis Ci = 1 , ... , n- 1) , et on conti-

nue la démonstration comme au théorème 8. ( [x] désigne la partie entière de x .)



Pour la seconde partie, on utilise le théorème suivant ([5] et [7]).

THÉORÈME 10. - Le polynôme caractéristique d’un développement est irréductible

sur Q et admet un nombre de Pisot pour racine, si, et seulement si,

En pesant =i = 1’"~ - OE. on déduit de ( 3)
v i 1

Si on pose M03BD = obtient :

Il suffit alors de trouver des conditions pour que

Ici il y a (n + 1) inégalités à vérifier.

Remarque. - BERNSTEIN ([2] et [3]) considère 03C9 = D + d , où d et D

sont des entiers, D p. d(n - 1) , n ~ 2 . Alors les nombres .

2 n

(~y(D y...~UJ ~

ont un développement périodique avec une prépériode.

En considérant (’1 = ~.~(w -~ D) , et vérifie toutes les hypothèses de la première

partie du théorème 9 et le développement obtenu dans ce théorème à la même période

que le développement de tu ~ w2 f ... w .
Exemple numérique. - Soit uu = 8 J108 + 2 a = 1~(c~ -- 8) . cy vérifie :

w ne vérifie pas la condition de Bernstein ( 10 n’est pas supérieur à 2 x 7 ) , et

g vérifie les deux conditions du théorème 9.

En effet :

Alors nous pouvons affirmer que le développement de c~~ ~ ... ~ c~y ~ défini au

théorème 9, est purement périodique de longueur 8 et que l’équation caractéristi-

que est irréductible et admet un nombre de Pisot pour racine.

Le développement est
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