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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 13-01

(Theorle des nombres) .
12¢ annde, 1970/71, n°® 13, 7 p. 22 février 1971

OPﬁRATION DE CARTIER ET VECTEURS DE WITT

par Gilles CHRISTOL

1. Introduction.

Si K est un corps de caractéristique p (p #0) , D(K) 1le K-espace vecto-
riel des différentielles de K , et Z 1le sous—espace de D(X) formé des éléments
dont la différentielle est nulle, on peut définir 1'opération de Cartier C de 2
dans D(K) , et on sait que cette opération vérifie, pour tout a € K et tout

7 et m' € D(X) :

(1) ¢(m + n') = ¢(m) + c(nt) ’ C(ap m = aC(m)
(ii) c(da) =
(iii) c(de/a) = da/a .

Ces propriétés peuvent d'ailleurs servir de définition a 1l'opération C .

Avec les notations ci-dessus, on démontre le théoréme suivant

THéORﬁME 1. = Soit m € D(K) 3 pour qu'il existe a € K, tel que 7 = da/a , il

faut et il suffit que me Z et que C(m) =

En particulier, si K est un corps de séries formelles a4 une variable sur un

corps parfait k , de caractéristique p (XK = k/(x))) , alors on a

c(Z a(n) x* (ax/x)) = Z(a(np))l/p % (ax/x) .

2. Définitions et notations.

Soit k wun corps parfait, de caractéristique p (p # 0) 3 W(k) sera 1'anneau
des vecteurs de Witt de k¥, A= W(k)/(x)) 1'anncau des séries formelles & une va-
riable sur W(k) , A" 1le sous-anmeau de A des séries qui ne comprennent pas de
puissances négatives de x , A~ 1'anneau des polynSmes en 1/x , D(a) (ou plus
simplement D ) le A-module des W(k)-différentielles de A , et D" 1le sous-
module AT dx . Nous noterons v 1la valuation de W(k) , nous munirons A de la
valuation définie par

v(2 a(n) %) = inf(v(a(n))) ,
et la valuation d'un élément m de D sera donnée par

v(n) = v(v) , si m=bdx ;
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f désignera le frobénius de W{k) s €6 F 1l'endomorphisme de A défini par

FC a(n) ) =2 £(a(n)) P .

Enfin, nous noterons = 1'application canonique de W(k) dans k (resp. de A
dans k(%) , de D dans D(XK(X)) ).

Nous pouvons définir une opération C , de D dans D , par

¢(m) = ¢(E n(n) £* (ax/x)) = T £ (nlnp)) © (ax/x) ,

et il est facile de vérifier, pour a €A et m et w' €D, que

(1) ¢lm+ m') = ¢(m) + ¢(mt) , ¢(F(a)m) = ac(m) ,
(2) v(c(m) »v(n) ,

(3) ¢(m) = c(m)

(4) ¢(ar(a)) = p da 3

d'autre part, il est clair que C conserve 1'espace D .

3. Caractérisation des différentielles logarithmiques.
(e e e A T e e a2 Y etV WV WPV W P W P DN e )

Nous nous proposons de généraliser le théordme 1 ; pour cela, nous noterons B

l'ensemble des éléments de D qui sont de la forme p da .

LAME 1. - me B, si, et seulement si, pour tout n , on a

v(c®(m) >n+ 1 .

En effet, écrire V(Cn(n)) 2n+ 1 est équivalent & v(f-n(n(mpn))) >n+ 1
pour tout m , cl'est-3-dire, pour tout m et n, & v(n(mpn)) 2n+ 1, ce qui
s'exprime encore par il existe a € A tel que n(mpn) = p.mpn a(mpn) pour tout =n
et tout m tel que (m , P) =1 s Ce qui nous donne le lemme. En particulier, on
aura C(B) © p.B .

THEOREME 2. - m e D' est de 1a forme da/a , avec a € A" (ensemble des &1é-

. . + . .
ments inversibles de A ), 8i, et seulement si,

m-0(n) eB .

Pour la partie nécessaire, nous allons en fait démontrer que, 8i a est inversi-
ble dans A (et non dans At ), alors (da/a) - ¢(daa/a) € B y C'est-a~dire, d'a-

prés le lemme,

(5) v(c®(as/a) - P(aa/a)) >n + 1 .
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r
Considérons d'abord le cas ou a = 1 + ax , pour lequel

da/a = rax' /{1 + ox¥) = 2£=1 o X (ax/x)

si, de plus, (r ’ p) =1 ,_alors

Mas/a) = v 5 P ) P (ax/x)

-1 . .
comme T conserve la valuation, nous pouvons appliquer la congruence

n+1 n
& =1P) .mod(pn+l) , ce qui donne

n+1 n o o pm0=1 mpn+1 -1 mpn ;
v(c" *(da/a) - c*(as/a)) = 1nfm[¢(t (o ) = £ (" ))]

zn+ 1 3

si maintenant r = 1 ph , avec (ro s p) =1, on voit que v(da/a) > h ; la rela-

tion (5) est donc évidente pour n <h , mais on a

r

Ch(da/a) = ph N §£=1 " x o* (ax/x) ,

et, pour n >h , on est ramend au cas précédent. Si nous notons N 1'ensemble des
éléments de A qui vérifient la relation (5), nous avons donc prouvé que, pour
tout o € (k) et tout r, (1 + ax’) €N ; il est facile de voir que N est
fermé pour la multiplication, et pour le passage & la limite x~-adique. Comme tout

élément inversible dans A peut s'écrire sous la forme
a = a(h) xh Fw (1 + o xr)
'r=1 r ’

avec a(h) inversible dans W(k) , ¥ =D, ce qui achdve la démonstration de la

partie nécessaire du théorime,

LEME 2, = 831 me D vérifie C(m) -~ me B s alors, pour tout n , il existe a

inversible dans A , tel que

(5) v(¢®(m - (dah/ah))) >n+1 .

D'apres le théordme 1, si m est tel que C(R) - 7 =0, il existe 3 e k((x))
qui vérifie T = da/a , et, par suite, il existe un élément 2y
A, tel que Eb =3, qui donne (6) pour n =0 . Le lemme &tant établi a 1'ordre

s inversible dans

O , nous le supposons vrai & l'ordre n - 1 ; nous posons

w= (1/p") ¢*(r - (dah—l/ah—l)) ’

weD, et vérifie
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n+1 n .
v(C(w) - w) = v[c “(n - (dah—l/ah-l)) - ¢ (m - (dan_l/an_l))] -n 3
or, d'aprés la partie suffisante, on sait que
s A0+1 n
v(C (dan—l/an-l) - (dan—l/ah-l)) >n+1 .
Comme, d'autre part, il résulte de 1'hypothese et du lemme 1 que

v(¢®* () - (W) 2o+ 1,

il en résulte que
v(C(w) = w) 21 ,
comme nous 1l'avons wvu plus haut ; il existe donc bn , inversible dans A , tel que
v(w=-(av /b)) 21 ,
ce qui s'éerit
n : n .
v{c(m - (da /a2 _)) -p(ab /b)I>n+1 ;
or, d'aprés (1) et (4), nous savons que
nr..n n _.n .
cLar (v )/F (v )] =p (ab /v ) ;
nous avons donc démontré le lemme, avec

] \ il il
n n=1 Frn(bn} = 8 ﬂm=1 g (bm) *

Pour aller plus loin, nous devons supposer 1 € D « Cela entrafne en effet
8y = 1+ x(...) (puisque un premier terme en xh entrafnerait, dans m , des ter-
h, h A N
mes en 1/x par dx /x = h/x ) ; de méme o s appartenant alors & il y on choi-

sira bn =1+ x(e..) . Dans ces conditions, le produit infini

©
|

=8 [y Flpy)
existe, et vérifie

v((da/a) ~ (da /2 ))

It

V[:;Z:nﬂ dFm(bm)/Fm(bm)] =n+1 ,

ce qui nous donne, pour tout =n ,
V(Cn(ﬂ) - (da/a)) Z2n+1 ,
c'est-a-dire qu'il existe, d'aprds le lemme 1, b € A y, tel que
ﬂ—(d#a):pcﬁ .

N

Comme m et da/a appartiennent a ot s, b€ At $ par suite, on peut définir la

série formelle exp pb (les limites étant prises au sens de la valuation v ).
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Comme

d(exp pb)/(exp pb) = p db ,
nous avons

m = da(exp pb)/alexp pb) ,

ce qui achdve la démonstration du théoréeme 2.

Remarque. - Si nous supposons que T € D vérifie m = C(m) € B y 11 est facile
de constater que l'on a
m=rpde + (o/x) dx + (aa'/a’) ,

- - + +

avec a €4 , a €A , et o€ Zp .

Application. ~ Nous considérons la série formelle de qux» ’

h

P

y=X+x‘p+-..+X + oo ;

gp dtant 1'anneau des vecteurs de Witt sur Fp (corps & p éléments), on peut

définir 1'opération C sur Zp«x» , et on trouve

¢(y(ax/x)) = y(ax/x)
et par suite, en appliquant le théoréme 2, on voit qu'il existe z € ngx» , tel
que
dz/z = y(ax/x)
avec, en outre, z = 1+ x(...) . Or, dans dex» y 1'élément
z=expY, avec dY = y(dx/x) ,

Y

est le seul a vérifier ces deux relations. Par suite,
b h
z = exp(x’ + (/1) + vuv + (2P /D7) + 0ed)

est une série formelle de (%)) « Remarquons qu'il est connu que

z (
~p
n
Z = Zi:O (?(n)/n!) x ’
ou T(n) est le nombre d'éléments du groupe des permutations dont 1'ordre est une

. . 0 .
puissance de p (y compris p = 1 ). Nous avons donc démontré que

vp(T(n)) > vp(n!) .

4. Invariance de l’ogération C .

Si y est un élément de D, tel que ¥ = X + o0. y 11 existe un isomorphisme de

W(k)((y) dens & » continu pour les valuations x-adique et y-adique. L'opération
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C , étant définie sur W(k)((y) comme nous 1'avons définie sur A , elle se trans-
porte par cet isomorphisme en une opération de A , que nous noterons Cy (l'opé—

ration C étant donc 1'opération C_ ).

LEMME 3. = Pour tout y inversible dans A , on a, pour tout ne 2,

c(y™(ay/y)) - yn/p(dy/y) €B ,

avec la convention yn/p =0 si p ne divise pas n .

31 p ne divise pas n , il est en effet clair que

c(y"(ay/y)) = c(ay™/n) € B .
D'autre part, nous avons
vy' - F(y) > 1,
c'est-3~dire, puisque F est un automorphisme,

h+1 h
viy¥  -FGP)) sha+1 ,

ce qui donne

h+1 h h
ayP  -FE®P ) epn B ,

et, par suite, d'apres (4),

h+1 h
h+1 h
¢y (ay/y)) = pep ¥ (ay/y) €™l B,
c'est=3~dire

h+1 h
c(y®  (ay/y)) - ¥P (ay/y) «

. h
alors si n=mp , avec (m j p) = 1 , nous aurons

[ve)
-s

n h-1
c(y"™ (ay™/y™) - ¥™®  (&™/5®) e

o
-

soit encore

n
m[c(y (dy/y)) - yn/p(dy/y)] €B ,
et nous avons bien établi le lemme pour n # 0 .

Le cas n =0, ayant été traité dans le théordme 2y le lemme est démontré.
Nous avons donc, pour tout y de la forme V=X eee
n
G (a/y)) - ¢ (*ay/y)) e B 5

or Cx et Cy sont alors continus pour la valuation y-adique de A (qui est

équivalente & la valuation x-adique). Comme 3B est fermé pour cette valuation, on
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trouve, pour tout a €4,

¢ (alax/x)) - ¢ (alay/y)) €B .

TIEOREME 3, - Pour tout weD, C(n) - o (m) B .
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