FRANCOISE BERTRANDIAS
I'-extensions et invariants cyclotomiques

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 12 (1970-1971), exp. n° 21,
p.- 1-5

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1970-1971__12__A15_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1970-1971, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1970-1971__12__A15_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE~PISOT=POITOU 2101
(Théorie des nombres) .
12e annéde, 1970/71, n°® 21, 5 p. 26 avril 1971

I'=EXTENSIONS ET INVARIANTS CYCLOTOMIQUES

par Frangoise BERTRANDIAS

Les résultats exposés ici ont été obtenus en collaboration avee Jean=Jacques

PAYAN,

1. Groupes SK et Yy o

Suivant IWASAWA [3] , on appelle TI'=extension dtun corps K une extension de K
définie comme réuniom croissante d'une famille d'extensions cyeliques de degré P

de K (n=1 s 2 ...) ;3 p est un nombre premier fixé, qu'on supposera par la

suite différent de 2 .

Soient (Li)ISiSN N T—extensions d'un corps K ; on dit qu'elles sont indépen-
dantes sur K si, pour tout i, 2igN, Ll cL2 % see °Li-1n Li=K o« I1

est clair que N TI'-extensions sont indépendantes sur K si, et seulerent si, les

N extensions intermédiaires de degré p sur K le sonte

Supposons alors que K est de caractéristique différente de p , et contient le

groupe p.p des racines p-icdmes de 1 , On sait (théorie de Kummer) que toute ex~
tension cyclique de degré p de K est de la forme K(oz1 p) y AVeC o€ kAT,
Il est alors naturel, pour 1'étude des I'-extensions de X , d'introduire la défi-

nition suivante ¢

/
DEFINITION 1. - 6, = {ae Kk* | K(ozf/ P) g0 plonge dans une T-extensiom de X} .

On montre facilement que SK (s'il n'est pas vide) est un sous-groupe de K¥* ,
et que K n'a qu'un nombre fini de ['—extensions indépendantes si, et seulement
si, GK/K*p est un groupe fini ; de plus, dimF (BK/K*p ) est alors le nombre maxi-
~p
mm N de I'-extensions indépendantes de X . (Exemple : K corps local ou corps

de nombres,)

Une condition nécessaire pour qu'une extension cyclique de degré p de K se
plenge dans une T'=extension est qu'elle se plonge, pour tout entier n , dans ume

extension cyclique de degré pn de X . Ceci amdne & la définition suivante.

DﬁFINITION 2¢ = \J;K = {a e K* l pour tout entier n > 2 , K(otl/p) se plonge

dans une extension cyclique de degré p- de K} .
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I est évidemment un sous-groupe de K¥* contenant GK e On peut se demander si

8 = ¥y
K K ) y
nombres 4-adiques (on le montre en remarquant que, n é&tant fixé, K n'a qu'un

; clest vrai, par exemple, si K est une extension finie du corps Q£ des

nombre fini .dtextensions cycliques de degré pn ). Cependant, on verra (§ 4) des

exemples avec Oy # g o

Dans toute la suite, on donnera, sans démonstration, 1'énoncé des principaux ré-

sultats obtenus.

2. llormes cyclotomiques.

Dans ce § 2 , on fait les hypoth®ses suivantes sur K ¢ K est de caractéristique
différente de p § il existe un entier m 2 1 , tel que K contienne le groupe

B des racines pm;iémes de 1 , et ne contienne pas le groupe ¥ me1 des raci-

P Y
nes pm+1—iémes de 1 .
Notation, = n étant un entier, Kn désigne le corps des racines pn—iémes de

¥ au-desgssus de K o

On démontre, en utilisant des techniques de la théorie de Kummer (cf, [2]) 1a

proposition muivante.

PROPOSITION 2.1, = Soit « € X% 3 K(al/P) se plonge dans une extension cyclique

de degré p- de X si, et seulement si, oe E+P W Ik (Kﬁ) .

Diot immédiatement le corollaire ci-dessous.

COROLLATRE, = 1 = N o K& N e (58)
v J.ln 2

On en déduit une autre expression de $K comne intersection de groupes de normes,

b = Npsp (x%..) .
K = ''nzm Kn+1lKn n+1

Clest cette dernidre expression qui permettra d'étudier Y lorsque K est un

corps de nombres (cf. § 3.2).

3. Cag ou K est un corps de nombres.

Dans les § 3 et 4, on suppose que K est un corps de nombres contenant le groupe
p_ des racines p-ictmes de 1 . L'entier m a la méme signification que dans le
§ 2.

3s1s Le groupe {p a alors les propriétés suivantec.

PROPOSITION 3.1. = Si «w € ﬁK” 1'extension K(aﬂ/p)lK est non ramifiée en dehors

de ».
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COROLLAIRE, - \\;K/K*P est un groupe fini.

Ceci permettra de majorer dimg GK/K"A"p par dimg \‘,;K/K*p .
~ ~p

3.2, Lorsque KiQ est une extension galoisienne, on peut caractériser WK par

des conditions portant sur les complétés X, de K pour les idéavx p de K

A

divisant p « En utilisant la proposition 2.2, le théorgme des normes de Hasse, et

1a théorie du corps de classes local, on montre le résultat ci-aprds.

PROPOSITION 3.2. - On suppose que Ki Q est galoisienne, et que, pour tout idéal

p de K divisant p , K‘.,) ne contient pas g.:.pm+1 e On a ¢

WK = {a € K’l pour tout plp , NKp‘Qp(a) e ng(m+1)

H

et, pour tout g/ p, p divise vq(a)} .

U(m+1)

Notations. = ={xe 9_,9 | vp(x -1)>2n+ 1} 3 r s q idéaux de K} .

Lorsque le nombre de classes hK de K est premier & p , on voit facilement

que Yy © KP Py » o Py est le groupe des p~unités de X .

La proposition 3.2 a alors le corollaire suivant.

COROLLAIRE, - On suppose Kl Q galoisienne, et le nombre de classes hK de K

premier & p . ﬂ*’K n PK est le groupe p-unités de K qui sont des normes dans

' i : .
1t'extension I“m+1IK , et on a :

aimy, (4/%%F) = dimy (4 0 Fe/PY)
~P ~p

3.3. Les résultats ci-dessus fournissent une majoration de dimg (GK/K*P) , ctest-

~p
d=dire du nombre maximum N de [I'-extensions indépendantes de K .

On sait par ailleure (théorie du corps de classes, cf. [3]) que N=n-1r_, ob
[kKsQl , et T est le rang p-adique des unités de K (cf. [3])e On a

srpsr,oﬁ r est le nombre de Dirichlet de X , d'ou ne-rN<sn-1,

n
1
On conjecture que r = rp (conjecture de Léopoldt), conjecture démontrée lorsque
K est abélien sur Q ou sur un corps quadratique imaginaire (ef. [1]). En termes
de T'-extensions, une conjecture équivalente est N=n - r , ou, lorsque K est

totalement imaginaire (comme c'est le cas pour un corps contenant p,p ), N = r, + 1
ou [K:Q]= 2r, .

La recherche d'exemples de corps K tels que GK = "VK permet, comme on le verra

au § 4, de donner de nouveaux cas ou la conjecture de Léopoldt est vraie,



21=04

4, Bxemples.

4.,1. K corps de nombres contenant My 0 avec un seul idéal p divisant p.

PROPOSITION 4.1s = Soit un corps de nombres K vérifiant les conditions suivan~

tes ¢+ K est galoisien sur Q , X contient “p , le nombre de classes hK de K

est premier & p , et K posséde un seul idéal au-dessus de p . On a

B,
Og = ¥y = B By o

COROLIAIRE, — Si K vérifie les hypothéses de la proposition 4.1, la conjecture

de Léopoldt est vraie pour K .

Remarque (due 3 J.~P. SERRE). - Soit X wun corps de nombres contenant “p , dont
le nombre de classes est premier & p , et possédant un seul idéal p au~dessus de
p ;3 soit (e.)

171<isr
(n,) 1€igr

un systéme fondamental d'unitésnde K . AIO£S, si les entiers
ne sont pas tous nuls mod p , 1'unité e © ses © err n'est pas une
puissance p-idme dans le complété Kp de X .

1

De cette remarque (qui résulte du fait que 1’?§pension
n, n_ 1/p

s L r -

K(\El © ees 0 E ) ) ]k

est nécessairement ramifide), on déduit fécilement la conjccture de Léopoldt pour

K , ce qui dome donc une démonstration directe d'un résultat plus précis.

ixemple d'un corps K (possédant un seul idéal blp ) avec Oy # ¥y (cet exem~
ple est dQ & J.~P. SERRE). - Soit K = (/83 , ¥~ 3) , et soit p = 3 ; l'unité fon-
damentale ¢ de QKJ%?) est donnde par ¢ € = 82 + 9 ,/83 , elle vérifie e = 1 (9)
et ceci entraine : 3 divise le nombre de classes de Q(J= 3 x 83) (cf. [4]),

dtou ¢ 3 divise hK (on a hK = 12 ). On montre facilement que GK est engendré

modulo K*P par j , 1 =3 et & (ou j est racine cubique de 1 ) ; wK est

engendré modulo K#P

63 , ou a est non primcipal (par exemple o = 2(I +./= 3 x 83) ). On vérifie que

ael GK .

par Op et par un élément o de K engendrant un idéal

4.2, X corps contenant Wp » &VeC deux idéaux p et p' divisant p . =~ On

suppose de plus ¢ K galoisien sur Q , et p ne divise pas le nombre de classes
de X ,

On note ¢

2r, = [k:Q],

k 1le corps quadragtique, corps de décomposition de p et pt ,

P

x et pﬁ les idéaux de k divisant p et p' .,
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PROPOSITION 4.2. - Soit K un corps de nombres vérifiant les hypothdses ci-dessus,

et 1'hypothdse suivente : k est imaginaire., On note T un générateur de Py

( h, nombre de classes de k )e On &

. ; 2
r,+1 si Pt £ (p2%)

ro+2 st =g (ppd)

olimz,10 (4 /) =

COROLLAIRE. - Soit K un corps de nombres vArifiant les hypothéses de la propo-

sition 4.2, et tel que ﬂp-l £1 (piz . Alors la conjecture de Léopoldt est vraie

pour K , et BK =Yg o

Exemple : corps K vérifiant les hypotheses de la proposition 4.2, et pour lequel
Soit K
on rontre : 5 ne divise pas hy Q(J=11) est le corps de décomposition de

E&Aﬁ-ll s L) 5 o0 { est racine primitive 5e de 1 , et soit p =753

5, et n4 =1 (pi2) . Dol le résultat annoncé.

Lorsque e corps quadratique k est réel, on obtient le résultat suivant,

PROPOSITION 4.3. = Soit K wun corps vérifiant les hypothéses du § 4.2, et 1l'hypo-

thdse suivante ¢+ k est réel, Soit ¢ une unité fondamentele de k ; on a
Pl A (B3) .

Si e est norme d'une unité de XK , on a dimF (¢K/K*P) =T, + 13 la conjecture
~»

de Léepoldt est alors vraie pour K , et 8 = §; « Cette condition est réalisée en

particulier ! pm ne divise pas 1l'indice de ramification de p dans X .
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