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10-01

ÉQUIRÉPARTITION DANS R ET DANS Z

ET ÉQUIRÉPARTITION SUR Zp
par Jean CHAUVINEAU

Séminaire DELAN GE-PI SOT
(Théorie des Nombres)
5e année, 1963/64, n° 10 24 février 1964

le Définitions et critères.

1. Notations.

N, Z , Q , R désignent respectivement l’ensemble des entiers naturels ou nul,
l’anneau des entiers rationnels~ le corps des rationnels, le corps des réels.

désignent respectivement l’ensemble des éléments > 0 de Z , Q , R .
1 désigne l’intervalle fermé (0 , 1]. p dénote un nombre premier ; Z dési-

gne l’anneau des entiers p-adiques.

Si x est un réel, [x] désigne sa partie entière, {x} sa partie fractionnaire
et [x] le plus petit entier rationnel ~ x , de sorte que

Si de plus west un réel> 0 , x (/ désigne le reste (mod 03C9) de x , défi-w

ni par

de sorte que {x} = r1 (x) c On pose selon l’usage

Les suites étudiées sont toutes des suites numériques réelles (un) 
n£Z 

+ 
ou des

sUites numériques entières rationnelles (a ) j elles seront appelées, pàr abus~ neZ~
de langage, la suite u~ ou la suite entière a~ . Les suites numériques entières
p-adiques (a ) seront seulement mentionnées.~ nez~

2, Définition 1.

Etant donnés une suite u , un entier naturel N , un réel w > 0 et un ensem-
n

ble E c (0 ,, w) , le nombre des termes un , tels que r w (u ) n e E et ° 1 % n $ N ,
est noté (N , E) " . Si a , a sont deux réels, tels que o 5 a  p 5 W , on pose



L’indice supérieur (w) est sous-entendu lorsque w = 1 . 
,

La suite un est dite équirépartie (mod w) ~ e a r o w) ] dans R si, et
seulement si, pour tout couple (a , p) de réels tels que 0 . a  ~3  c~ ~ on a

Lorsque, de plus, la suite u n est répa.rtie sur (0, w) , on dit qu’elle est
équirépartie sur (0 , w) . Pour que la suite u 

n 
soit e . r. (mod w) ,, il faut

et il suffit que la suite u + c , où c E R , le soit,n

3. Critère d’équirépartition (mod w) dans R 9 réel> 0 r

3. ~ . ~ Soient a ~ b deux réels tels que 0  a  b ~ 0  

Pour que 1 . on ait wa  r (u )  faut et il suffit que l’ on ait
’- c~ n

de sorte que

Il en résulte que, pour que la suite u 
n 

soit e. r. (mod w) , il faut et il suf-

fit que la suite un 03C9 soit e. ro (mod 1) . Dès lors l’ application du 2e critère
de Weyl donne le théorème suivant : .

THEOREME 1. - Soit 03C9 réel > 0 ; pour que la suite u soit e. r. 

il faut et il suffit que, pour tout entier h ~ ~~ ~ on ait

3.2. - Le critère (2) montre aussitôt que si la suite u est e~ r. (mod 
elle est aussi e. r. pour tout 

4. Définition 2.

Soit EcR . La suite u est dite équirépartie (modE) Ce. r. (modE)]
dans R si, et seulement si, elle est e. r. (mod w) pour tout E .



Si la suite un est e. r. (mod E) , elle est aussi e. r. (mod E/k) pour

tout k e ~ ~ En particulier, si la suite u est e. r. (rlod Z~ ) ~ elle est
aussi e. r. (mod Z+/k) pour tout k e donc elle est e. r. (mod Q+) . On
voit ainsi que les notions dléquirépartition (mod Z+) et d’équirépartition

(mod Q ) sont équivalentes.

A. AMMANN [1] introduit les suites e. r. (mod Z+) sous le nom de suites tota-

lement équiréparties.

5. Critères d’équirépartition (mod R+) , (mod Z+) dans R .

5.1. - h étant fixé, quand LJ parcourt R~ [resp. Q~ L ’~ parcourt aus-

si R~ [resp. Q~ ] ~ des lors, le critère (2) donne 1

THÉORÈME 2. - Pour que la suite u soit e. r. (mod R+) [resp. : ],
il faut et il suffit que, pour tout R+ [resp. : p ~ Q+ ], on ait

5.2. - Le critère (3) montre, par exemple, que la, suite 03BBn , où X réel ir-

rationnel, est e. r. (mod Z+) ; mais cette suite n’est pas e. r. (mod R+) ,
car le critère est évidemment en défaut pour p = $f . Dans les conditions,
si k G Z - (0) , la suite k(Xn) est c. r. (mod (k) ) , nais n’est évidemment
pas e, r. (mod Z+) .
On verra plus loin (cf. III - 1) qu’il existe des suites e, r. (mod R+) .

6. Définition 3.

Etant donnés une suite entière a , deux entiers naturels N , m , et un entiern

k tel que 0 $ k $ m - 1 , le nombre des termes a ,tels que an T k (mod m)
, ~ j 

n n

et 1 $ n $ N , est noté (N , k) ~ .
La suite entière a est dite équirépartie (mod n$ Ce. r. (:’lod n$ ] dans Z

n -. - ..- ... - ... 

, .- ; - r.- 
-

si, et seulement si, pour tout entier k tel que 0 $ k $ m - 1 , on a

Lorsque, de plus, la suite a est répartie 1 , ... , m - 1 ~ i on dit
n

qu’elle est équirépartie sur {0 , 1 , ... , m - 1} .



Toute suite entière a est e. r. (mod 1) ,car ~1~ ~ 0) ~~~ = N . Pour que lan a

suite entière a soit e, r. (mod m) , il faut et il suffit que la suite entiè-n

re a + h , où h E Z , le soit.

7. Critère d’équirépartition (mod m) m 2 .

7.1. THÉORÈME 3. - Soit m entier p 2 9 pour ue la suite entière a soit
..~....~.. ~... r .-..-.- n w. , ,- .  -, 

. 

 .+~..- - -...- - - --- . --- 
---- n ...~...rr.

e. r. (mod m) , i1 faut ct il suffit que, pour tout entier h tel que 1  h  m-1 ,
on ’ait

(H. DELANGE [4], S. UCHIYAMA [8])

Une formulation équivalente de cette condition nécessaire et suffisante est iin-

médiatement : pour tout entier h non multiple de m , on a (5).

Formons, pour tout 

La condition annoncée est nécessaire car, si la suite entière a est e. r. m~
n

et si l  h  m - 1 , le ~e membre de ~6~ ~ quand tend vers

Réciproquement, supposons la condition satisfaite ; alors, pour 1  h  m - 1 ~
le 2e membre de (6) est quand N -~ ~ .

Pour tout couple (k ~ ~ ~ d’entiers tels que 0  k  m -. 1 et 0  ,~  m .» 1 ~
on a

Multipliant par (N, k)~ ~ pour k= 0 , 1 , ... , m- 1 , et aj outant membre à
membre , on obtient



de sorte que

quand N ~ ~ . Il en résulte que (N , l) (m) N ~ 1 m quand N ~ ~ , et cela pour tout

l tel que 0  l  m - 1 ; donc, la suite entière a est e r. et

la condition (5) est suffisante.

D’ailleurs, la théorie de l’éq.uirépartition sur les groupes compacts (cf.
P EYMARD [5]), appliquée au groupe additif abélien discret Z/(iïi) des entiers

dont les caractères sont ~~~T~ ~ ~ ~ ~~ ~~ ~ ~ ~ ’~ ~ ~" ~ ~
fournit immédiatement le critère (5).

7.2. - I. NIVEN [6] a remarqué que la condition nécessaire d’équirépartition

(mod m)

qui, d’après le théorème 3, est suffisante lorsque m = 2 , est encore suffisante

lorsque m = 3 , mais plus suffisante lorsque m  4 .

7.3. - Le critère (5) montre aussit8t que si la suite entière a est e. r.
n

(mod m) , elle est aussi e. ~. (mod m’) pour tout entier naturel m’ diviseur

de m.

Mais 1. NTVEN [6] établit que, étant donnés deux entiers naturels m , m’ tels

que m’ ne soit pas diviseur de m ~ il existe une suite entière an qui est

e. r. (mod m) sans être e. r. (mod 

7.4. - Le critère (5) montre, par exemple, que la suite entière où k ~
est ~ entier naturel tel que m) = 1 , est e. r. (mod m) . Pour k ~ _ ~ ~
il en résulte que la suite entière où E ~ ~ 1 ~ est e. r. (mod m) pour

tout 

8. Définition 4.

Soit E C Z+ . La suite entière a est dite équirépartie (mod E) Ce. r. (mod E)]
dans Z si, et seulement si, elle est e. r. (mod m) pour tout m ~ E .

Si la suite entière an est e. r. (mod E) , elle est aussi .

e. r. (mod ~ m~ 1 (~ m) (m’ E~ f) .



(mod Z) dans Z~ .

9*1* - parcourt {1 , 2 , .... m- 1} et m parcourt {2,3,...},
2014 parcourt l’ensemble des rationnels p tels que 0  p  1 ; des lors, le cri-
tère (5) donne le théorème suivant :

Pour que la suite entière a soit e. r. (mod Z+) , il faut et
il suffit que, pour tout rationnel 1( , on ait

Une formulation équivalente de cette condition nécessaire et suffisante est i~-
médiatement : pour tout rationnel p non entier,_ on a (7) {S. [8]).

9.2. - Le critère (7) montre, par exemple, que la suite entière ~n~ ~ où
q ~ Z ~ ~ o~ i est e. r. (mod Z+) ; en effet, supposant pour fixer les idées q> 0 ,
on a pour tout p E R , quand N ~ oo :

et pour tout p E ~ 0 ! 1 ~ 9 d’où on a :

de sorte que, pour tout p E ~0 ~ 1( , on a

quand 

9. 3. - Les suites entières ou h E  , sont e. r.

(mod et 1. NIVEN [6] montre que ce sont là le s seule s suite s polynômes en n

à coefficients entiers rationnels qui le soient.



10. Définition 5.

Etant donnés une suite entière p-adique a n 3 deux entiers N ~ Z+ et 

et un p-adique 03B3 , (N, y , désigne le nombre des termes an tels

que p  et 1nI~ .n p 
P 

oK:

La suite entière p-adique a est dite équirépartie sur Z Ce. r. sur Zp]

si, et seulement si, pour tout y E Z et pour tout on a

(condition bailleurs toujours vérifiée pour k = 0 ).

Cette définition supplique en particulier aux suites entières a ~ puisque
Z c Z . On sait d’ailleurs que Z est partout dense sur Z .
- -p 

.L ~ . 

~p

11. Critère sur Z pour une suite entière an .

11.1. - Soit y e Zp , de développement de Hensel

soit et posons

de sorte que

Soit une suite entière a . (N ? 03B3 , k)a est le nombre des ternes a tels

que a ==c. (mod pk) et 1  n  N ; c’est donc aussi (N y c’k)(pk)a . k étant

fixé, quand y parcourt Zp , c’k parcourt {0 , 1 , ... , pk - 1} ; dès lors,
quand pour que

pour tout 03B3 ~ Z et pour tout k ~  , il faut et il suffit que
’ ~"p 

~



pour tout k é t£ et pour tout entier h tel que 0 $ h S / - 1 j autrement dit :
,  

,

THÉORÈME 5. - Pour iue la sui te entière a soit e. r. sur Z j .il faut et
-. 

".---’-- . 
--... 

---.-> 
. 

- 

- 

-m ...... -.., . - - n -p 

il’ suffit qu’elle soit e, r. (mod éÉ ,

11.2. - Il en résulte que: pour que la suite entière a soit e, r, sur
~ - - 

..- - 

... - 
. 

-..v 
..-- 

...- .. -... r--- n 

Z quel iue soit p premier, il suffit qu’elle soit e, r’. (mod Z ) . Mais cette
condition suffisante n’est pas nécessaire; I. NIVEN [6] le montre en construisant
un contre-exemple.

Il. Relations entre équirépartition dans R et équirépartition dans Z .

l. Propriétés préliminaires.

LEMME 1. - Soient m , k deux entiers naturels ; si la suite u est e, r.
~ ~ n

(mod lD) , alors la suite entière ...... [k u 
n 
] est eo r. (mod ]m) .

Soit h un entier tel que 0 $ h ( km - 1 e Four que [k u ] z h (mod km) , il
n

faut et il suffit que h  i un  h + i (mod km) , ou encore h k  un  h+1 k (mod nQ ,

c’est-à-dire h k % rm(un)  h + 1 k . Il en résulte que

et cela pour tout h ~ {0 , 1 , ... , km - 1} ; dohc la suite entière [k u ] est

e. r. (iDodkm) .

Il s’ensuit que la suite entière [k u ] est alors e. r. (mod m) et e. r.

(mod k) .

1.2. - En particulier, pour k == 1 , on obtient : si la suite u est e. r.

(mod m) , alors la suite entière [u ] est e. r. (mod in) .

Il en résulte que si la suite u est e. r. (mod Z~) ~ alors la suite entière
[u ] est e. r. (mod Z+) . Mais la réciproque est fausse ; par exemple, la suite
entière [n q] , où q e Z - {0} , est e. r. (mod Z+) (cf. I - 9.2), alors que la



suite 2014 n’est e. r. (modm) pour aucun m E Z+ .

1.3. - On vient de rappeler que la suite entière [An] est e. r. (mod Z+)
lorsque X" G Z - {0} ; elle est aussi e. r. (mod Z~) lorsque À e R - Q ~ car
alors (cf. 1 - 5.2) la suite Xn est e. r. (mod Z+) . De façon plus précise,
I. NIVEN [6] montrera l’aide d’une étude directe du cas où que :

THÉORÈME 6. - Pour que la suite- entière [03BBn] , où À e R , soit e. r. 

il faut et il suffit que Â~ R-Q ou que ~ Z -{0} .

Par ailleurs, Th. SKOLEM [7] a démontre tout entier naturel est de l’une, et
de l’une seulement, des deux formes [1+5 2 k], [3+ 5 2 k] 

où ce

résultat curieux a conduit Th. BANG [2] à étudier les propriétés spéciales des sui-
tes entières [?tji] ~ où Xe R .

Soit k un entier naturel ; pour que la suite entière [ku] soit

e. r. (mod k) , il faut et il suffit que les fonctions inférieure et supérieure
de répartition (modl) de la suite un , soient ~u et ~u , vérifient, pour
tout h ~{0 ~ 1 ~ ... ~ k} :

Puisque x et ~ sont croissantes sur I , une formulation équivalente de_a u

cette condition est

Pour que la suite entière [k u~] soit e. r. (mod k) y il faut et il suffit

que la suite v~ = ~ [k un] admette la fonction de répartition 

qui présente un saut égal à 1 k en chacun des points 0 , 1 k, ... , k - 1 k; de fa-
gon équivalente, puisque vn ~ Z/k y il faut et il suffit que l’ on pour tout

h 6 {o ~ 1 ~ ... ~ k) :



puisque 0  {vn}  1 -1 k et 0  1 k {k un}  1 k, cette congruence entraîne

Soit h un entier tel que 1 ~ h -~ k . Pour que l’on ait 0 ~ {u }  il

faut et il suffit que l’on ait - 2014 {k un}  {vn}  h k - ou encore, de
façon équivalente, puisque v ~ que l’on ait 0  {vn}  h k. Il en résulte
que, pour h = 0, 1 , ..., k, on a

Ces dernières relations montrent que (9) et (10) sont équivalentes, ce qui éta-

blit la proposition (qui ne présente d’intérêt que pour k  2).

2. Condition nécessaire et suffisante d’équirépartition (mod Z+) dans R .

2.1. THÉORÈME 7. - Pour que la suite un soit e. r. il faut et

il suffit qu’il existe une application stricteluent croissante (p de Z + dans 

telle que, pour tout k ~ Z+, la suite entière [(p (k) un] soit e. r. (k) ).

L’application du lemme 1 dans le cas particulier m = 1 montre que la condition

est nécessaire.

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, on a diaprés le lemme 2, pour
tout xe I et pour tout s

Quand k - ~ , alors ç (k) - °J et les inégalités précédentes montrent que x (x)
et x (x) tendent l’ an et l’autre vers x j ainsi, la suite u admet la ionc-

"tion de répartition (mod 1) = x , autrement dit elle est e. r. (mod 1) ,
et la condition est suffisante.

2.2. - On a de même :



Pour que la suite u soit e. r, (mod~) ~ il faut et il suffit qu’ il existe
une application strictement croissante 03C6 de Z+ dans Z+ telle que, pour tout

la suite entière [(p(k)u] soit e. r. 

La nécessite de la condition résulte encore du lemme 1. D’autre part, si cette

condition est satisfaite, étant donné m~ la suite entière [m03C6(k)un m] est
- 

u

e. r. (mod iii(p(k)) pour tout k~ Z+, donc (théorème 7) la suite 2014 est e. r.

(mod 1) ; puisqu’il en est ainsi pour tout y la suite u est e. r.

(mod Z+) , et la condition est suffisante.

3* Condition nécessaire et suffisante d’équirépartition (modR) dans R*

Pour que la suite un soit e. r. il faut et il suf-

fit que, pour tout t ~ R .la suite entière [tu] soit e. r. (mod Z ) .

Si la suite un est e. r. (mod R+) , le critère (3) montre que, pour tout

t ~ R la suite tu l’est aussi, donc la suite entière [tu] est e. r.

(mod Z+) , et la condition annoncée est nécessaire.
Montrons maintenant que cette condition est suffisante. Posons, pour tout t e R

et tout rationnel r e )û . le :

de sorte que

et dès lors



La suite entière [tu] étant e r. critère (7) montre que

~. A.,(r ~ t) -~ 0 quand N donc , pour tout t et tout rationnel 

on a

Soit p G R+ et prenons t = éÎ avec 0  r  1 j on a alors, pour tout t > p :
a

ce qui exige, puisque t est arbitrairement grand, qu’on ait

Comme il en est ainsi pour tout p E R+ , le critère (3) mohtre que la suite u

est e. r. (mod R+) .

III. Conditions suffisantes d’ équirépartition dans R et applications.

1. Condition suffisante d’ équirépartition (mod R+) dans R de Fd’ ér.

1.1. - Un théorème classique de Fejér conclut à l’équirépartition (mod 1)
d’une suite f(n) sous des hypothèses sur f qui sont invariantes par homothétie

positive sur f ; d’après I - 3.1, il assure donc du coup l’équirépartition
(mod R+) de cette suite f(n) . Ainsi :

9. - si f e st une fonction à valeur s réelles définie au voi sinage de
oo et sur Z+, dérivable au voisinage de ~ , si mon lim f’ (x) =0 et si

alors la suite f(n) e st e. r. (mod R+) .

Il suffit d’ ailleurs, pour l’ établir directement, de reprendre une démonstration

classique du théorème de Fejér à partir de la formule sommatoire d’Euler (cf. ~3~ i
III ~ ~ .2 ~ p. ~ 6-l’~ ~ avec ici F(t) = e (pf (t) ) , où p E R~ ) et d’appliquer le
critère (3).

1.2. - Il en résulte que i sous le s hypothè se s de Fe j ér sur i ~ la suite en-
tière [f(n)] est e. r. (mod Z+) ’donc aussi e. r. sur Z pour tout premier p.


