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Séminaire DELANGE-PISOT 601
(Théorie des nnmbres) .
5¢ armde, 1963/64, n° 6 13 janvier 1964

DIMENSION DE HAUSDORFF. APPLICATION AUX NOMBRES NORMAUX

Y
par Michel MENDES FRANCE

Dans cet exposé, on se propose de définir et de calculer la dimension de

Hausdorff de certains ensembles lindaires. Le plan adopté est le suivant ¢
I. Définition de la dimension.
II. p-mesure dans les espaces métriquess

III. Dimension de Hausdorfs.

I. Définition de la dimension (“opologigua)e

La dimension d'un ensemble se définit par récurrence [4]. On commence par défi-

nir les ensembles de dimension nulle.

I. 1, Dimension O .

Un espace topologique est de dimension nulle en un point =x si tout voisinage

U de x contient un voisinage V de x dont la frontitre S(V) est vide. Up

espace topologique X ©on vide est d- dinension nulle si, en chocun de ses points,

il est de Jdimension nulle-.

On montre que tout ensemble de nombres réels qui ne contient pas un intervalle
est O-~dimensionel.

I, 2 Dimension n .
®. On pose dim(@) = -1 .

Bo Un espace topologique X est de dimension inférieure ou égale & n au point
X si tout voisinage U de x contient un voisinage V dont la frontisére g (V)

a une dimension inférieure ou égale & (n - 1) »

Yo Un espace topologique X est de dimension n (ou n~dimensionnel) au point
x 8'il est vrai que dim(X) < n et siil est faux que dim(X) < n-1 au point
X e
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d. Un espace topologique X est de dimension infinie au point x , si, pour

tout entier n , il est faux que dim(X) < n .

€s Si 1'une des propridétés (B), (y), (&) est vraie en tout point x € X ; on dit

que X est respectivement de dimension inférieure ou égale & n , de dimension

n , de dimengion infinie.

On montre que dim(gn) =n . (La démonstration de ce résultat est loin d'étre
simple.)

II. p-mesure dans les espaces métriques [4].

Soit X un sous-espace d'un espace métrique séparable. Désignons par p un

nombre réel non négatif. Spit € >0 donné, &(A) représentant le diamétre d'un

ensemble métrique (6(A) = sup d(x , x!)) , on pose 3
Xy,x'€l
(1) n E(X) = inf 5 [&(a, )Jp
i=1

on U A. constitue un recouvrement ouvert de l'ensemble X par une famille dénom-
i
breble de BOAz-ensembles { A} de diametre ne dépassant pas & . On convient de

poser [6(¢)] =0 et [6(A)] si A£P .

Par définition, la p-mesure de llensemble X est donnée par 1'expression

(2) m X =spn@E =linm Xx) .

p e0 P =0 p
Remarquons que, pour p =1 et pour X C E ; on obtient la mesure extérieure de Lebesgue.
On vérifie aisément 1'implication suivante :

(3) X=§ <=> n(X

o .

IEME 1, - 0<p<q => m x > m, (X) . De_plus si o, (X) est finie, alors
m, ®) =

La démonstration de ce lemme découle immédiatement de 1'indgalité évidente 3

2 [6(8) 1% < sup [8(1,) %P X [5(a,) 17 .
i J i

Démontrons maintenant 1'important théoréme :
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THﬁbR%ME 1, - Soit X un snus-espace d'un espace métrique séparable. On a 1'ime

ot

plication suivante

dGm@X) =n, 0<n<o => mn(X)>O.
La négation du théoreme s'énonce 3
X =0 => din(X) An .
Nous allong démontrer en fait le résultat plus fort
mhix) =0 => din{X) <n~1,
Soit en effet X, € X et soit r un nombre réel positif, On considére la sphére
sg) ={z|xeX, dx, %) =r}.

Montrons la proposition suivante ¢

mp+l(X) =0, 0Lp <o => mp[S(r)] =0

pour presque tous les nombres I o

En effet soit E vua enserbie borné. On pose ¢
‘J r, = inf a(xb » X)

P
};,g a4

(4)
] r, = eup A(xy , %) .
R v=1 0

I1 est évident que @

(5) vy =7, £ &(E) .

Par suite, les intégrales considérées étant des intégrales supérieures :

It 6[3@) nED? & = /, 2 (3G 0 EDP ar

[y (3@ nEDP ar < BEP L2 ar
1

4

{6) Jo* @l o BDP ar < [6(@) P,
Mais m +1(X) = 0 par hypothése. Il existe donc une suite de recouvrements ouverts
ny o
AL).
( J)J=l
Xcl A?
J
telle que
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(7) Yin 5 [6(H)TP* =0 .
n-»0 j:l J

les relations (6) et (7) impliquent que 3

lin E /O"m (d[s(r) a A?])p dr =0 .
n=»oo j:l

On peut intervertir les signes / et Z car, A? étant ouvert, la fonction

8[s(r) n A?] est semi-continue inférieurerent s

lim/o+°° 5 BsE) n A?])p dr =0 .
j=1

n-»x
D'aprés TITCHMARSCH ([6], section 1.2.5, p. 388), il existe une sous-suite (n,)
telle que ¢

1im 2 (3[s(r) n Ar.)k])p =0 presque partout
kaco j=1 J

et par suite
mp[S *]=0 presque partout .
Ceci démontre la proposition. Pour p =0 , elle devient 3
mX) =0 = mlsk)]=0 De Do
=> S{r) =  p. pe
=> dimn(X) =0

le théoréme 1 se démontre alors aisément par induction.

ITI, Dimension de Hausdorff.

IIT. 1. Définitien.

X représentant un sous-ensemble d!un espace métrique séparable, la dimension

de Hausdorff de X (notée H-dim(X) ) est donnée par 1l'expression

) H-dim(X) = sup {p}= inf {q}.
X)>0 X)=0
n n, (0
Or le théoréme 1 montre que l'on a ¢

Cn en déduit le corollaire important
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9) Hodim(X) > dim(X) .,

La notion de dimension de Hausdorff permet de classer certains ensembles de
mesure nulle, Par exemple dans [5], on montre que la dimension de Hausdorff d'un
ensemble parfait de Canbor & rapport & (0 < & <?21-) est égale & Log 2/Log(—i§:) .
D'une fagon plus générale, si V est un ensemble lindaire, le résultat suivant

est vral
H-dim(V) <1 = mes(V) =0 (mesure de Lebesgue sur R ).

Dans le paragraphe qui suit, nous allons étudier la dimension de Hausdorff de

1l'ensemble des nombres qui ne sont pas normauxe.

I1T. 3.Ncmbres normaux.

Soit x un nombre irrationnel de 1'intervalle (0 , 1) dont le développement

binaire s!'écrit sous la forme

co S(X)
x:n}zil—iirr- (sn(x)::o ou 1) .

Au nombre x , on associe la suite de Rademacher

{rn(x)}néN ol rn(x) =1~ an(x) .

Par définition, cn dit qu'un nombre x € (0 , 1) est"simplement normal dans la

base 2 " (ou plus bridvement s "normal") si 1'égalité suivante a lieu

. X

1im & 2 r(x =0.
n

Nosco n=l

Nous alleons établir le théoréme suivant dft & W. A, BEYER [1]

\
THEOREME 2. - Liensemble V des nombres x de l'intervalle 0, 1), qui ne

sont pas_simplement normaux dans la base 2 , est de mesure nulle et de dimen-

sion de Hausdorff égale & 1 .

Que l'ensemble V soit de mesure nulle, cela est un résultat classique da &

BOREL, nous ne le démontrerons pas. Etablissons la seconde partie du théoréme
On définit 1'application T : (0, 1) » (0 , 1) par :
» g, (%)

X = Z "'ir-— - T (X)
. 1 n
i=1 2

o la j-idme cc:ydonnde de Tn(x) est
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% ()
Ti(}"ﬁ) 3 °§O "“"i‘z'g;%?*"“ (j o 1 [ 2 p 929 9 n) .
1

On peut alors énoncer les deux lemmes suivants ¢

IEME 2. - 81 x € (0 , 1) est irrationnel, on a T (4-1) 0t (x) = ri(Tgl(X)) .

Démonstration évidente.

IEME 3. -~ Soit A c (0, 1) - On a alors 1'inégalité

(10) n[H-dim(A) ] > H»««dim[Tn(A)] .

En fait, 1'égalité a lieu, mais 1'inédgalité suffit pour la démonstration du

théoreme 2.

Démonstration, - Un cube binaire est un cube ouvert dans R° y dont les 2"

sommets ont pour coordonnées

k, + 61 k2 + 62 kn + én
2 3 oo p
2" 2" 2"
ol 6i =0 ou 1 , et on ki est un nombre entier fixé, O S5ki_S 2"~ 1, Un

tel cube sera moté W(k, , coo 5 k. | r2 ou, s'il n'y a aucune confusion possible,
W e Pour n =1, 11 cibe binaire et un intervalle que 1l'on représente par I .
Dans la définition de la dimension de Hausdorff, on remplace les ensembles A:nL
par des cubes binaires W(k1 RTINS | m} ¢ les diamdtres par la longueur

d'une aréte cu cube 2 . Le développement binaire du nombre rationnel ki 2

étant )
k.‘! m 8% i
—= = 2 3 g, =0 ou 1,
2 * j:l 2'] J
U cube W(kl 5 oeo g kn I m) s On associe ll'intervalle ouvert
i i
E a S_; m n € f
I=1|2 2 —d >3 3, L
] i ’ Y . ] .
j=1 i=1 2 G-DmH jo1 q=1 g W-Hned 2mnt

On appelle s 1l'application W » I = s(W) . La longueur £(I) de 1l'intervalle I
est 2™ . Désignons par {I"} 1llensemble de tous les intervalles binaires sur

(0 , 1) de longueur o Kn ; (K=0,1,2, ccs) o L'application s est alors
une bijection de l'ensemble des cubes binaires sur 1l'ensemble {In} o L'application
réciproque a-l est alors bien définie. Si e(W) désigne la longueur de 1'aréte

du cube W , on voit que l'on a ¢

(11) 2(s) = [e(I™.
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Montrons que 1'inégalité (10) a lieu : on peut toujours supposer que l'ensemble
A ne contient aucun points p2"'K , car, si A contenait de tels points, sa dimen-
sion de Hausdorff serait inchangé par leur suppression. Solent donnés deux nombres
positifs arbitraires & et © . Diaprés le lemme 1 et la définition (8), il existe

un recouvrement de l'ensemble A par des intervalles binaires Ii tel que

[ee] 6 -
(12) 5oy Prate®) oo
i=1
On remplace le recouvrement U I; par un recouvrement U I? (I? e {1"}) en rem-
i "p. iq-....p.
placant chaque intervalle Ii de longueur 2 * par 2 "1 intervalles de

—q.
longueur 2 * ob dy est le plus petit entier supérieur ou égal & P; et qui
soit multiple de n . La réunion des cubes 5-1(12) recouvre alors l'ensemble
Tn(A) et, d'aprés 1'égalité (11) et 1'inégalité (12)

(%) N o0 0
(13) Z e (S-l (II;) ) n[6+H—d:Lm(A) J _ Z («E (Il:l) ) 6+H-—d1m(A) < C.gn
i=1 i=1 1
Lt'inégalité (13) ayant lieu pour tout & et O positifs, on en déduit 1'inéga-
1ité (10).

Co Qa Fo Do

Démonstration du théoréme 2. - V rewrédsente l'ensemble des nombres x de

1*intervalle (0 , 1) , qui ne sont pas simplement normaux. Appelons B 1'ensem~
ble des nombres simplement normaux dans 1l'intervalle (0 , 1) « Soit K un entier
positif arbitraire, supérieur & 1 , et soit X, un point fixé de l'ensemble V o
On pose 3

E:BxBx..oxBx{XK}.

\ ]
g v

K-~-1
Du théoréme de Borel "ppesque tous les nombres sont simplement normaux", on déduit
que H-dim(E) = K - 1 . Considérons d'autre part l'ensemble A = (TK)"l E , ctest-
a-dire A = {x | TK(x) €E}.

Te (%) x €B  q=1,2; .. ,K=1
xeh= (@) E =>

T )

N}

xKGV.

On a donc, si xe A s
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R ) A A U B
r.(x) == = r X) + = r. (x
K Blgm ™ j=0 3% nogy JK
K.l Nn-1 n
1 5 1 5 1
== = r.(x) += 2 r,(x)
K =t By=0 7T Pz JXK_

dtaprés le lemme 2. Quand n tend vers + » , le second membre de 1'égalité pré-
cédente est équivalent a

L3

= 2 r, (x)

nK g1 &
qui, puisque X © V , ne tend pas vers O - Ajnsi xe€ A = x€V soit A cC V.

L'égalité Tx (A) =E et le lemme 3 montrent que
(14) K[H~-dim(4) ] > H-@im(E) =K = 1 ,
Ltinclusion A ¢ V implique que

(15) H-dim(V) > H-dim(a) ,

et la comparaison des inégalités (14) et (L5) entratne que

K~-1
K

’

(16) H-din(V) >

Cette inégalité ayant lieu pour tout entier XK > 1 , on en conclut que

H-dim(V) >1 . Mais V< (0, 1) , donc H-dim(V) < 1 . Ceei démontre le théoréme.

Ajoutons, pour terminer, que des résultats du méfme type ont été obtenus par
divers auteurs. Entre autres

si N(x, i) représente le nombre de O dans la suite [e; ) , g, (%) 5 oae ,si()é],
alors l'ensemble des x € (0 , 1) , tels que limg-(—x—i-l-—:g-= p 0O<pgl) ,a
o

une dimension de Hausdorff égale & o ob

a 1
= =
pP(l - p) P

2 [2].

Ce résultat contient d'ailleurs le théoréme de Beyer.
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