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9-01

LE THÉORÈME DE KOROVKIN DANS C(X) ET LP( )
par Hicham FAKHOURY

Séminaire CHOQUET
(Initiation à l’Analyse)
13e année, 1973/74, n° 9, 20 p. 10 janvier 1974

Introduction et notations. - Soient E et F deux espaces topologiques, et ~L

une famille d’applications continues de E dans F. Si T est une application de

Ct. , et M une partie de E , on appelle ombre de M , relativement à 
l’ensemble des points x de E tels que, pour toute suite équi-
continue dans A qui converge simplement vers T sur la partie M , on
ait limn~~ Tn(x) = T(x). Si aucune confusion n’est à craindre quant à la nature
de A , on notera 0(M, T ,F) cette ombre. Dans le cas où E = F et où T est

l’application identique de E dans lui-même, on désignera l’ombre par 

Le premier des résultats concernant l’étude des ombres est dû à KOROVKIN et
s’énonce ainsi : si M est le sous-espace de C«(O, 1)) formé des polynômes de
degré inférieur à 2 , et si ~, est le cône des opérateurs positifs de C( (0 , 1))
dans lui-même ; alors l’ombre 0 ( M~ coïncide avec l’espace C ( (0 , 1) . Le but
du présent exposé est d’étendre et de préciser le théorème précédent.

Dans une première partie, on supposera que V et W sont deux espaces de Banach

réticulés, et que T est un opérateur réticulant de V dans W ; dans ce cas, on
donne des conditions suffisantes pour qu’un élément f de V appartienne à

~ a (i , T , F~ , où ÛL est le c8ne f+(V, W) . Une attention particulière est at-
tachée au cas où V est un espace de type C(x) ou bien C (x) (i. e. l’espace
des fonctions continues, nulles à l’infini sur un espace localement compact K ~s
On verra,dans ce cas, que l’ombre 0(M, T , W) est exactement l’ensemble des
fonctions f de qui coïncident avec leurs enveloppes inférieures et supé-
rieures relativement à M sur le support de T . En suite on supposera que a est

la classe des opérateurs positifs contractants de V dans W , et on montrera que
a ( I~I~ d’une partie M de relativement â ~ et à l’identité coïncide avec
le sous-espace vectoriel fermé réticulé engendré par la partie M. Signalons à cet
effet que lors de la rédaction de cet exposé nous avons appris que certains résul-
tats de cette partie ont été indépendemment obtenus par BERENS et LORENTZ d’une
part, e t BERNAU d’ au t re part.

Dans la deuxième partie, on considère le cas où V = A(K) et W = A(X) , où K
et X sont deux convexes compacts, et A(K) (resp. A(X~~ est l’espace des fonc-
tions affines continues sur K (resp. X) muni de l’ordre canonique et la norme
uniforme. Le but sera l’étude de l’ombre d’une partie M de A(K) relativement
aux suites d’opérateurs positifs et à la topologie faible sur l’espace A(x) . Les
résultats se généralisent immédiatement au cas des espaces de Banach ordonnés 1-
normaux. Enfin, on suppose que l’opérateur T de A(K) dans A(X) est défini par



le but sera de trouver une condition suffisante pour qu’une partie M de A(K) .

ait son ombre 0(M , T , A(X)) égale à l’espace A(K) tout entier.

Rappelons qu’un espace de Banach V , ordonné par un cône convexe saillant fermé

V , est dit normal s’il existe sur V une nonne équivalente qui est croissante
sur le cone V ~ Ceci revient à dire qu’il existe 1 tel que les inégalités

x ~ y ~ z impliquent jjyj) ~ V jjz);) .
L’espace sera dit ~-normal si la valeur particulière de qui intervient dans

la définition, nous est utile. Si V est un espace de Banach ordonné, on note

B(V ) la partie positive de sa boule unité B(V) . Si aucune confusion n’est à

craindre, on désignera par K la partie positive de B(v’) . On rappelle que V

est isométrique pour la norme, et isomorphe pour l’ordre, à l’espace des

fonctions affines continues sur K nulles en 0 si, et seulement si, V est 1-

normal. Si V est un espace de Banach réticulé, on note f la partie positive
d’un élément f de V. Un tel espace est dit si l’ordre et la norme

sont reliés par les deux relations

(a) . 

jjf v gjj = )(fjj V jjgj) pour tout f et g dans V~ ~
(b) ])Jf))) = )jf)} pour tout f dans V.

Si V et W sont deux espaces de Banach ordonnés, on note E (V , V) le cône

des opérateurs positifs de V dans W .

1~ relativement à un opérateur réticulant.

Dans toute cette partie, sauf mention expresse du contraire, la famille OL sera

le cone E (V ~ W) des opérateurs positifs de V dans W ~ Le lemme suivant est

une extension d’un résultat de KITTO et WULBERT [9]. Il est déjà évident que
l’ombre de M coïncide avec l’ombre de l’espace vectoriel fermé engendré par M.

De plus, les suites (T ) ~~ 
considérées étant équicontinues l’ombre est toujours

un sous-espace vectoriel fermé dans 7 .

LEMME 1~1. - Soient V et W deux espaces de Banach réticulés normaux, et T

un opérateur réticulant de V dans W . Pour qu’un élément f dans V appartienne

à 0(M , T , W) , il suffit que, pour tout E > 0 , il existe deux suites finies

(h.) et (h’.)~_ dans M et un vecteur e de V qui vérifient :

(b) hj -  e ;

(c) Il eU  e .

Démonstration. - Comme W est un -normal, on peut supposer, quitte à remplacer
sa norme par une norme équivalente, que W est 1-normal. Soit f un élément de

V qui vérifie les conditions du lemme, et soit E > 0 . Soit une suite



équicontinue dans ~+(V , W) qui converge simplement vers T sur M, on peut

supposer que, pour tout on a : A  oo . En utilisant (a) et la posi-
tivité de Ts et de T, on a :

En utilisant le fait que T est un opérateur réticulant,

La même méthode permet de montrer l’inégalité :

Comme l ’espace W est 1-normal, on a :

En utilisant la normalité de W dans les inégalités (i) et (ii) on a :

En utilisant les hypothèses (b) et (c) du lemme, on obtient que la suite T s (f)
converge sur T(f) ; par conséquent, f est un élément de 4~ï~I , T , W~ ,

On verra plus loin que l’hypothèse sur l’opérateur T est essentielle pour la

validité du lemme ; d’autre part, imposer dans le lemme précédent e = 0 diminue

considérablement la généralité. En effet, on a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2. - Soit M un sous-espace de dimension finie d’un espace vecto-

riel réticulé V ; alors le sous-espace M est cof inal, si, et seulement si, V

possède une unité d’ordre u qui appartient à M .

La démonstration de la condition nécessaire consiste à prouver que M possède
une base (gi)ni=1 formée d’éléments positifs. La condition suffisante est trivia-
le.

Ainsi, l’espace Co(!) ne possèdant pas d’unité d’ordre, il n’existe pas de
sous-espace de dimension finie cofinal. Or, on verra plus tard que le sous-espace
M de Co(N) engendré par (~~n~ , (l/n~) , admet pour ombre l’espace

Co(N) , de plus toute suite de Co(!) vérifie les conditions du lemme relativement
au sous-espace M. D’après la proposition 1.2, il est clair que la condition

e = 0 diminue la généralité du lemme.

DEFINITION 1.3. - Soient V et 11 deux espaces ordonnés normaux : si T est un

opérateur positif de V dans W , on appelle support de T l’ensemble



où K est la partie de B(V’~ ,

LEMME 1.4. - Soit T un opérateur réticulant d’un espace de Banach réticulé nor-

mal V dans W . Si T’ est l’opérateur transposé, alors Supp(T) = T’ W’ n K ,
où l’adhérence est prise au sens de V) . De plus, Supp(T) est une face

fermée de 

Démonstration. - Désignons par S le sous-cône de V’+, défini par

Alors l’inclusion S est élémentaire ; comme S est V)-fermé
on en déduit l’inclusion Supp(T) = S n K ~ n K .

Inversement, soit k un point de Supp(T) qui n’ appartient pas à T(W~) ;
grâce au théorème de Hahn-Banach on peut trouver un élément f de V tel que

f(k) > 0 et 0 . Par suite, T(f ~  0 ; comme T est un opérateur ré-

ticulant T(f+~ _ [T(r)Jr = 0 . Le point f+ est donc dans Ker(T) ; or

montre que k n’est pas dans Supp(T), d’ où la contradiction recherchée.

Pour montrer que le support de T est une face fermée de K , il suffit mainte-

nant de vérifier que S est un sous-cône héréditaire de V’+ . Soient k 0 un

point de S , et k un point de majoré par k... Si f est dans Ker (T) ,
on a T(f+) = [T(f)Jr = 0 et T(f ~ - 0 puisque T est un opérateur réticulant.
Mais alors les inégalités 0  k : k impliquent a  f~(k) $: f+(ka) et

0 ~ f~(k)  ~ (k ~ , ce qui prouve que f(k) = 0 , et que le point k appartient
à S.

COROLLAIRE 1 .5 . - Si V et W sont deux espaces de Banach réticulés normaux, et

si T est réticulant de V dans W , alors, pour tout f dans V , on a

sup~ ~ f (k~ Î ~ k e Supp T) .

De plus, T(f) est positif si, et seulement si, f(k) est positif pour tout k

dans Supp(T) .

La démonstration est une conséquence simple du lemme précédent. Nous allons in-
troduire maintenant quelques notations :

Soit F une f ace fermée de K qui engendre une f ace du cône V’+ . Pour tout f

dans V , on pose f~ (resp. f~) la fonction définie sur K par

Comme le sous-espace M n’estas cofinal dans V, les fonctions f~ et f~
prendront leurs valeurs dans la droite achevée (- oo , + ~o~ . Cependant. si f eat



majorée (resp. minorée) par un élément de M, la fonction f (resp. f ) est

finie sur K . Avec ces définitions, on notera i~L le sous-espace de V formé des

éléments f qui vérifient l’égalité = pour tout point k dans l’en-

semble ë(F) des points extrémaux de F.

THEOREME 16.

(a) Soient V et W deux espaces de Banach réticulés normaux, et T un opéra-
teur réticulant de V dans W . On suppose que la face Supp(T) vérifie la condi-

tion suivante :

L’ensemble enveloppe homogène de Supp(T) dans K , est

compact,

Alors, on a l’inclusion o(M , T , w) .

(b) Soient V et W deux espaces de Banach réticulés normaux, où V est un M-

espace et T un opérateur réticulant de V dans W. Alors 

Démonstration. - Notons déjà que (b) est une conséquence immédiate de (a). En
effet, d’après j~6] l’ensemble des génératrices extrémales de V~ est un fermé non

vide ; de plus, K étant un chapeau universel de V’+ , tout point de ë~Supp(T)~
détermine une telle génératrice. Par conséquent, l’enveloppe homogène dans K de

&#x26;lSupp(T) ] n’est autre que &#x26; (S) n K , où ë (S) est l’ensemble des génératrices
extrémales de S.

Pour démontrer (a), considérons un élément f de V ; l’ensemble des points k

de V’+ , où les fonctions r et f coïncident, est un sous-cône de V’+ .

L’hypothèse f ~ implique que ces deux fonctions coïncident sur l’enve-

loppe homogène de dans K. Pour tout £ > 0 , il existe, grâce à la

compacité de cette enveloppe, deux suites finies et dans M ,
vérifiant :

Le corollaire précédent et le principe du maximum de Bauer impliquent

Nous sommes dans les conditions du lemme 1.1 ; la fonction f est donc dans

d~M , T ! W) .

Le théorème 1.5 a été indépendamment obtenu par BERENS et LORENTZ dans le cas où
V est l’espace C(X) des fonctions continues sur un compact X (voir j~2~]) .

Soient V un espace de Banach ordonné, V~ un cône positif, et M un sous-

espace fermé de V. On note rr l’idéal engendré par M ; c’est-à-dire



Même dans le cas où M est de dimension finie, on ne peut affirmer en général

que M" est un sous-espace fermé de V (pour un contre-exemple, prendre pour V

l’espace des fonctions continues sur (0, 1) nulles en 0, et pour M le sous-

espace des fonctions linéaires). En fait, il est aisé d’établir le résultat suivant.

PROPOSITION 1.7. - Soient V un espace de Banach ordonné, et M un sous-espace

positivement engendré et fermé dans V ; alors M7 = (M + V+) n (M - V+) est fermé

si, et seulement si, M est uniformément cofinal dans M" ~c’est-à..dire il existe
a ~ 1 tel que, pour tout g e M7 , il existe f dans M vérifiant g ~ f et

Démonstration. - Si M~ est fermé dans V , la conclusion provient de [7J, où il
est établi qu’un sous-espace fermé cofinal est nécessairement uniformément cofinal.

Inversement, supposons que M est uniformément cofinal dans ~~ , et considérons
une suite (gn)nEN dans I~T qui converge vers un élément g dans V. Par ex-

t rac t ion éventuelle d’une sous-suite, on peut supposer que la 

est convergente. Pour tout n , il existe un f 
n 

dans M qui majore g n+1 - g n fi
et vérifie La série (f ) est donc convergente vers un
f dans M puisqu il est fermé dans V . Il est clair que l’ on a f , ce qui
montre que g E 

THEOREME 1.8. - Soient l’espace des fonctions continues sur un espace lo-
calement compact nulles à l’infini, et M un sous-espace de C ~~) , Alors, on a
l’inclusion :

Si de plus toute forme linéaire positive sur ~"’ se prolonge en une mesure posi-
tive bornée sur X , et si tout point de X est un G , alors on a l’égalité-20142014201420142014 -201420142014201420142014201420142014201420142014 ô ’’"20142014~2014" ’ "2014-201420142014-2014

Démonstration. - D’après le théorème 1.6, le sous-espace ~_ est inclus dans

0(M , T , W) relativement à tout opérateur T et tout espace réticulé W. En

particulier, o(n) ; ce qui montre bien que c: 0(M) n M" .

Inversement, si f est un élément de M7 , il existe une forme linéaire 
tel que 2"(f) = pour tout point x de X . En effet, la fonctionnelle p
définie sur M" par p(g) = g~(x) est sous-linéaire, et coïncide sur R.f avec

la forme linéaire l définie par l(03BBf) = 03BBf^(x) . D’après le théorème de Hahn-
Banach, il existe un prolongement l~ de £ définie sur M~ et majoré par la
f orme sous-linéaire p . La forme linéaire ~’" est positive puisque, pour tout f

dans M"’ , qui e st négatif, on a

D’après l’hypothèse, ;~~ se prolonge en une forme linéaire positive sur C 0 (X) ,
c’est-à-dire en une mesure bornée ~, , Soit f une fonction de M" qui n’appar-



tient pas à I~L ~ quitte à remplacer f par - f on peut toujours supposer qu’il
existe un point x.. de X tel que > Soit ~ la mesure bornée

sur X construite comme précédemment et associée à la fonction f et au point

Ce dernier étant un G. de X , on peut construire une suite décroissante

d’ouverts relativement compacts et une suite de fonctions con-

tinues sur X vérifiant 03A6n(x0) =1 = 0 . Soit T n l’opérateur posi-
tif de dans lui-même défini par 

’

Il est clair que T (g) converge uniformément vers g pour toute fonction g

de M. Mais converge vers f~(x~) > Ce qui montre que 
ne converge pas (même simplement) vers la fonction f .

Remarques. - La non-convergence simple de vers sera exploitée

plus loin dans la deuxième partie (théorème 2.1 et suivants).

L’hypothèse topologique sur X est due au fait que les ombres sont toujours re-

latives à des suites d’opérateurs. On aurait pu faire une théorie analogue en défi-

nissant l’ombre d’une partie relativement à des filtres d’opérateurs et, dans ce cas

le résultat précédent serait vrai sans la condition que tout point de X est un

~

COROLLAIRE 1.9.

(a) On suppose que tout x de X est un Gô et que l’idéal M" , engendré par
M = M~ - M~ , est fermé dans Alors on a l’égalité 0(M) n MT == KL .

(b) Si X est un espace compact, dont tout point est un 0 , et si M est un

sous-espace de C(X) , qui contient une fonction strictement positive, alors
= KL = (f (= C(X) ; f~(x) = pour tout x dans X) .

Démonstration. - L’assertion (b) est une conséquence de (a) puisqu’alors M~
coïncide avec l’espace C(X) .

Pour établir (a), il suffit de remarquer que toute forme linéaire positive sur un

idéal fermé M" de se prolonge en une mesure bornée sur X . Ce fait peut
se démontrer de plusieurs façons différentes : par exemple, en remarquant qu’un
idéal fermé est en fait un idéal pour la structure d’algèbre de et que

toute forme linéaire positive est une forme linéaire continue sur M~ .

Remarque. - Le corollaire 9(b) a été indépendemment démontré par BERENS et
LORENTZ [2], et le théorème 8 a été obtenu par BAVER dans le cas où M est un

sous-espace adapté de l’espace [voir [l]].

Soit M un sous-espace de où X est un espace localement compact. On

appellera frontière de Choquet du sous-espace M l’ensemble des points x de

X tels que e 
x 

soit l’unique mesure bornée sur X qui prolonge la forme linéaire



lx définie sur M par 2 x (f) = f(x). Il ressort des méthodes utilisées dans [5]
(méthodes utilisées aussi dans la démonstration du théorème 8) qu’un point x de

X est dans 5~ si, et seulement si, f (x) = f~ x pour tout f dans M7 dès

que toute f orme linéaire positive sur M~ se prolonge en une unique mesure bornée

positive sur X . Cette condition implique que est dense dans 

COROLLAIRE 1.10.

(a) Soient X un espace localement compact, et M un sous-espace de tel

que 1~" soit dense dans C (x) . Si, pour tout f dans M" , les fonctions f
et 

. 

f coïncident, alors 0(M) = 
........_

(b) Supposons que tout point x de X soit un G et que toute forme linéaire

positive sur M~ se prolonge en une unique mesure positive bornée sur X . Alors

= C (X) si, et seulement Chacune des conditions précédentes im-

plique que M sépare les points de X .

La démonstration consiste en une simple application du théorème 1.8. En consé-

quence, on retrouve le résultat classique de KOROVKIN :

"Si V = C ( (0 , 1 ~) et si M est le sous-espace des polynômes de degré infé-
rieur à deux, alors O(M) = V ".

En effet, M~ est égal à C((0 , 1) , et il est clair que a = X puisqu’en
chaque point x il existe une fonction f de M positive qui s’annule uniquement
au point x . Plus généralement, on a le résultat suivant.

COROLLAIRE 1.11. - Soient X un espace localement compact, et 3 une famille de

fonctions positives de C (X) qui sépare les points de X . Si M désigne le 
’

sous-espace engendré par ~~ , ~ , ~ ~ , on a 4(I~i) ~ C (X) ,
Démonstration. - Le sous-espace ~~’ est dense dans CO(X) puisque, pour tout x

dans X , il existe une fonction f de S telle que f(x) > 0 . Il suffit par

conséquent de vérifier que, pour tout f dans les deux fonctions f~ et f~
coïncident sur X , mais ceci est simple à voir.

COROLLAIRE 1.12. - Soient M un sous-espace de et (n)nEN une suite

équicontinue de mesures positives bornées telle que, pour tout h dans M , la

suite n(h) converge vers h(x0) . Alors, pour tout f dans M~ , telle que
la suite ~ n (f ) conver g e vers 

Si M~ est dense dans (en particulier, si M contient une fonction

strictement positive), et si x alors ~,(f) converge vers our

t out f dans C (x) .
Le corollaire 1.12 est une extension de la proposition 3 où seuls les es-

paces C(X) sont considérés. Ce corollaire sera considérablement renforcé dans la

deuxième partie.



Le corollaire 1,12 est faux pour une mesure 0 non réticulante. En effet, soit

M , le sous-espace de C((0 , 1)) formé des polynômes de degré inférieur à 2 .

Soient (ti)4i=1 
1 quatre points distincts de (0 , 1) ; les mesures (~ti)4i= 1 

sont
i i=i 1 1=1

liées sur le sous-espace M .

Il existe donc des coefficients (À.)fl 
1 

non nuls tels quei i=1

Par suite, ~,+ et w ~ sont deux mesures positives qui coïncident sur M . Ainsi,
si la suite est définie par ~, n ~ + pour on a

Cependant, = + ne converge pas vaguement vers la mesure ( bien que, la

frontière de Choquet a. u du sous-espace M coïncide avec le segment (0 , 1~ . On
verra une étude systématique des opérateurs non réticulants dans la troisième par-
tie.

Nous allons maintenant donner des résultats concernant les ombres dans les espa-
ces Si X est un espace compact, et , une mesure positive sur X , on
note I l’injection positive canonique de C(X) dans LP ~ ~~ ~ 1  ~ p  ~ , ,. co) . Il est

clair que I est un opérateur réticulant de C(X) dans dont le support
coïncide avec le support de la mesure p . Ainsi si M est un sous-espace de C(X) ,
on peut considérer l’ombre e(M, 1 , qui est un sous-espace de C(X) . MaJ~
comme C(X) est canoniquement p longé on peut considérer M comme un

sous-espace de et, par conséquent, étudier le sous-espace de défini

par l’ombre de M relativement à ,1’ identité de LP ( l~~ et aux opérateurs
positifs de LP (~~ dans lui-même.

PROPOSITION 1.13. - Soient X un espace compact, ~, une mesure positive sur X f

et M un sous-espace de C(X) contenant une fonction strictement positive sur le

support de  . Si a contient Supp( ) , alors Pn a les relations suivantes

La démonstration de cette proposition se ramène à la remarque précédente et au
théorème 1.6. L’assertion (b) se déduit de (a) en utilisant le fait que 0(M) est

fermée qu’il contient C(X) et que ce dernier espace est dense dans L~((i) pour

1 ~ p  co ~

Le théorème suivant est dû à KRASNOSELSKIJ et LIFSI ; la démonstration que nous
donnons reproduit la méthode utilisée par BERENS et LORENTZ pour établir ce résul-

tat ; toutefois, elle est simplifiée par l’utilisation du lemme 1.

THEOREME 1.14. - Soient X un espace compact métrisable, M un sous-espace qui
contient une fonction strictement positive, et  une mesure positive sur X .

Alors  est portée par si, et seulement si, 0(M , 1 , L ((i)) = C(x) pour



Démonstration. - On introduit l’ensemble

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f 

(b) Pour tout e > 0 et tout 6 > 0 , il existe un sous-compact K de X tel

que (X K)  6 , et il existe deux suites (h.)? et (hj)nj=1 de fonctions de

M telles que

La démonstration étant élémentaire, nous omettrons de la reproduire. Pour achever

la preuve du théorème, nous avons besoin de quelques lemmes. 

LEMME 1.15. - La mesure  est portée par aM si, et seulement si, le sous-

espace MX coïncide avec C(X) .

Si ~ est portée par il est clair que My coïncide avec C(X) puisque,

d’après ( 5 ~, pour tout f dans C(X) , les fonctions f et f v coïncident sur

3~ . Inversement, supposons que My = C(X) ; par suite la mesure ~ est portée par
tout ensemble bordant associé à M (voir [5J pour la notion d’ensemble bordant).
Par conséquent, la mesure p est maximale au sens de CHOQUET, et e lle est portée
par aM . Ceci a un sens puisque ~M est un G , X étant un compact métrisable.

LEMME 1.16. - Avec les notations précédentes, on a les inclusions suivantes

pour tout p vérifiant 1 ~ 

Démonstration. - La première inclusion est une conséquence du théorème 1.6

sachant que le support de l’opérateur I coïncide avec le support de la mesure

f0 ’

Pour montrer la deuxième inclusion, considérons une fonction f~ de C(X) qui
n’appartient pas à MX. La fonction étant s. c, s. et bornée sur X , elle

est dans L~ (~,) ; par conséquent, on peut définir l’opérateur T de 

dans L~( ) vérifiant T(g + Xf ) = g + 03BBf^0 pour tout g ~ M et 03BB E R . L’opé-
rateur T est continu, positif, et comme M est cofinal dans C(X), l’opérateur
T se prolonge en un opérateur T" continu positif de C(X) dans L~ (~) puisque
ce dernier est complètement réticulé. Par suite, la fonction fa n’est pas dans

O(M , I , L ~~,) ) . Maintenant, si p est pris dans ( 1 , o~( ~ l’espace Z~(~,~ est

inclus dans et l’opérateur T~" , qui est positif de C(X) dans 



est aussi continu de C(X) dans L~(~) . Ceci montre que f n’est pas dans

0(M, 1 , L~(~)) .

Si p est pris dans l’intervalle semi-ouvert (l ~oo( ~ alors on a
Inégalité

Démonstration. - Grâce au lemme précédente il suffit d’établir l’inclusion

0(M , 1 y Or une fonction f est dans MX si, et seulement si, pour
tout e > 0 et pour tout 6 > 0 , il existe un sous-compact K de X tel que

(X K)  03B4 , et il existe deux suites et dans M vérifiant

0r on peut toujours supposer ])f)) $ 1 ; comme ?4 est cofinal dans C(X) , il est

uniforménent cofinal dans C(X) (proposition 1 .7 ) . Si y est 1 e coefficient

d’uniforme cofinalité, on peut supposer que y et y . Par consé-

quent, la norme dans +v> de ""Î=i hi - ’É=i hJ est majorée Par Ylô + 
Comme à et s sont arbitraires, nous sommes dans les conditions du lemme 1 ,1 , et

par suite la fonction f est dans O(M , I , à(p) ) .
Les lemmes 15-17 montrent bien que Ù(M , I , LP( )) = C(X) si, et seulement si,

> est portée par ~M (avec i s p  co) . Pour montrer que >(M) = LP( ) , un rai-
sonnement élémentaire, utilisant la densité de C(X) dans à(p) , suffit.

,

DEFINITION 1 ,18. - 0Q dira qu’un espace de Banach ordonné e_t normal V est p-

uniformément convexe si, pour tous couples (g ) et (f ) de suites dans V+
n - n

telles que 0 5 g 
n y f n - et ))f () = 1 , la condition lim 

n~~ )]g )) f = i implique

))g n - f n )) = 0 .

Remarquons que les espaces LP( ) , pour p dans ( 1 , ce( , vérifient la condi-
tion de la définition 18 ; par contre, les espaces C (N) ou ne vérifient

pas cette condition.

,

DEFINITION 1 ,19. - Soient V et W deux espaces de Banach réticulés, et P un
opérateur réticulant _de V dans V . Un opérateur positif T de V dans V est
une P-contraction si, pour tout f dans V+ , on a ~T(f)~  ))P(f))) . 0n note
fl (P ) l e convexe des P-contractions.

THÉORÈME 1 .20. - Soient V et V deux espaces de Banach réticulés, où W est

p-uniformément convexe, et P un opérateur réticulant de V dans 11 . Alors le

sous-espace Ret(À) , réticulé fermé engendré par ?4 , est inclus dans l’ombre

oa p ~ 16 ’~ ’ P ’ ’1) .



La démonstration du théorème repose sur le lemme suivant.

LN.IÎ>% 1 . 21 . - Soient V et W deux esgaces de Banach réticulés, où V est p-

uniformément convexe. Soient P un opérateur réticulant de V dans W et
une suite équicontinue d’opérateurs positifs de V dans W gui sont des

P-contractions. Alors le sous-espace C(T , P) formé des éléments f de V tels
----,---.......- . ---.-- n - ~

p lim Tn(f) = P(f) est un sous-espace fermé réticulé de V .

Démonstration. - L’ensemble C(T , P) est un sous-espace vectoriel fermé puis-n

que est Une suite équicontinue d’opérateurs linéaires, et P est linéai-

re. Soit °°°°° un élément non nul de C(T , V) , et montrons que f~ e c(T , P) .n n

Comme T 
n 

est un opérateur positif, il est clair que l’on éà

D’autre part, on peut vérifier que

par conséquent, la suite T n ~~~+ converge vers P~î~~ . Considérons les deux suites

il est clair que (~h n ~~ = 1 pour tout n e ~l . Montrons que ))
converge vers 1 . En effet,

Or le numérateur converge vers d’après ce qui précède, et puisque T
est une P-contraction et W 1-normal,

Ceci montre que ))T n (Ù))) converge aussi vers P(f+) , ce qui établit que ))g n ))
converge vers 1 . Comme £.l est p-uniformément convexe h - g tend vers 0 ,n n

ce qui prouve que T (f+) converge vers P(f+) . Ainsi l’élément f+ appartient àn

C(T , P) .
n

Pour montrer le théorème 1 .20, on utilise simplement le fait que M est inclus

dans C(T~ , P) pour toute suite (T ) 
~~ d’opérateurs qui converge vers P surn n n

le sous-espace M . Par conséquent, Ret(M) ~ C(Tn , P) pour toute suite (Tn)n~N
dans Él(P) ; comme l’intersection de ces sous-espaces est exactement O(M , p , v) ,
on a établit que Ret(M)  O(iY , P , lÇ) .

COROLLAIRE 1.22. - Soit 14 un sous-espace _de (où p e (i , m( 
est une mesure donnée sur un espace localement compact). si a désigne 1e convexe
des Contractions Positives de dans lui-même, alors F = 6a(K) .

Démonstration. - Soit I l’opérateur identité de LP( ) dans lui-même ; les



opérateurs de contraction positifs sont exactement les I-contractions du théorème

précédent. Par suite, Ret(M) Inversement, il est prouvé, dans ~4~, que
tout sous-espace réticulé fermé de LP( ~~ est l’image de LP ~ (~ par une projec-

tion continue positive de norme 1. Par suite, si f ~ il existe un opé-
rateur T de t~ tel que T(f) E et T coïncide avec l’identité sur M .

Par conséquent, Ret(M) ce qui achève la démonstration.

Ce corollaire prouve en particulier que l’ombre CL (M) du sous-espace M de

LP( 0 l)) , engendré par 1 et x , est égale à l)) tout entier.

COROLLAIRE 1.23. - Soit M un sous-espace de C (X ~ qui sépare les points et
contient les constantes. Si P est un opérateur réticulant de dans un espa-

ce h P ~~,~ , alors P , L P ~~,~~ ~ C(X~ .

Remarque. - Le corollaire 1.22 a été indépendemment obtenu par BERENS et LORENTZ

[2], BERNAU [3] ains i que KITTO e t WULBERT [9]. Les méthodes utilisées reposent
toutes sur le résultat de BERNAU et LACEY [~4] affirmant l’existence d’une projec-
tion positive de norme 1 sur tout sous-espace réticulé fermé de 

2. L’ombre d’une partie dans un espace A(K) relativement à la convergence faible.

Si K est un convexe compact, on note A(K) l’espace vectoriel des fonctions

affines continues sur K muni de l’ordre et de la norme habituels.

Si T est un opérateur continu positif de A(K) dans A(X) tel que T(l) = 1 ,
on pose T’ ltapplication affine continue de X dans K déduite de T par trana-

position. On note d l’ensemble convexe des opérateurs vérifiant les conditions

précédentes. Si $ est une application affine continue de X dans K , il est

trivial de trouver un opérateur T de ~. tel que T’ = ~ . Dans cette partie, M

désignera toujours un sous-espace de A(K) qui contient les constantes. Si f est

une fonction de A(K) , on rappelle que fA et f~ désignent les fonctions défi-
nies sur K par

Bien que l’opérateur T considéré dans le théorème suivant ne soit pas réticu-

lant, la démonstration procède comme dans le lemme i ,i .

THÉORÈME 2.1 . - Soient (Tn)n~N Une suite d’opérateurs de " , et T un opéra-
teur de d . 

’°°°°°

(a) 0n suppose que, pour tout h dans 14 , la suite T (h) converge simplement

vers T(h) . Alors, pour tout x dans X et tout f dans à(K) tels ue
= f~[T’ (x) ] , la suite T (f) (x) converge vers T(f)(x) .n

(b) On suppose que, pour tout h dans M , la suite T (h) converge uniformé-

ment vers T(h) . Soient f une fonction de à(K) et Y un compact de l’ensemble



(k e K; i(k) =f (k)) ; alors la suite converge uniformément sur le com-

pact vers la fonction T(f) .

(c) On suppose que, pour tout h dans M , la suite converge simplement

vers T(h) . Soit f une fonction de A(K) telle que pour tout

point k dans T’[~(x)] ; alors la suite T (f) converge simplement et faiblement

vers la fonction 

Démonstration.

(a) Soient x un point de X , et f une fonction de A(K) vérifiant l’hypo-
thèse. Pour tout e > 0 , il existe deux suites finies (h.). 

~ 
et (h~).. de’ 

~.1=1 ~ j==l
fonctions de M telles que

Pour tout s dans!, il est clair que l’on a :

où les bornes supérieures et inférieures sont considérées dans l’espace C(X) .

Par conséquent, on a les inégalités suivantes :

Or on aw grâce à l’hypothèse sur f et x ~

D’autre part, puisque la suite T n ~h~ converge simplement vers 

peut être rendu inférieur à e pour s assez grand ~ De on montrera que

Ts(f)(x) - T(f)(jy est minorée par une expression qui, pour s assez grand, peut
être rendue inférieure à 2~ , ce qui prouve que la limite de T s (f)(x) est égale
à 

(b) La démonstration suit le même schéma que pour le (a)~ et utilise en plus un
classique argument de compacité~

(c) D’après le point (a), pour tout point x de &#x26;(X) , la suite T (f)(x) con-
n

verge simplement vers T(f)(x) a Le théorème de représentation intégrale permet de

montrer que T (f) converge simplement, et même faiblement, vers la fonction T(f)
n

~, p b 33~ ~

Soit Y l’ensemble convexe des formes linéaires positives sur Ni qui vérifient



R est l’application de restriction canonique de [A(K)~’ sur M’ ~

il est clair que R(K) = Y . D’après les résultats de il est aisé de voir que

la condition f~(k) = pour tout f dans A(K) équivaut à R(k) ~ ë(v) . On
notera 9~ la frontière de Choquet de M relativement à A(K) , c’est-à-dire
l’ensemble des points de K qui sont dans R" [I§(Y)~ , L’ensemble est évidemment
non vide ainsi que 3~ n &#x26;(K) .

COROLLAIRE 2.2. - Soient K et X deux convexes compacts, et une

suite d’applications affines continues de X dans K . Soit $ une application
affine continue de X dans K telle que ~Eë(x)~) ~ où M est un sous-espace

de A(K) contenant les constantes. Alors la suite ($ ) - converge simplement

vers $ si, et seulement si, pour tout x dans ê(x) f dans M ~ la
suite f o$ (x) converge vers f o $(x) .

La démonstration consiste en une interprétation en termes de ($ ) et de 03A6 des

résultats du théorème 2.1. Remarquons cependant, que la condition 

équivaut à la condition Il R o $ est une application directe" (i. e.

Le corollaire précédent s’applique en particulier pour l’étude des ombres relati-

vement à des applications contractantes quand on considère uniquement les conver-

gences faibles. Si M est un sous-espace de V , on note R la surjection canoni-

que de B ~ V’ ) sur 

COROLLAIRE 2.3 (WULBERT). - Soient V et W deux espaces c~e Banach, (Tn)nEN’
et T des opérateurs de norme inférieure à 1 de V dans W. Soit M sous-

espace de V tel que R o T[E(B(W’))] ~E[B(M’)] ; alors, si converge vers

T(h) pour la topologie W’) et pour tout h dans M , la suite T (f)
converge vers T(f) pour la topologie W’ ) et pour tout f dans V .

Démonstration. - Les applications transposées (T’n)n~N et T’ sont des applica-
tions affines continues de B(W’) dans B~V’) , Soit M le sous-espace de

A~B~V’ ) ~ , engendré par M et par la fonction 1. L’hypothèse montre que h(T’(x))
converge vers h(T(x) ) pour tout h dans r~ et tout x dans B(W’ ) . Comme
R o on applique le corollaire 2.2.

Dans le cas des espaces de Banach ordonnés, nous avons un énoncé analogue. Soit
V un espace de Banach ordonné 1-normal ; on dira qu’un sous-espace M possède la

propriété d’extension uniforme avec le coefficient si

Si 1 , on dira que (M y V) possède la 1-P. E. U. D’après [8] on sait que
(M , V) possède la 1-P. E. Uo dès que la boule unité ouverte de M est filtrante

croissante. De plus, c’est trivialement le cas si V admet une unité d’ordre u

qui appartient à M et si la norme de V coïncide avec la norme canonique



associée à n .

COROLLAIRE 2.4. - Soient V et V deux espaces de Banach ordonnés et 1-normaux,
(T ) et T des opérateurs positifs de norme inférieure à 1 de V dans V

Soit M un sous-espace ,de V tel ue (M , V) possède la 1-P. E. Il. (propriété
de l’extension uniforme), et tel ue RT ’ (à[ B(li’ +) ]) soit inclus dans %l B(14’ +) ] .
Si T (h) converge faiblement vers T(h) pour tout h dans ÙÎ alors T (f)- n -- - - 

.-- ~ ’ ~ n

converge faiblement vers T(f) pour tout f dans V .

Si V et li sont deux espaces de Banach ordonnés 1-normaux, et T un opéra-
teur positif de norme inférieure à 1 , on note O (14 , T , V) l’ombre de M re-

OE
lativement à la classe des opérateurs positifs contractants, T , lI et à la con-
vergence faible u(V’ , W) . C’est-à-dire un élément f de V est dans Ù 

J 
(M,T,V)

si, et seulement si, pour toute suite (T ) y~~ d’opérateurs positifs contractantsn ne
telle que T 

n 
(h) converge vers T(h) pour c(V’ ’ W) , alors T 

n 
(f) converge

vers T(f) pour a(V’ , 1,1) .

PROPOSITION 2.5. - Soient K et X deux convexes compacts, où X est métrisa-
ble (en fait, tout point de x est un G suffit). Soit T un opérateur positif
de A(K) dans à(X) tel ue T(i) = i ; alors, tout f de A(K) , tel que

= sur T’[&#x26;(X) ] , est dans Ù (?4,T,à(X)) . Si l’on considère T comme

u# opérateur de A(K) dans a l’égalité :

Démonstration. - La première partie est conséquence de ce qui précède. Soit f
une fonction de A(K) telle que et ne coïncident pas pour un point
de T’[ë(x)] . Il s’agit de construire une suite d’opérateurs positifs de
A(K) dans C(X) telle que T~(l) = i et converge faiblement vers T(h) ,
mais ne converge pas vers T(f) . On peut supposer que > f(k) .
Comme M contient les constantes, il existe une mesure ~ , positive et de masse
1 sur K, qui coïncide avec e~ sur M et vérifie = Soit x un

p~int de g(x) tel que T’(x) = k ~ si (~)~ est un système fondamental de
voisinages de x~ dans X , on pose une suite de fonctions de C(X) qui
vérifient ~(x) = 1 et ~~.=0. Pourvut n, on note T l’opérateur dé
A(K) dans C(X) défini par

Il est clair que T n ( 1 ~ = 1 et que, pour tout h dans M, on a

D’après le théorème de Lebesgue, la suite T 
n 
(h) converge faiblement vers T(h), ’

mais la suite T 
n 
(f) ne converge pas vers T(f) °

Le résultat précédent se généralise sans difficultés réelles à la situation du
corollaire 2.4.



COROLLAIRE 2.6. - Soient V et W deux espaces de Banach ordonnés, 1-normaux,

l’espace W étant de plus séparable. Soit T un opérateur positif de norme 1 de

V dans W . Si M est un sous-espace de V tel que (M , V) possède la 1-

P. E. Il. , on a les relations suivantes :

:3 (f f~(k) = pour k dans T’[ê(x)]) = 0 (M,T,C(x)) ,

désigne 

La démonstration est une application de la proposition précédente aux convexes

X = B(~+) , K = B(V’+) et R(K) = B(M~+) . On voit ainsi que l’hypothèse W se-

parable est en fait trop forte ; la condition "tout point de X est un G03B4 
" est

suffisante.

Le résultat suivant est une généralisation du corollaire 1.12 au cas des convexes

compacts généraux.

COROLLAIRE 2.7. - Soient K un convexe compact, et k un point de K. Soient

M un sous-espace de A(K) qui contient les constantes, et une suite

dans K. Si, pour tout h dans M ; la suite h(k) converge vers h(k) , alors
pour tout f de A(K) telle que r(k)=f(k) , la suite f(k) converge vers

f(k) . Si le point k est dans 3~ ~ alors la suite converge vers k

pour la topologie de K. 
""

Démonstration. - En effet, k peut être considéré comme un opérateur de A(K)
dans R = (l) est le convexe compact réduit à un point. L’image de

(l) par l’application transposée est évidemment le point k lui-même. On applique
alors les résultats précédents.

COROLLAIRE 2.8. - Soient V un espace de Banach ordonné, l-normal, et M un

sous-espace de V tel que (M , V) possède la 1-P. E. Il. Soit k un point de

B(V’+) et une suite de h(k) converge vers pour

tout h dans M , et si k ~ alors la suite k converge vers k pour la

topologie a(v’ , V) .

Soient K et X deux convexes compacts métrisables, et T un opérateur positif
de A(K) dans A(X) défini par :

où une suite de nombres positifs de A(X) , et ($.)?_ une suite de

fonctions affines continues de X dans K telles que 03A6i[~(X)] C ~(K) . Il s’agit
de trouver des conditions sur un sous-espace M de A(K) pour que 0[M,T,A(X)]
coïncide avec A(K) tout entier.

On dira que le sous-espace M de C(X) vérifie la propriété (P) si

(1) M contient les constantes ;



(2) ôflq " &#x26;(X) Ù

3> Pour tout entier P , i S P 5 n , et toute suite ki ; .., kp de l’K> ,
les restrictions à M des formes linéaires (ki)pi=1 engendrent une face exposée

i i=

du cône iil’+ .

Notons tout de suite que, pour un sous-espace M contenant les constantes, la

propriété (P) est équivalente à la condition suivante:

Pour tout entier p , i  p  n , et toute suite (ki)pi=1 de &#x26;(K) , il existe

une fonction g de M , positive, qui s’ annule sur &#x26;(K) uniquement aux points

(ki)pi=1 .
La condition précédente n’implique nullement que K soit un simplexe.

En effet, il existe des convexes compacts métrisables de dimension infinie tels que,

pour tout compact Y  &#x26;(K) , l’ensemble #(Y) soit un simplexe de Bauer et une

face de K sans que ce dernier soit un simplexe. Pour construire un tel convexe

compact K , on pourra poser X la mesure de Lebesgue sur (0 , 1) et  la me-

sure définie 03A3~1 (~Xn )/2n , où (xn)n~N est une suite dense dans [0 , 1].
Si X désigne le noyau de la mesure X - p e.

on posera K l’ensemble des formes linéaires positives 2 sur H qui vérifie
= 1 .

Même si l’on considère uniquement la dimension finie, il existe dans R 2n+*1 un

convexe compact K tel que, pour toute famille de p points extrémaux (x.)"
avec p  n , l’ensemble J soit une face fermée de K. Pour cons-

truire un tel K , soit P2n l’espace des polynômes de degré inférieur à 2n muni

de l’ordre et la norme induits par C((0 , l)) ; on pose K l’ensemble des formes

linéaires positives de norme 1 sur 6~, .

THÉORÈME 2.9. - Soient K et X deux convexes compacts métrisables, et T un

opérateur positif de A(K) dans A(x) défini par T(f)(x) = ~ B. f[~(x)] . si
M est un sous-espace de A(K) qui possède la propriété (p)y alors

La démonstration repose sur le lemme suivant.

2.10. - Soit g0 une fonction positive de A(K) qui s’annule sur ~(K)
en p points k ,..., k (1  p  n) . Si (kq)

q~N 
est une suite de points de

K , le c8ne engendré par K , telle ue limq g0(kq) = 0 , et, pour tout g dans

M , lim g(k ) existe. Alors la suite (k ) converge vers un point k de

K. 
-

Démonstration. - Comme M contient les constantes, la suite (k ) q~N 
est équi-

continue. Soit k une valeur d’adhérence de la suite (k q } et montrons qu’elle



est unique. Il est clair que = limq g0(kq) = 0 . D’après l’existence d’une

mesure portée par &#x26;(K) , qui représente le point k , on a k = 1? 
1 

cy, k. (ici
i=1 1 1

on utilise la positivité de la fonction g ). Soit g, une fonction de M nulle

aux points ki (i ~ j) et gj(kj) = 1 , alors gj(k) = gj(kq) , cette limite
e xist ant d ’ aprè s l ’ hypothè se . Par c onséquent , cy . = lin g . (k ) ce qui montre bien

J q J q
l’unicité de la valeur d’adhérence k = lim k .

q

Démonstration du théorème 2.9. - Soit (Tn)n~N une suite équicontinue d’opéra-
teurs positifs de A(K) dans A(X) telle que, pour tout h dans M , la suite

converge vers T(h) . Soit x un point de &#x26;(X) ; il existe une fonc-

tion g0 °°°°°°de M qui est positive et qui ne s’annule sur &#x26;(K) qu’aux points

ki = 03A6i(x) (1 = 1 ; .. , n) . soit (xn)n~N une suite de &#x26;(x) qui tend vers x ;

on a, grâce à la convergence uniforme de la suite T (h) vers T(h) pour tout h
n

dans M ,

En particulier, pour h = la limite est nulle. D’après le lemme 2.10, la

suite T~(x) converge vers un point k qui ne peut être que T’(x) . Cela veut
dire que lim T 

n (f)(x ) n = T(f)(x) . Ce résultat, vrai pour tout x dans ë(x)
et toute suite qui converge vers x, montre que la suite T (f) conver-

ge uniformément sur @(x) vers la fonction T(f) . D’après le principe du maximum
de Bauer, la suite T (f) converge vers T(f) dans l’espace A(X) . Ce qui veut
dire 0(M , T , A(x)) = A(K) .

COROLLAIRE 2.11. - Soient une suite de mesures positives sur (0 , l) ,

et 0 la mesure à support fini 0 = 03A3ni=1 03BBi ~xi , xi ~ (o , l) , Si, pour tout
polynôme h de degré inférieur à 2n, la suite p, (h) converge vers ~(h) y
alors converge vaguement vers la mesure ~ .

Démonstration. - Il suffit d’établir que l’espace ~/~~ des polynômes de degré
inférieur à 2n vérifie la condition (P). Pour tout 1 ~ k ~ n , il existe un po-

lynôme h. de degré k, qui s’annule uniquement aux points x ,..., x.. Le

polynôme tL est une fonction positive de l’espace ~/~B ~ qui s’annule unique-
ment aux points x ,..., x..

Il est aisé de vérifier que ~/ B est le plus petit espace de polynômes sur

(0 , l) dont l’ombre 0(~/?~ ~ ~ ~) coïncide avec l’espace C((o , l)) . In-

versement, si ~ a un support infini (par exemple, ~ la mesure de Lebesgue),
alors, pour tout n dans 0(~/~ B ~ ~ ~ R) est strictement incluse

dans C((0 , l)) . Nous terminons sur les deux problèmes suivants dont on ignore la
solution.

1~ Soit T un opérateur de A(K) dans A(X) , défini par
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où &#x26;(K) ; déterminer tous les espaces M de A(K) tels que, si T 0
est un opérateur positif de A(X) dans A(K) qui coïncide avec T sur M , alors

Il est clair que si M possède la propriété (P) citée précédemment, alors M

répond à la question, grâce au théorème 2.9 ; mais on ignore si la propriété (P) est
nécessaire.

2° Soient K et X deux convexes compacts (métrisables), et t une application
affine continue de X dans K . Alors, l’hypothèse ~(~(X~~ ~ §(K) implique que
$ est extrémale dans le convexe A(X, K) des fonctions affines continues de X

dans K , mais la réciproque est fausse en général. Peut-on, dans les résultats
précédents, remplacer la condition " 03A6[~(X)] ~ ~(K) " 

par la condition " 03A6 ex-

trémale" dans A(X , K) ? En particulier, peut-on affirmer que la condition du
théorème 2.9 est vraie dès que T est défini par T(f)(x) =1~ Ài où

$. est extrémale dans A(X , K) ?
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