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6-01

CARACTÉRISATION DE CERTAINS ESPACES DE RIESZ

par Claude PORTENIER

Séminaire CROQUET
(initiation à l’analyse)
10e année, 1970/71, n° 6, 21 p. 3 et 10 décembre 1970

Dans ce travail, nous reprenons, améliorons et développons une partie des résul-

tats de C12~. Nous y renvoyons le lecteur pour plus de détails, en particulier pour
ceux que nous aurons oublié de rappeler dans le paragraphe 0.

Nous nous intéressons à la classe des espaces de Riesz E que l’on peut munir,

ou qui sont munis, d’une topologie d’espace de Riesz localement convexe (séparée)
telle que le cône C~ des formes linéaires positives continues soit l’enveloppe

fermée convexe de ses génératrices extrémales (i. e. de l’ensemble des formes li-

néaires réticulantes continues). Il est équivalent de dire qu’il existe sur E une

topologie d’espace de Kakutani (séparée) moins fine que T(E , E’) (théorème 1.12
de [12J, et remarque 1.6, ci-après). Ces espaces (dits fonctionnels) sont représen-
tables comme des "espaces de sections" (continues) (cf. § 3 de ~12~, et § 0), ce

qui permet pratiquement d’utiliser toutes les méthodes, concepts et intuitions que
l’on a des espaces de fonctions continues.

La première classe intéressante d’espaces de Riesz localement convexes fonction-

nels que l’on peut introduire est celle des espaces de Dini (c’est-à-dire que, par
définition, le théorème de Dini y est vrai ; cf. ~ 2). Nous caractériserons ces es-
paces de plusieurs manières différentes, en particulier par le fait que chaque
idéal fermé est égal à l’ensemble des sections de E qui sont nulles sur un cer-

tain fermé.

La deuxième classe, contenue dans la précédente, que nous considérerons, est

celle des espaces quasi de Kakutani (c’est-à~dire dont le cône dual est presque
bien coiffé ; cf. § 3). Nous verrons que toute forme linéaire continue sur un tel
espace possède une propriété remarquable, faisant intervenir de la compacité, qui
permet de développer une théorie de l’intégration (cf. définition 3.8).
La troisième classe, la plus riche en résultats, est celle des espaces de Kakutani;

on a la caractérisation suivante (théorème 1.8 de ~12~) : E peut être munie d’une
topologie d’espace de Kakutani compatible avec la dualité, si, et seulement si, le
cône dual est bien coiffé. Pour ces espaces, on a un théorème de Stone-Weierstrass,
qui contient tous les théorèmes classiques faisant intervenir des conditions de sé-
paration ponctuelle 4 de ~12~), et que nous utiliserons pour donner un théo-

rème de représentation (en tant qu’espace de Riesz localement convexe ; théorème

4.6). ..



Lorsque le dual positif E d’un espace de Riesz E sépare les points de E, y
la topologie de l’ordre sur E est de Riesz localement convexe. Ceci est en fait

la situation générale d’un cône biréticulé, qui est ici le cône C’~ des formes li-

néaires positives (cf. [7]). Les résultats que nous obtenons répondent à quelques-
unes des questions de cet article.

Je tiens à remercier sincèrement Mr le Professeur G. CHOQUET, ainsi que ses colla-

borateurs, pour l’accueil qu’ils m’ont donné dans leur équipe.

0. Généralités.

0.1. - Nous utilisons sans renvoi les notations et les résultats de 

Voici les plus importants.

0.2. - Si E est un espace de Riesz, C désignera son cône positif, y C~~ le cône

des formes linéaires positives sur E, et E+ = C* - C* le dual positif de E .

Une partie A de E est dite pleine si, pour tout f, g e A et h E E tel que

f ~ h ~ g , on a h E ,~ , solide si Irt et f E A entraîne g E A , et

coréticulée si f, g E A entraîne sup(f , g) et inf (f , g) E A . Un sous-

espace vectoriel solide s’appelle un idéal. Une forme linéaire ~ sur E est dite

réticulante, = 1 pour tout f E E . Si ~ ~ 0 , il est équivalent
de dire que ~ engendre une génératrice extrémale de C~ .

0.3. - Rappelons que E est aussi l’ensemble des formes linéaires relativement

bornées sur E, et que, pour tout f E C et tout ~ E E~ , on a

Si E’ est un idéal de E , qui sépare les points de E, alors E s’identifie à
un sous-espace coréticulé de E’~ . Cela signifie en particulier que, pour tout
~~ et tout f, g(= E , on a

p(sup(f , g)) = sup(v(f) + B(g)) , pour les v , B~0 tels que v + B=~ .

0.4. - E sera dit un espace de Riesz localement convexe, s’il est muni d’une

topologie d’espace localement convexe (séparée) telle qu’il existe un système fon-
demental de voisinages de 0 qui soient fermés convexes et solides. On dira quo

espace de Kakutani, si ces voisinages sont en plus coréticulés.

Si E est un espace de Riesz localement convexe, son dual E’ est un idéal den-
se de On en déduit qu’une forme linéaire continue ~ ~ 0 est réticulante, si,
et seulement si, elle engendre une génératrice extrémale du cône dual C~ .



Réciproquement, si l’on se donne un idéal dense E’ dans E03C3, alors la topolo-

gie o(E, E’) de la convergence uniforme sur les intervalles de E’ est la moins

fine des topologies d’espace de Riesz localement convexe compatibles avec la duali-

té (E, Et) .

Un espace de Riesz localement convexe sera dit fonctionnel~ si son cône dual C
est 1’enveloppe fermée convexe de la réunion de ses génératrices extrémales.

0.5. - Soit 8 un espace topologique (séparé) dans lequel le groupe J~ des

nombres réels > 0 opère continûment, proprement et librement. Nous désignerons

par X l’espace des orbites 8/R~ ~ muni de la topologie quotient (qui est sépa-
rée), et par u l’application canonique S~X . R*4 opère évidemment dans 8 x R.

L’application n o pr. de 8 x R sur K passe au quotient (par R ; en une ap-
plication continue ouverte 8- -=>X . n (ou 9- ) est appelé l’espace fi-
bré associé à TT de fibre de type R . Si l’on note (  , a) ~   a l’appli-

cation de G x R sur GR , on a cm == p * a et a) = 03A0( ) , pour tout

 ~ S, a~R, et 03B1 ~ R*4.

0.6. - Si f est une section de pour tout  e 8 y il existe un unique
élément ~()J,) ~ ~ tel que f(Tï(~)) La fonction réelle sur 8 :

~ h2014~ cp(~) est positivement homogène. Pour que f soit continue, il faut et il

suffit le soit. On obtient ainsi une bijection de l’ensemble (resp.
de toutes les sections (resp. continues) de sur l’ensemble des fonc-

tiens réelles (resp. continues) positivement homogènes sur 8 . Nous ne ferons pas
de distinction entre f et p .

La structure d’espace de Riesz de j~ étant invariante par on peut la trans-

porter dans les fibres de Alors est muni canoniquement d’une structu-

re d’espace de Riesz. Si f , g e S(03A0R) , on a sup(f , g)(x) = sup(f(x) , g(x))
pour tout x e X . Si f et g sont continues, il en est de même de sup(f , g) ,
donc est un sous-espace coréticulé de 
&#x26; ~

0.7. - Soit 8 un espace topologique dans lequel ~R opère continûment~ propre-
ment et librement. Nous dirons que 03A0 : G ~ X est une fibration principale com-

plètement régulière~ Si, pour tout x ~ 3E et tout voisinage V de x y il existe

une section continue f de 03A0R telle que f(x) ~ 0 et f = 0 hors de V .

Un sous-espace vectoriel coréticulé E de sera appelé un espace de sec-
tions (associé à si, pour tout x ~ X et tout voisinage V de x , il exis-

telle que et f == 0 hors de V (axiome de richesse).

Pour tout ~ e 8 (on pose x = TT(~) ) et tout f e on peut écrire



f(x) === i~ ~ f (~~ ~ f étant la première fois considérée comme une section de n~ ~
la seconde comme une fonction positivement homogène sur 8 . L’application

g ; f ~ f( ) est évidemment une forme linéaire réticulante sur E. On dit que

c’est une forme linéaire évaluante.

0.8. - Nous supposons en général que E est munie d’une topologie d’espace de

Riesz localement convexe plus fine que celle de la convergence simple dans X (la
moins fine rendant continues les e 

~ 
). On peut montrer que £ est un homéomorphis-

me de 8 dans Er . On désigne par S0 le sous-espace 8 u (0) de E’03C3.

8 est réunion de certaines génératrices extrémales de mais en général pas

de toutes. E est évidemment fonctionnel.

0.9. - Réciproquement, soit E un espace de Riesz localement convexe fonctionnel.

Désignons par  la réunion des génératrices extrémales de CO . On montre que R~

opère continûment, proprement et librement dans S , puis que 03A0 : G ~ X est une

fibration principale complètement régulière, et que E est isomorphe à un espace

de sections (associé Tf s’appelle le spectre de E .

1. Dualité dans les espaces de Riesz localement convexes.

1.1. - E désignera un espace de Riesz localement convexe. Dans [ 12], nous avons
obtenu une correspondance par polarité entre les chapeaux de C et les voisinages
de 0 , pour T(E ~ E’) , qui sont fermés, solides et coréticulés (corollaire 1.6
de ~ 12 ~~ . On peut, en fait, se passer de la compacité du chapeau, comme nous allons

le voir. AO (resp. désigne le polaire (resp. le polaire absolu) de la par-
tie A ,

1.2. PROPOSITION. - Si A est une partie de E stable par inf, alors AO n CO
est un tube de C ( i. e. un convexe plein contenant 0 et de complémentaire con -
vexe dans 

(Cf. proposition 1.2 de [12]. )

1.3. PROPOSITION. - Si T est un tube de CO, ou si T est une partie de la
réunion des génératrices extrémales de CO , y alors T est solide et coréticulé.

Soient f, g E Ta . Pour tout ~ e T , on a

g)) = + ~(g~~ , pour ?~ > 0 tels que v + ~ - ~, .

Si p désigne la jauge de T, qui est additive sur CO, on a



Comme v E p(v)T (resp. À ), on a (resp. ~7~(~;)~ v p(A) ),

et, par suite, il vient

g~~~ s 1 + + P(~.) ~ 1 .

Ta est donc coréticulé et symétrique. On en déduit immédiatement qu’il est solide.

Pour la deuxième assertion, il suffit de constater que chaque ~ E T est une

forme linéaire réticulante, donc que

1.4. A est une partie fermée, convexe, solide, de E~ et si

A? n C 0 est un tube de on a (A~ 

( Cf . l emme 1.5 de [12].)

1.5. LEMME. -Si T est une partie pleine, contenant 0, de CO, alors

donc s 

On a évidemment Ta + C C TO . Réciproquement, soit f E T , et écrivons
f = f~ - f~ . On a f~ E C . D’autre part, - f = inf(f , 0) car, pour tout

)JL e T , 0)) = inf v(f) > .- 1 puisque v E T i et 0) ) ~ 0 .

La seconde fonnule en découle par polarité, car T + C = co(T u C) .

1.6. Remarque. - La dernière formule de ce lemme peut aussi s’écrire

La réunion 8 des génératrices extrémales de C étant évidemment une partie

pleine, on en déduit que C est l’enveloppe fermée convexe de 8 si, et seule-

ment si, S est total dans c’est-à-dire si, et seulement si, la topologie

o’(E y S>) est séparée. Cette topologie, étant de Kakutani (proposition 1.3), cela
montre que E est fonctionnel si, et seulement si, l’on peut le munir d’une topolo-

gie d’espace de Kakutani (séparée), moins fine que T(E , E’) (théorème 1.12 de
~ ~2J~.

1.7. PROPOSITION. - Soit A une partie fer.mée, convexe et solide, de E. A

est coréticulé, si, et seulement si, AQ n C est un tube de CO .
Soit T une partie fermée, convexe, pleine, et contenant 0 , de C~ . T est

un tube, si, et seulement si, Ta est coréticulé.

Cel a découle immédiatement des résultats qui précèdent. P ar suite, on obtient les
résultats suivants :



1.8. THEOREME. - Il y a correspondance biunivoque entre les parties A fermées,

solides, et coréticulées, de E , et les tubes T de C0 , par A ~ A n C

e t T ~--~ T~ .

Une face ( i. e. un sous-cône convexe plein) fermée de C étant un tub0, on a :

1.9. COROLLAIRE. - Il y a correspondance biunivoque entre les idéaux f ermés I

de E et les faces fermées F de C par I )-’--> IO n C et F ~--~ F~ .

Dans [7] (théorème 2.19~ ~ A. GOULLET de RUGY a caractérisé les convexes compacts
contenant 0 (dans un cône convexe saillant faiblement complet et réticulé) qui
sont des chapeaux. Dans notre situation, plus particulière, la démonstration est

évidente et n’utilise pas les techniques des mesures coniques.

1.10. THEOREME. - Soit K un ensemble convexe fermé contenant 0 de C , égal
à l’enveloppe fermée convexe de ses points extrémaux. Pour que K soit un tube, il

faut et il suffit que ses points extrémaux soient dans la réunion 8 des généra-
trices extrémales de CO .

On sait que la condition est nécessaire. La réciproque découle du lemme suivant :

1.11. LEMME. - Soit T une partie de  . L’ enveloppe fermée convexe de T u ~0~
est un tube de C~ .

On peut supposer que T est plein et contient 0 . Par le lemme 1.5, on a

co(T) = Ta0 n C , d’où le résultat par les propositions 1.3 et 1.2.

On pourrait généraliser ce théorème en faisant intervenir les points extrémaux et
les demi-droites extrémales. Dans le même genre on a le résultat suivant :

1.12. PROPOSITION. - Soit T un cône de ~ . Pour que T soit fermé dans ë

(pour E~ ~ 9 il faut et il suffit que T soit la réunion des génératrices
extrémales d’une f ace fermée F de CO a

La condition est suffisante, car T == F n ~ . La condition est nécessaire, car,
en posant F = co ( T ~ , F est une face, d’après le lemme précédent, et T = F n  ,
d’après la proposition 2.9 de [l2].

2. Espaces de Dini.

2.1. - Dans ce paragraphe, E désignera un espace de sections associé à une fi-
bration principale complètement régulière ~ ; ~ .-~ ~ . Précisons que cet espace
est muni d’une topologie d’espace de Riesz localement convexe plus fine que celle



de la convergence simple dans X y et que -n n’est pas nécessairement son spectre 1

2.2. Définition. - Nous dirons que E est un espace de Dini, si, pour toute fa-

mille (f.) filtrante décroissante de E , d’enveloppe inférieure 0 (sur X )y

(f.) converge vers 0 .

Par le théorème 4.3 (p. 223 de [l3])y il est équivalent de dire que toute forme

linéaire positive continue ~ e C a la propriété de Daniell (sur X )y i. e. que

inf = 0 pour toute famille (f.) filtrante décroissante d’enveloppe infé-

rieure 0 .

2.3. LEMME. - Soit ~ une forme linéaire positive sur E ayant la propriété de

Daniell. Si est une famille filtrante décroissante de E ~ telle que l’enve-

loppe inférieure inf f. (sur X ) soit une section plus petite que f ~ E , alors

inf ~(f~) ~ 
Il suffit de constater que f = inf sup(f ~ ’ f.) ~ donc

2.4. Définition. - Dans [8]~ A. GOULLET de RUGY a introduit la notion de "cône

profilé". Nous dirons que le cône C est %-profilé, si, pour tout couple de for-

mes linéaires f , g sur semi-continues supérieurement (pour E) ) et

~ 0 sur cO, la relation " f ~ g sur G " entraîne la relation " f fi g sur C ".

2.5. PROPOSITION. - Le cône C est G-profilé, si, et seulement si, E est un

espace de Dini.

La condition est nécessaire, car étant donnée une famille (f.) filtrante dé-

croissante de E et d’enveloppe inférieure 0 (sur X ) , l’enveloppe inférieure
des f. sur C définit une forme linéaire sur E’ , qui est évidemment semi-

continue supérieurement et ~ 0 sur et égale à 0 sur 8 . Elle est donc

nulle, ce qui prouve que inf (fi) = 0 pour tout  ~ C .

Réciproquement, soient f , g deux formes linéaires sur semi-continues su-

périeurement et ~0 sur CO, telles que g sur 8 . Par la remarque 2 (cha-
pitre II, § 5, n~ 4, p. 87) de on sait que f (resp. g ) est l’enveloppe in-
férieure sur C des f. (resp. g. ) de E tels que fj ~ f (resp. gj ~ g )

0 l J 1 J
sur C . Les familles (f.) et (g.) sont filtrantes décroissantes, car par exem-

ple f~)(~) = f~(~)) ~ pour les p~ , ~ ~0 tels que

)J~ == ~ . Etant donné u, ~ qui a la propriété de Daniell, on a

>inf par le lemme 2.3. Ainsi = inf ~(f.) ~inf p(g.) = g(~) ~
j " ~ J



ce qui prouve que C est 8-profilé.

2.6. - De [l2]y nous tirons les résultats suivants (cf. 3. Il à 3.14). Désignons

par l’ensemble des sections continues f de telles qu’il existe

g ~ E et que l’on ait g , qui s’identifie à l’ensemble des fonctions posi-

tivement homogènes et continues sur ë~ .

2.7. Tout f e est l’enveloppe supérieure (resp. inférieure) des
g ~ E tels que g ~ f (resp. g ~ f ).

2.8. Toute forme linéaire positive  sur E ayant la propriété de

Daniell, se prolonge de manière unique en une forme linéaire positive  sur

C0(03A0R) .  a encore la propriété de Daniell, et, si  est continue, il en est

de même de  en munissant de la plus fine des topologies d’espace de

Riesz localement convexes qui induisent celle de E.

On en déduit immédiatement le corollaire suivant, qui précise le corollaire 3.16

de ~12]~ et fournit une autre démonstration du théorème de prolongement de A.

GOULLET de RUGY (cf. théorème 2.4 de [7]).

2.9. COROLLAIRE. - Si E est un espace de Dini, alors E est dense dans 

Ce dernier espace s’identifie à l’ensemble des formes linéaires sur E~ qui sont

continues sur C (pour o(E’ y E) ).

La première partie est évidente. Tout f ~ peut donc être considéré comme

une forme linéaire sur Et . Chaque  e C ayant la propriété de Daniell, on en

déduite par le lemme 2.8y que f est l’enveloppe supérieure (resp. inférieure) sur
C des formes linéaires g ~ E (qui sont continues pour E) ) telles que
g ~ f (resp. g  f ), d’où notre assertion.

2.10. Définition. - Nous dirons que l’on peut caractériser les idéaux fermés de

E (sur X )y si, pour tout idéal fermé 1 de E ~ il existe un fermé T c: g; tel

que 1 soit égal à l’ensemble 1~, des f ~ E qui s’annulent sur T.

2. Il. Remarque. - Il est équivalent de dire que toute face (i. e. un sous-cône

convexe plein) fermée F de C est l’enveloppe fermée convexe de ses génératri-
ces extrémales qui sont dans 8 . Il suffit de constater qu’il y a correspondance
biunivoque entre les idéaux fermés 1 de E et les faces fermées F de C~ par
1 ~--~ 1~ n C~ et F ->F~ (corollaire 1.9).

D’autre part, si tel est le cas, le fermé T est unique, et égal à l’ensemble

des x e X tels que f(x) =0 pour tout f par la richesse de E . Il est



alors clair que Inapplication 1 t-2014>T établit une correspondance biunivoque entre
les idéaux fermés 1 de E et les fermés T 

2.12. PROPOSITION. - Si E est un espace de Dini, alors on peut caractériser les

idéaux fermés de E.

Soit 1 un idéal fermé de E ~ et désignons par T 1~ensemble fermé des x e X

tels que f(x) =0 pour tout f ~ 1 . Soit maintenant f e E tel que f = 0 sur

T . Il nous suffit de montrer que jfj e 1 y ce qui nous permet de supposer que
f ~ C . Pour tout x ~ T , il existe f x e 1 n C tel que f 

x 
(x) = f(x). On peut

supposer que fx ~ f , en remplaçant au besoin f par inf(f, f) , car 1 est

solide. 1 étant aussi coréticulé, il existe donc une famille filtrante croissante
de 1 d’enveloppe supérieure f ; cette famille converge vers f, puisque E est

un espace de Dini, ce qui finit de prouver que f e 1 .

2.13. Définition. - Nous dirons que E est supportable (sur X ), si toute forme

linéaire continue ~ e E’ possède un support dans X , i. e. s’il existe un plus
petit fermé T de 3C (noté tel que f = 0 sur T implique )j,(f) = 0
(on dit que T porte ~ ).

2.14. Remarques.

1° ~ possède un support, si, et seulement si, il en est de même de )p) (pour
f e C , on a la formule jn)(f) = sup )J,(g) , pour les g tels que f ).

2° T porte u, , si, et seulement ~ 03A0-1(T)> ; si  e alors T

porte  , si, et seulement e c?(-rT"BT)) , car nous avons montré que
03A0-1(T)> ~ C0 = co(03A0-1(T)) (remarque 1.6).

3° Cette définition généralise celle des espaces de fonctions supportables (cf.
[l2], définition 2.16). Cette dernière notion correspond au cas où le spectre rr

de E est trivial.

2.15. PROPOSITION. - Si l’on peut caractériser les idéaux fermés de E, alors E
est supportable.

Soit  ~ Il est clair qu’il existe une plus petite face fermée de C0 con-

tenant  . Puisque l’on peut caractériser les idéaux fermés de E, toute face fer-
mée est de la forme pour un certain fermé T de X. On conclut immé-
diatement à l’aide des deux premières remarques qui précèdent.

2.16. est supportable, alors ~ est le spectre de E.

La démonstration est identique à celle du théorème 2.20 de [l2’].



2.17. THEOREME. - Si E est supportable, y alors E est un espace de Dini.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

2.18. LEMME. - Si (T.) est une famille filtrante décroissante de fermés de X

d’intersection alors n 03A0-1(Ti)> = 03A0-1(T)> , ou encore, U = 

appartient au premier membre de l’égalité à démontrer, on e 

pour tout i y donc c: T. pour tout i ~ et par suite S(~) ~ T y ce qui

prouve que * e (cf. 2.14~ remarque 2). L’autre inclusion est triviale.
La seconde formule s’obtient par polarité.

Démontrons maintenant le théorème 2.17. Soient  e CO , et (f.) une famille de

E filtrante décroissante et d’enveloppe inférieure 0 . Etant donné e > 0 , po-

sons 5 = 6/2.~(f..) ~ et considérons le fermé Ti de X formé des x tels que

La famille (T.) est évidemment filtrante décroissante, et son

intersection T est l’ensemble des x tels que = 0 . D’après le lemme, il

existe i et g e E nulle sur T. tels que t~(f~ " s) -~ e/2 . On peut supposer
que 0 ~ g  fa ’ car il existe un système fondamental de voisinages de 0 qui
sont solides. Comme f. - s’annule sur et est majoré par 
il est majoré par g . On a donc

= + g) + 5~(fQ) ~ e ,

ce qui finit de prouver que  a la propriété de Daniell.

2.19. Scholie. - Nous avons donc prouvé que, pour un espace de sections E asso-

cié à il est équivalent de dire que E est un espace de Dini, que toute forme

linéaire positive continue sur E a la propriété de Daniell, que son cône dual est

G-profilé, que l’on peut caractériser ses idéaux fermés, que toute face fermée de

son cône dual est l’enveloppe fermée convexe de ses génératrices extrémales qui
sont dans 8 ~ ou qu’il est supportable. Si tel est le cas, TT est son spectre,
i. e. 8 est la réunion des génératrices extrémales de son cône dual.

2.20. Remarque. - Nous avons ainsi répondu à une question de A. GOULLET de RUGY

(cf. théorème 2.2 de [7]).

3. Espaces quasi de Kakutani.

Nous conservons les mêmes notations que dans le paragraphe 2 (cf. 2.l). Nous som-
mes obligés de commencer par de la technique que nous développons pour des emplois
ultérieurs.



3.1. Définition. - Nous dirons qu’une section ? de 03A0R (*) est semi-continue
inférieurement, si son sur-graphe (i. e. l’ensemble des a ~ SR tels que

a est fermé, ou si f , considérée comme fonction (à valeurs dans ~R )
positivement homogène sur 8 ~ est semi-continue inférieurement.

3.2. PROPOSITION. - Soit (p une section de (resp. ? ° ). Pour que cp soit

semi-continue inférieurement~ il faut et il suffit que l’ensemble des xeX tels

gué f(x)  cp(x) soit ouvert pour tout f~ E (resp. que cp soit l’enveloppe su-

périeure des f ~ C tels que f ~ 03C6 ).

Supposons que 03C6 est semi-continue inférieurement, et soit f e E . L’ensemble

des a ~ SR tels que f(TIR(a»  a  est ouvert dans donc son ima-

ge par qui est l’ensemble des x e X tels que f(x)  cp(x) y est ouverte.

Réciproquement~ soit a e tel que a  Il existe f e E tel que

a   et l’ensemble des b e SR tels que b 

est ouvert et contient a , d’où le résultat.

Un même raisonnement montre que, si cp est l’enveloppe supérieure des f e C

tels que f ~ 03C6 , alors 03C6 est semi-continue inférieurement. Réciproquement,
soient et ae tel que 0:acp(x) ; il existe f~C tel que

f(x) = a , et, par la richesse de il existe f’eC tel que f’(x) = a , y
f ~ f et f’=0 hors de l’ouvert des x e X tels que f(x)  On a donc

(0 ~ d’où notre assertion.

3.3. - Si 03C6 est une section strictement positive de 03A0R , nous désignerons par

U l’ensemble des f e E tels que q3 . Cet ensemble est solide et coréticu-
léy donc ~ n C est un tube de C (proposition 1.2). On peut supposer que,
pour tout x on a ~o(x) = sup f(x) (f e ce qui est équivalent par
la proposition Précédente, est semi-continue inférieurement. Si tel est le

considérée comme fonction positivement homogène sur 8 (à valeurs dans
1 ), est la restriction de la jauge (que nous noterons encore cp) de u n C .
Rappelons que les points extrémaux T de cet ensemble sont 0 et les  e 8 tels

que cp(~) = 1 , en supposant que rr est le spectre de E. On a immédiatement
= donc u003C6 n C0 = n C0 = T00 (lemme 1.5), ce qui prouve que n C0

est l’enveloppe fermée convexe de ses points extrémaux. Réciproquement, un tube qui
est l’enveloppe fermée convexe de ses points extrémaux est de la forme U~ n C~ .
Nous avons donc démontré la proposition suivante 

cp 
°

(*) 03A0R se construit de la même manière que 03A0R .



3.4. PROPOSITION. - 0n suppose que n est le spectre de E . [_I y a correspon-
dance biunivoque par polari té entre les ensembles ù, , où w est une section semi-

continue inférieurement strictement positive àe TT, , r? et les tubes de C0 qui sont

l’enveloppe fermée convexe de leurs poin±s extrémaux.

Lorsque nous parlerons d’un ensemble u03C6 , il sera toujours sous-entendu que 03C6
a la propriété ci-dessus.

3.5. Définition. - Soit 03C6 une section semi-continue inférieurement strictement

positive de rT- . Nous dirons que f e lil(n ) est 03C6-dominée, si, pour tout e > 0 ,

l’ensemble des x G 3l , tels que )f(x) ) > eo(x) , est compact.

3.6. Si TT est le spectre de E , et si U correspond à un chapeau T

o 
-°°°°° ~ O

de C , alors chaque f G E est 03C6-dominée.

Soient f G C et e > 0 . Désignons par À l’ensemble des  e É tels que

f(» = i et o(w)  ( ; A est l’intersection du fermé G0 , d’un hyperplan fermé
(ne Contenant pas 0 ), et du compact 1 2 T , donc est compact. Son image K dans

e

X est donc compacte, et égale à l’ensemble des x G % tels que f(x) > 
d’où le résultat.

Cette notion de domination a été remarquée par E. G. EFFROS (cf. [5], proposition
4.5), et ensuite utilisée par A. GOULLET de RUGY dans le cas particulier des fonc-

tions pOUr la représentation de certains M-espaces (cf. [9]) o Nous l’utiliserons
dans le Paragraphe 4, pour donner un théorème de représentation des espaces de

Kakutani généralisant ce résultat.

3.7. PROPOSITION. - si chaque f e E est 03C6-dominée, alors, pour tout f e c et

tout E > ° , il eXiste Un Compact K de % tel que l’on ait | (p)| ~ E , pour
tOUt kà OE et tout p e E satisfaisant )p ) 1  f et p = o sur K .

Soit K le compact formé des X G ’l tels que f(x) > eçp(x) . Les hypothèses sur
P ’ P ’  E.° i. e. P G > , donc que ’»P> ’  E pour tOUt

t?

Ceci nous conduit à poser la définition suivante:

3.8. Définition. - Soit  Une forme linéaire relativement bornée sur E . Nous

désignerons par (m) ia propriété suivante:

(i°I) Pour tout f " C et tout e > 0 , il existe un compact K  3l , tei que l’on
ait )P(D) Î 5 É , pour tout p G s satisfaisant )p )  f et p = o sur K .



Cette définition généralise la propriété (M) de [3] (§ 5, n° 2, proposition 5, 

p. 58). Dans un prochain article, nous montrerons que l’on peut étendre cette pro-

position à notre situation.

3.9. PROPOSITION. - Soit ~ une forme linéaire positive sur E . Si  a la

propriété (~~~, alors  a la propriété de Daniell. Si ~ a la propriété de

Daniell, alors ~, a un support.

Soit (f.) une famille de E filtrante décroissante d’enveloppe inférieure 0 .

Etant donnés un élément f0 de cette famille? et e > 0 , soit K un compact de

X satisfaisant (il). D’après la richesse de E ~ il existe g E C tel que g > 0

sur K et ~(g) ~ e . Un raisonnement classique de compacité montre qu’il existe
i tel que fi ~ g sur K et fi ~ f0 . Si l’on pose p = f. - inf (fi , g) , on a

et p = 0 sur K , donc (p) ~ e ; d’autre part,

donc finalement p(f. ) % 2E , ce qui prouve la première assertion.i

x porte évidemment » . Soit To l’intersection de tous les fermés T de X

qui portent p . Il nous suffit de montrer que T0 porte  . Donc, soit f G E

tei que f = o sur T0 (on peut supposer que f e C ) . Pour tout x £ To , il

existe un fermé T qui porte i, tel que x £ T . D’ après la richesse de E , il

existe g e C tel que gy ~ f , g (x) = f(x) et g = 0 sur T . On a
x x x x

(gy) = 0 ,donc g ) = 0 pour toute suite finie de points x . Ainsi ilx x

existe une famille (f. ) de Iù filtrante croissante et d’enveloppe supérieure f ,
telle que (fi) = 0 pour tout 1 . D’après la propriété de Daniell,

ce qui finit de prouver la proposition. 

3.10. Remarques.

1° Désignons par C~ (resp. C ) l’ensemble des formes linéaires positives con-
tinues sur E qui satisfont la condition (M) (resp. ont la propriété de Daniell).
Il est clair que 4 (resp. C~ ) est une face de En outre, on voit immédia-
tement que toute famille (~) de C~ (resp. C~ ) majorée dans C~ possède une

borne supérieure se trouvant dans C0M (resp. C0D). Ainsi, l ’espace vectoriel E’M i
(resp. engendré par C~ (resp. C~ ) est une bande (dense) de E’ . Remar-
quons que ces espaces vectoriels dépendent de la fibration principale n à laquelle
E est associé. La proposition 3.9 montre que n est le spectre de E ~ lorsqu’on
le munit d’une topologie d’espace de Riesz localement convexe compatible avec la



dualité (resp. ~E , E’ ~ ~ ~ par exemple (resp. o ( E , Ep) ).
2° En munissant E de la topologie o(E, E;) , qui est compatible avec la dua-

lité ~E ~ E+) , on en fait un espace de Dini, qui est supportable, d’après les ré-
sultats du paragraphe précédent ; on retrouve ainsi la seconde assertion de la pro-

position 3.3.

3° Si ~ est portée par une partie compacte satisfait évidemment à

la propriété (i~2~, donc possède un support, qui est compact. Nous dirons que  est

une forme linéaire à support compact.

L’affirmation de la proposition 3.7 est en fait une généralisation de la condi-

tion de Prokhorov, si l’on ajoute que u003C6 est faiblement borné (cf. [3], § 5, n° 5,
définition 2, p. 63). On généralise de même le théorème de Prokhorov (théorème 1,
loc. cit.).

3.11. PROPOSITION. - On suppose que_ E est en dualité avec ~ (ensemble de
toutes les formes linéaires relativement bornées sur E ayant la propriété (M~ ~.
Si T est une partie faiblement bornée de , et si, pour tout f E C et tout

£ > 0 , il existe un compact tel que l’ on ait ))J.(p) ) ~ £ , pour tout
~, et tout p E E satisfaisant ! p ~ 1  f et p = 0 sur K , alors T est

faiblement rel ativement compacte.

Il est clair que l’on peut supposer T fermée et contenue dans C~~ . L’adhérence
de T dans C étant faiblement bornée, elle est faiblement compacte, puisque C’"
est faiblement complet. Il suffit alors de constater qu’une limite faible d’ élé-
ments de T a encore la propriété (M).

3.12. Définition. - Soient ~ une forme linéaire positive sur E, ~, un ouvert

et T le fermé complémentaire. Nous poserons, pour toute f E C ,

g parcourant l’ensemble des éléments de C tels que g ~ f et g = 0 hors de t!.

(resp. g f sur T ).

3.13. PROPOSITION. - ~ et n, sont additives sur C donc définissent des
formes linéaires positives, et on a ~=~+n, . D’autre part~ ~ est portée
par T.

~ est additive sur C , car, si fi , f e C , alors l’ensemble des g e C

tels que et g= 0 hors de U, et l’ensemble des g.+g~ ~ gi e C ,
tels que g~ ~ f~ et g~ == 0 hors de U ~ sont égaux. En effet, le second est
évidemment inclus dans le premier. Réciproquement, on pose g = inf(g , f ) et



g~ = g - et il n’est pas difficile de vérifier que g et g~ satisfont les

deux conditions. L’additivité de découle de la formule ~ = )j~ ~ qui est

immédiate, car, dans la définition de ~ ~ on peut supposer que g = f sur T et

g ~ f . La dernière assertion est évidente.

3.14. THEOREME. - Si E est un espace quasi de Kakutani de spectre n , alors

toute forme linéaire continue a la propriété (M).

C’est évidente par la proposition 3.7 et la remarque 1 de 3.10.

3.15. COROLLAIRE. - Si E est un espace quasi de Kakutani de spectre n ~ alors

E est un espace de Dini.

Cela est évidente par la proposition 3.9. Remarquons que ce résultat avait déjà

été obtenu dans [l2~ (théorème 5.3).

La réciproque de ce corollaire est fausse, même si E est muni de la topologie

de l’ordre (cf. exemple 3.22 (iii)).

3.16. Définition. - Les ensembles lorsque cp est en plus continue sur un

compact K de X et infinie à l’extérieur, forment un système fondamental de voi-

sinages de 0 pour une topologie d’espace de Kakutani sur E , que nous appelle-
rons évidemment topologie de la convergence compacte. Pour tout compact K , on

peut choisir une section continue ~ de définie au-dessus de K et stric-

tement positive, en la prolongeant par + co hors de K , et considérer les e.~
( e > 0 , et K compact de X). 

3.17. PROPOSITION. - Si E est muni de la topologie de la convergence compacte
alors le dual de E est égal à l’ensemble des formes linéaires à support compact.

et un voisinage de 0 dans E tel impli-

que j~(f)j ~ 1 . Pour tout g e E , tel que g = 0 sur K , on a 1/e.g e 
pour tout E > 0 y donc | (g)| ~ e y et par suite n,(g) = 0 . Donc  est portée
par K , et donc à support compact (cf. 3.10~ remarque 3).

Réciproquement, soit K un compact de X portant ~ . D’après la richesse de E ,
il existe f e E tel que f > 0 sur K et = e ( e > 0 donné). Si l’on

désigne par cp la restriction de f à K , prolongée par + co hors de K , il

est clair que j~(g)) ~ e pour tout g ~ donc Il ~ E’ .

La proposition suivante caractérise les formes linéaires relativement bornées

ayant la propriété (il) par une propriété de continuité. Elle généralise la proposi-
tion 12 de [3] (§ 5, n° 6, p. 65).



3.18. PROPOSITION. - Soit ~ une forme linéaire relativement bornée sur E .

Pour que  satisfasse la propriété il faut et il suffit que la restriction

de w à chaque intervalle (- f , f) , pour f e C , soit continue pour la topolo-

gie de la convergence compacte.

La condition est suffisante. En effet, étant donnés f e C et e > 0 , il existe

tel que (- f ~ f)) e) . En particulier, si

p ~ E satisfait et p= 0 sur K , on a bien | (p)| ~ ~ .

Réciproquement, soient f e C , g e (- f , f) , et e > 0 . Considérons un com-

pact K satisfaisant la propriété (M), avec ~/2 , et 03C6 continue sur K , valant

+ ~ hors de K , et provenant d’un élément f~ e C tel que )~(~) ~ e/2 . Pour
(-f ~ tels on a

car f ~ s’annule sur K , et ce qui

prouve notre assertion.

Voici une réciproque du théorème 3.14 :

3.19. On suppose E est muni d’une topologie d’espace de Riesz

localement convexe plus fine que celle de la convergence compacte. Pour que E

soit un espace quasi de Kakutani de spectre il faut et il suffit que toute
forme linéaire continue satisfasse à la propriété 

La condition est nécessaire, d’après le théorème 3.8, Réciproquement, E est un

espace de Dini, 9 d’après la proposition 3.9, donc de spectre n (Scholie 2.19). En
outre, puisque toute forme linéaire positive à support compact appartient à un cha-

peau (proposition 3. 17), on conclut par le lemme qui suit.

3.20. est une forme linéaire positive satisfaisant à la propriété
(M), alors K parcourant les compacts de X.

Soit f E C . Il nous suffit de montrer que ~(f) = sup fK ( f ~ . Etant donné
e > 0 , soient K un compact vérifiant (~Z~, et U son complémentaire. On a

p parcourant les éléments de C tels que p ~ f et p -~ 0 sur K ~ d’où le ré-
sultat.

3.21. COROLLAIRE. - Pour que E ~ muni de la topologie de l’ordre, soit de spectre
Tr et un espace quasi de Kakutani, i. e. que le cône C* des formes linéaires



positives sur E soit presque bien coiffé, il faut et il suffit ue toute forme

linéaire positive sur E ait la propriété (P~~).

3.22. Exemple. - Considérons l’exemple classique de CHOQUET ([4J, p. 284). Soit

A une partie de (0, 1) , et supposons que X = (0 ~ 1) - A est dense. Pour tout

a E A , désignons par cp 
a,a 

la fonction définie sur X par x ~-~~ ~ x -- 
Soit E A l’espace vectoriel engendré par ~( (0 , 1)) et les t~ , pour a E A

et 0 ~ 03B1  1 . C’est un espace de fonctions riche sur X , que nous munirons de la

topologie de l’ordre.

E. est adapté à C([0, 1)) , car, pour tout f E lllà , il existe g E E. qui

domine f module 1)) , c’est-à-dire que, pour tout e > 0 , il existe

h E ~~(0 , 1~) tel que ~f ~  eg + h . Cela entraine que toute forme linéaire re-
lativement bornée  sur E A est déterminée par sa restriction à C( (0 , 1)) ,
qui est une mesure de Radon sur (0 , 1) pour laquelle tout f E E A est intégra-
ble et d’intégrale égale à (f) . Eg s’identifie donc à un sous-espace solide de

m([0 , 1)) . Tout  E E+ s’écrit de manière unique sous la forme a + d , où
est une mesure atomique portée et d une mesure diffuse. On en dé-

duit que toute forme linéaire réticulante sur EA est évaluante sur X, donc que
le spectre de EA est trivial de base 3C . Remarquons que la mesure de Lebesgue
sur (o ~ 1) appartient toujours à E+ .
On a les résultats suivants :

(i) Soit  une forme linéaire positive sur EA. Pour que ~ ait la propriété
de Daniell (sur X), il f aut et il suffit que *(A) = sup (K) = 0 , K parcou-

rant les compacts contenus dans A .

La condition est nécessaire. Pour tout compact on a }j,(K) = inf ~,~f) ~
où f E ~~ (0 f 1)) et f ~ 1 sur K, et, comme l’enveloppe inférieure de ces f

est 0 sur X , on a bien (K) =0 .

La condition est suffisante. Soit (f.) une f amille filtrante décroissante de

EA d’enveloppe inférieure 0 sur fil , et soit F l’ensemble fini des points de

(0 , l) où f o n’est pas définie. Sur (o ’ 1) - F , les fi sont continues,
donc inf fi y est semi-continue supérieurement, et égale à 0 sur un conte-

Le complémentaire dans (0 , l) de cet ensemble est par suite négligea-
bl e, et on a

r* n

(cf. corollaire 2, proposition, chapitre 4, n° 4, p. 145 de [2]).



(ii) Si A est l’ensemble des irrationnels de (0, 1) , toute forme linéaire

positive sur dont la mesure associée est diffuse, n’a pas la propriété de

Daniell sur X . Donc EA est un espace de Riesz fonctionnel qui n’est pas un es-

pace de Dini.

(iii) On sait (cf. ~~0~, p. 514) qu’il existe une partition de (0 , 1) en deux

ensembles totalement imparfaits A et X . Cela signifie que tout compact contenu

dans l’un ou l’autre est au plus dénombrable. D’après (i), on voit que toute forme
linéaire positive sur EA a la propriété de Daniell sur ’~ . Par contre, toute

forme linéaire positive ~ dont la mesure associée est diffuse n’a pas la proprié-
té (ï-l). E A est donc un espace de Dini qui n’est pas quasi de Kakutani, ce qui ré-

pond à une question de A. GOULLET de RUGY (cf. 2. 29 de [7]).

3.23. PROPOSITION. - si X est localement compact, alors toute forme linéaire

positive sur E ayant la propriété de Daniell satisfait à la propriété (M).

Soient f E C et E > 0 . On a n(f) = IL parcourant les ouverts re-

lativement compacts contenus dans l’ouvert de positivité de f , d’après la proprié-
té de Daniell. Il existe donc un ouvert U relativement compact tel que

L’ensemble compact K = U vérifie alors la propriété (~~~, car
~;( f ~ - ~, u (f ~ , en désignant par V le complémentaire de K .

3.24. Remarque. - Cette proposition s’étend immédiatement au cas est réu-

nion d’un ouvert localement compact et d’une partie compacte, en plus, généralement,
dont la trace sur tout ouvert de positivité est relativement compacte.

4. Espaces de Kakutani.

Nous conservons les mêmes notations que dans le paragraphe 2 (cf. 2.l).

4.1. - Supposons que E est un espace de Kakutani de spectre ~ . Il existe donc

un système fondamental de voisinages de 0 formé d’ensembles de la forme U

(cp E ~~ . Remarquons que, d’après le lemme 3.6, chaque f E E est ~-dominée, i. e.

03C6-dominée, pour tout cp ~ 03A6 .

4.2. PROPOSITION. - Soit $ un ensemble de sections (p semi-continues inférieu-
rement et strictement positives de rr-- . L’ensemble des f E qui sont
dominées est un espace de sections, si, et seulement si, $ possède la propriété
suivante :

Pour il existe c~ E ~(~ ~ ~ 0 et > 0 , et un voisinage
V de x , tels que l’ensemble des y satisfaisant 03C3(t) ~ ~03C6(y) soit compact
pour tout e > 0 et tout 03C6 ~ 03A6 .



L’ensemble considère étant évidemment un sous-espace solide de c’est un

espace de sections si, et seulement si, pour tout x e X , il existe f e 

qui soit ~-dominée et telle que f(x) ~ 0 . 
-

La condition de la proposition est suffisante. En effet, il existe f e 

tel que 0 , 0 ~ f ~ o- et f==0 hors de V ; par suite, l’ensemble des

y e X tels que est fermé, et contenu dans l’ensemble des y e V

tels que donc compact pour tout e > 0 et tout 03C6 ~ 03A6 , ce qui

prouve que f est ~-dominée.

La condition est nécessaire. Etant donné f ~ ~-dominée et telle que

f(x) ~ 0 , choisissons a e telle que 0 j~ et 0  o(x)  f(x) , et pre-

nons pour V l’ensemble des y tels que f(y) V étant un voisinage

fermé de x ~ le résultat est immédiat.

4.3. Remarques.

1° Comme le montre la démonstration de la nécessitée si la condition de la pro-

position est vraie pour un 03C3 , elle est vraie pour chaque o ~ telle que

et a(x) > 0 (le voisinage V dépendant alors aussi de o T.
2° Il est clair que l’on peut supposer que $ est saturée i. e. que, pour tout

03C6 ~ $ et e > 0 , on a ~.03C6 ~ 03A6 , et que, pour tout !p ~ 03A6 , on a

~) ~ $ . 
1 2

4.4. Définition. - Lorsque l’ensemble des f e C(03A0R) , qui sont 03A6-dominées, est

un espace de sections, et lorsque la topologie d’espace de Kakutani dont on le mu-

nit, définie par les U~ (~9 = $) ~ est séparée (i. e. lorsque, pour tout x 

il existe 03C6 e $ tel que )y nous le désignerons 

4.5. PROPOSITION. - Le spectre de 0 (n ) est n .

Par la proposition 3.7, chaque forme linéaire continue sur a la proprié-
té (t’i)~ donc ~~(~p) est un espace de Dini, d’où le résultat, par le Scholie 2.19.

~ ~

4.6. Tout espace de Kakutani s’identifie à un sous-espace coréticulé

dense d’un espace 

’ ’ ’

L’introduction 4.1 nous montre la première partie, reste à voir la densité. Le

spectre de étant n ~ on peut appliquer le théorème de Stone-Ueierstrass

(théorème 4.8 de [ 12]) .

4.7. - Nous allons maintenant nous intéresser au cas norme. $ est donc formé

des (e > 0) ,où 03C6 est une section semi-continue intérieurement et stricte-



ment positive de n? satisfaisant la condition de la proposition 4.2. Nous note-

rons~ dans ce cas, par l’espace ~(~p) ’
Désignons par T l’adhérence privée de 0 de l’ensemble des points extrémaux de

u003C6 n C0 (muni de la topologie faible E) ). E. G. EFFROS (cf. [6], théorème

3.6) a démontré le résultat suivant, en utilisant la technique des mesures maxima-

les. Nous en donnons une autre démonstration utilisant les résultats du paragraphe

1. Remarquons que, lorsque E est un M-espace, max E est homéomorphe à X,

d’après le théorème de Krejn-Smul’jan ([l3]~ théorème 6.4, p. 152) et la proposi-
tion 1.12.

4.8. PROPOSITION. - - Si 0 (n~) est un M-espace, est homéomorphe au

quotient de T par la relation d’équivalence induite par R ( " t~ et B; appar-

tiennent à la même génératrice").

La restriction de n à T peut s’identifier à l’application quotient. Comme

elle est continue, il nous suffit de montrer qu’un fermé saturé A de T a une

image fermée dans X, i. e. que le cône engendré A est fermé dans G , c’est-à-

dire, que A est la réunion des génératrices extrémales d’une face fermée de C
(proposition la 12). Comme 55’(A u (0)) est un tube de C (lemme le cône

engendré F est une face de C , Nous allons prouver que F ==c5(Au(0)) .
D’après le théorème de Krejn-Smul ’jan, il en découlera que F est fermée, d’où le

résultat, puisque A est évidemment la réunion des génératrices extrémales de F.

L’inclusion u (0)) c: p n U est évidente, et, pour l ’autre, il suffit de

montrer que la jauge (p’ de u (0’{) est égale à 03C6 sur u {0}) . Ces

deux jauges étant additives, semi-continues inférieurement et égales sur A u 

on a le résultat, d’après la proposition 6 de [l] (chapitre II, § 5, n° 4, p. 87)~
car une fonction affine continue plus petite que 03C6 (resp. 03C6’ ) sur A u (0) est

plus petite que 03C6 (resp. 03C6’ ) sur c5’(A u (0’{) (proposition 1 de [l]y chapitre
II, § 7, n° l, p. 106).

4.9. Définition. - Soit Y un espace topologique. Y est dit un espace de

Kelley, lorsqu’une partie A de Y est fermée si, et seulement si, A n K est

fermée pour tout compact K de Y .

4.10. est un et seulement si, X est un es-

Kelley, et Si, pour tout compact K de X, il existe j e C(n ) telle

que a > cp sur K . 

La première condition est nécessaire, diaprés la proposition précédente, car le
quotient d’un espace de Kelley est un espace de Kelley, et parce qu’un espace
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topologique localement compact est un espace de Kelley. Il en est de même pour la

seconde condition, car D03C6(03A0R) est muni de la topologie de l ’ordre, qui est plus
tp

fine que celle de la convergence compacte.

Réciproquement, soit «n> Une suite de Cauchy dans D03C6(03A0R) . Pour tout 

est fini, donc (f n (x) ) con-verge dans 03A0-1R(x) vers un point que nous note-

rons f(x) . On vérifie immédiatement que la suite (f ) 03C6-converge vers f , donc
n

que f est 03C6-dominée. Etant donné un compact K de 3l , avec J comme dans l’é-

noncé, on voit que (f ) 03C3-converge vers f sur K , donc que f est continue
n

sur K , et par suite sur f£ .
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