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Séminaire CHOQUET A3-01
(Initiation & 1'analyse)
7e année, 1967/68, n® A.3 16 novembre 1967

/
EMPLOI DES HARMONIQUES SPHERIQUES

par André SOMEN

0. Préambule.

CALDERéN, dans le § 6 de [3], p. 28-37, propose une nouvelle démonstration du
\
théordme 3 de 1'exposé précédent de notre séminaire (COURREGE [4], page 3). C'est

le’ théordme 4.4 de ma causerie.

Le lecteur est d&s maintenant invité & construire, & l'aide du passage cité de
/
CALDERON et des §§ 2.6 et 2.7,pages 36-44 de BOCHNER [1], un exposé personnel en

délaissant d'emblée 1l'esquisse qui suit.

Le mathématicien aura pour loi le retour aux textes sources, plutdt que la quéte

de commentaires parasites.

1. Notations [Les étoiles renverront aux numéros correspondants du § 5, appendice J.

On se place dans g? (n entier > 2 ) muni du produit scalaire (v, w) k—$>®ﬁw)

euclidien. L'ouvert complémentaire de 1l'origine est noté B

Voici par ordre d'entrée en jeu d'autres notations.

(1) @6 = ensemble des polyndmes homogénes de degré 6 >0 , & n variables
réelles et & coefficients complexes.
52 62 n
(2) & == + eee + —5 le laplacien de R .
axl ox,

(3) @6 A= ensemble des polynfmes qui appartiennent & @
’

. . n
tions harmoniques dans R .

5 et qui sont des fonc-

Pour n = 3 et pour chaque § , ces polyndmes sont baptisés par ROBIN ([11],

tome I, chapitre III, § 36, page 141) "harmoniques sphériques ordinaires".

Pour n quelconque, MULLER ([10], définition 1, page 2) parle d'"harmoniques

sphériques [régulidres] d'ordre § en dimension n ".

(4) v = %, = sphére unité de gé .
(5) =g, = la mesure superficielle familidre sur Zn (prise comme dans 1l'ex-

posé précédent ([4], page 1) : sa masse totale ne vaut pas 1 ).



A3-02

(6) 22(2) = ensemble des fonctions complexes mesurables et de carrvé intégrable

pour la mesure ¢ sur % .

(7) g(s) = dimension de 1'espace vectoriel complexe &% pour § entier posi-~

tif 5 et g(s) =0 pour & <O .
(8) |v| = longueur du vecteur v € BP .
(9) @6|2 = ensemble des restrictions & ¥ des polyndmes appartenant a @6 .

(10) ¢ | est défini avec (3), comme (9) 1l'est avec (1).

854
(11) (Yk 6)k = une suite finie de polyndmes appartenant & @ , dont les res-
trictions & ¥ forment une base orthonormale quelconque de @6 A?z (qul est un

sous—-espace hilbertien de dimension finie de £ (2) )

\
L'abréviation Vp sera lue 'valeur principale" (voir COURREGE [ 4], théordme 2,

page 3).

La transformé de Fourier Sf d'une fonction f & n variables vaut au point

pE r®

~

(12) 52(e) =) 20 expl- a(vle)) av .

o~

(conformément & la note (10), bas de page 3 de 1'exposé précédent [4] ; la conven~
/
tion commune & BOCHNER et & CALDERON est différente).

(13) 2 désignera la sommation selon les couples (k , §) d'entiers positifs
k,8
ou & parcourt tout N , mais k=1, 2, ..., g(s) - g(s = 2)

Aucune de ces notations ne met en évidence le rdle de la dimension n .

2. Quelques résultats d'algébre.

% /N
2.1 . THEOREME.

(i) Avec les notations (1) et (7) du § 1, la dimension de 1l'espace vectoriel com-

plexe @6 vaut

dim @6 = g(s) = (n +6 - 1) .

(ii) L'application lindaire @6 - @6~2 : P> AP est surjective ( & entier
>2).

(iii) On a pour § entier positif

dim o\ = g(s) - gls - 2) .
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On prendra note du fait que dim @6 A crolt moins vite qu'un polyndme en §
14

quand § tend vers 1'infini.

2.2. Exemples de polyndmes harmoniques: homogénes.

2.2.1. Cas § = 0 . L'espace @O A= @O est constitué des constantes :
- ’
dlm @O,A'—— 1 .
2.2.2, Cas & =1 . L'espace @1 A s @1 est constitué des formes lindaires :
?
im ® = .
dim 1,A n

2.2.3. Cas n=2, § 22 .Ici dim @6 A 2 . Identifions ﬁ? & C par

’
(x ’ y) b= 2z = x + iy . Les deux fonctions de 2z : Re(zﬁ) ’ Im(zs) forment

une base de

P
8,0
[La valeur au point =z € C d'un polyndme harmonique est la moyenne de ses va-
leurs sur la circonférence de centre z et de rayon 1 . Une étude des polyndmes

P vérifiant la propriété "discréte" analogue
FP(z + 1) + P(z = 1) + P(z + 1) + P(z - 1))

est donnée dans SPITZER ([12], chapitre III, § 13, E3, pages 131-133).]

*
2.2.4°. Cas n =3 . Ici dim &% p=20+1.Pour § =2, en partant de la
’
liste
0x® - 2 - A2, N 22 - 22— 52
Xy ’ yz ’ Z2X y
on obtient une base de &b A on omettant un des trois polyndmes de la premidre
?
ligne.

2.3. La fonction v |—> iv|26 (notation (8) du § 1) fournit un exemple, mis en

jeu en 2.4, de polyndéme homogéne de degré pair 2§ .

* /A
2.4 . THEOREME. - Chaque polyndme P homogéne de degré § se développe en

(14) P(v) =X |v|® H
k

o e B

Qﬁi %: désigne la sommation selon les entiers k vérifiant 0 < 2k <6 ), avec

H6—2k € @6~2k,A y» de maniére unique.

En omettant dans le second membre de (14) les facteurs lvl2k , on résoud dans
la boule unité de Bé le probléme intérieur de DIRICHLET pour la donndée frontidre
Pe @6|2 (notation (9) du § 1).
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3. Quelques résultats d'analyse.

/
3.0. Ce paragraphe transcrit certains des énoncés de CALDERON ([3], § 6, pages
31-35) qui concourent & la démonstration de notre théordme principal 4.4, et qui

restent intéressants détachés de ce contexte.

Leurs démonstrations invoguent souvent les formules

) g2
IV (f ag + (grad £ | grad g)) dr = v on do

(avec des notations et des hypoth&ses courantes en géométrie différentielle). On
les trouve dans FLAIDERS ([7], § 7.1, page 83), et pour n = 3 dans BRICARD ([2],
chapitre VI, formules (79,1) et (79,3), page 144).

e /
3.1 . THEOREME. - Dans l'espace préhilbertien 32(2) s les sous-espaces @6 AIZ
?

(gg 8 parcourt N ) sont deux & deux orthogonaux et leur somme directe est par-

tout dense.

3.2*. Comme @6 Alz est un sous-espace hilbertien (de dimension finie) de QE%Z)
1

la forme lindaire P }—> P(s') (st e€s) sur @ A provient du produit scalaire
H

6

[es 261) o, (v1) ao(ot)

viey

ou Qs' € ne dépend que de § et du point s' pris sur T .

P e.a

* / N\
3.3". THEOREME. - Soient § entier positif et (Yk 6)k une suite de polyndmes
?

harmoniques homogénes de degré § , dont les restrictions a Y. donnent une base

orthonormale de @6 A‘z (conformément au théordme 2.1, k varie de .1 2
, Jyarie de 2
g(ﬁ) - g(ﬁ - 2)) .

Alors la fonction

2 (v

2
X ) =C (somme finie !)
k<8

est constante sur 3 , et ne dépend que de n et & :

g(s) -~ g6 - 2)
masse totale de oy

[Sachant que € est constante, 1l'intégration sur § montre qu'elle est indé-

pendante du choix de la base orthonormale.
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3.4. Cet énoncé évoque les relations

(L cos 69)2 + (& sin 69)2 =-% ( & entier positif) !

S
Quand n = 2 , les formules donnant les coefficients d'une série de Fourier permet-
tent de deviner le développement trigonométrique de Qs,(e) y OU 6 parcourt la

circonférence unité (voir 3.2 pour la notation Qs‘ ).

Dans le méme ordre d'idées, les théorémes 2.4, 3.1, 3.6 prennent eux-aussi un

visage familier dans le cadre n = 2 .

* /N ,
3.5". THEOREME. - Soit P€ @  , , normalisé par ||B|| =1 . Avec
?

lg| = By + eee * B
posons

58l
BB B

L an

On a alors avec une constante ne dépendant que de ]BI et n

|3y ()| < ote vlo-lel go/2lel-1 (o gmy

* 7 N\
3.6 . THEOREME. - Prenons pour chaque entier positif § une suite (Y de

k,é)k
polynémes comme dans 1l'énoncé 3.3. Soit f définie sur ¥ et appartenant &

ﬁz(z) . D'olu le développement

(15) fao 2 b
k,

Y
6 k’6 k’a

de f en série orthogonale. Alors les assertions (i) et (ii) suivantes sont équi-

valentes,

(i) Il existe sur ¥ une fonection f indéfiniment dérivable telle que, presque
partout sur ¥ , on ait f = § .

(ii) On a pour tout entier r positif

(16) Z 8"
ky8

LU

Enfin, si ceci a lieu, le second membre de (15) converge absolument, et unifor-

mément sur ¥ , vers Y .

Si une famille de nombres bk 5 vérifie la propriété résumée par (16), nous di-
4

rons qu'ils sont "4 décroissance rapide par rapport & § ".
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4, Schémg de la démonstration du théoréme principal 4.4.

* ‘
4,1, 8i la transformation de Fourier est normalisée comme en (12), § 1, on ob-

tient, quand P est un polyndme harmonique homogéne de degré §, la relation

5(p exp(—'%l 12)) = 18 (2m™2 p eXp(—-%l 12) (Pep, )

qui intervient dans la preuve de 4.2.

N /
4.2%. THEOEEME. - Soit P wun polyndme harmonique, homogéne de degré § stricte-

ment positif. Alors la fonction

(17) v > 2 W0 (ve E)

est positivement homogdne de degré - n , de moyenne nulle sur ¥ (autrement dit,

orthogonale dans 82(2) aux constantes).

La transformée de Fourier de la valeur principale de la fonction (17) vaut au

) 3%
point p e Bh

(18) Yg p(p)|p|™®

ol, quand § tend vers 1'infini, la valeur absolue du coefficient Y6 (lequel

vaut
5 n/2 F(‘g‘)
(19) Vg =1 A5
2

reste bornée, et celle de son inverse, TJ;T-, croit moins vite qu'un polyndme en
8
8 .

Cette transformée de Fourier (18) est positivement homogéne de degré zéro et de

moyenne nulle sur % .

3#*
4.3. Prolongement positivement homogeéne & Bh des développements 3.6(15) vala-

bles sur Y .

4.3.1. Soit f positivement homogdne de degré =~ n , indéfiniment dérivable

*
sur Bn et de moyenne nulle sur ¥ . Le développement (15) de 3.6 valable pour

vte 3¢

' — N
(20) (v ) = ;Z bk,& Yk’é(v’) (23 bl,O est nul)
14

8
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fournit un développement

(21) £(v) = Z b

-n-§ *
€
P (v) vl (veRr)
absolument convergent, et uniformément convergent sur tout compact excluant 1‘ori-~
gine. Les restrictions & chaque sphére centrée & l'origine des termes du second
membre de (21) sont de moyenne nulle et deux & deux orthogonales (pour la mesure

superficielle de cette sphdre).

4.,3,2. Résultats analogues pour le degré zéro : remplacer dans le second mem-

bre de 4.3.1(21) les facteurs |v|'-n-6 par |v|~

X /
4.4 . THEOREME PRINCIPAL. - L'ensemble des valeurs principales des fonctions po-

sitivement homogénes de degré - n , indéfiniment dérivables sur le complémentaire

de l'origine et de moyenne nulle sur % est appliqué bijectivement par la trans-

formation de Fourier

Vp f > $(Vp f)

\
(voir COURREGE [4], page 2) sur 1'ensemble des fonctions positivement homogdnes de

degré zéro, indéfiniment dérivables dans le complémentaire de 1l'origine et de moyen-
o ] J

ne nulle sur T .

Pour le voir, il faut d'abord 1légitimer

S(vp 2 ...) =2 5(vp...)
k,8 k,6
ou les parenthéses des deux membres renferment respectivement la valeur principale
du second membre de 4.3.1(21), et celle du terme d'indice (k ’ 6) de ‘cetté série

4.3.1(21). Pour ce faire, il suffit de recourir au théoréme 2, page 3, de COURREGE

L4].

Pour établir la bijectivité soubaitée dans 1'énoncé, on remarquera que la trans-—
formation b 5 — Y& K, 8 (ol Yg est le coefficient étudié & la fin du théo-
’
réme 4.2) est une permutatlon de l'ensemble des suites & décroissance rapide par

rapport a § (termlnologle introduite & la fin de 3.6).

Le théoréme 3.6 apparait comme la clef de cette méthode.
5. Appendice (au sens figuré : qui peut &tre coupé).
(e e a b ara? v )
Les numéros suivis de APP. renvoient aux numéros antérieurs suivis d'une étoile.

2.1. APP. : Pour 2.1(i), voir FELLER ([6], exemple (b) du § 5, chapitre II, page
39).
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/
Voir CALDERON ([ 3], pages 28-31 du § 6) : il est loisible de rédiger cette partie
dans le style de GLAESER [8].

Pour n = 3, une solution explicite de AX = P (I’G @6 y XER est donnée

5+2)
par ROBIN ([11], tome I, chapitre III, § 37, formule (16), page 147).

2.2.4, APP. : D'aprés KELLOG ([ 9], chapitre V, § 5, page 140).

/
2.4. APP. : Preuve dans CALDERON ([3], § 6, proposition 3, page 31) ; ou, pour
n=3, ROBIN ([11], tome I, chapitre III, § 44, formule (67), page 179).

3.1. APP. : Proposition 3(d) et théordme 2 de CALDERON ([3], § 6, page 31). Pour
1'orthogonalité, voir ROBIN ([11], tome I, § 43, formule (47), page 168). Pour
n = 3, le développement en série orthogonale, prévu par 3.1*, est écrit par ROBIN
([11], tome II, chapitre VI, § 105, formule (204), page 341).

/
3.2. APP. : CALDERON ([3], § 6, page 32) nomme Q y une "harmonique zonale de
pdle st M,

L'aspect géométrique de la classification des harmoniques sphériques est donné
par le § 40, pages 155-158, et le § 42, pages 165-168, de ROBIN([11], tome I) ;
pour n quelconque, lire "la bible"([5], tome 2, chapitre XI, §§ 11.1, 11.2, 11.3,
pages 232-240).

/ .
3.3. APP. : Voir CALDERON ([ 3], § 6, corollaire du théordme 3 et début de la .
preuve du théoréme 4, pages 32-33).

/
3.5. APP. : CALDERON ([3], § 6, théordme 4, page 33).
/
3.6. APP. : CALDERON ([ 3], § 6, théordme 5, page 35).
4.1. APP. : BEn théorie analytique des nombres, cette relation est baptisée "for-

mule de Hecke" : Voir BOCHNER ([1], théoréme 2.7.3, page 43), (ou i® doit &tre

/ -
w it ), ou CALDERON (| 3], § 6, lemme 1, pages 35-36).

/
4.2. APP, : CALDERON ([3], § 6, théordéme 6, page 36).

. /
4.4. APP. : CALDERON ([3], § 6, théordme 5, page 35).
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