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11-01

CÔNES CONVEXES ET THÉORIE SPECTRALE

par Claudine RUGET

Séminaire CHOQUET
( Initiation à l’Analyse)
6e année, 1966/67, n° 11 9 février 1967

(d’après Helmut SCHAEFER, [2] et [3]) ~ 
~

Helmut SCHAEFER s’est proposé d’unifier des études classiques, telles celle sur

le comportement spectral des matrices positives (en dimension finie) ou celle des

opérateurs hermitiens positifs dans un espace de Hilbert. Ces études, en effet, re-
lient la théorie spectrale à l’examen des espaces vectoriels topologiques ordonnés.

Dans une première partie, nous donnerons quelques définitions et théorèmes rela-
tifs aux espaces vectoriels topologiques ordonnés ; en particulier, nous introdui-
rons les notions de c8ne normal, et d’algèbre localement convexe ordonnée.

Une seconde partie sera consacrée à la généralisation de résultats antérieurs sur
les propriétés spectrales des éléments positifs dans les espaces vectoriels locale-
ment convexes ordonnés.

Dans la dernière partie, nous donnerons une caractérisation des éléments spec-

traux et des sous-algèbres spectrales d’une algèbre localement convexe, qui ne fera

intervenir que la notion d’ordre.

I. Espaces vectoriels topologiques ordonnés.

On considère un espace vectoriel topologique E ordonné par la donnée d’un cône

convexe K de sommet 0, propre (K n - K = ~0~ ~ et fermé (par la suite, le mot
cône signifiera c8ne convexe).

DEFINITION 1. - Un cône K est dit normal, s’il existe une base {Ui} de voisi-

nages de zéro telle que, pour chaque U. , si U. contient un point x > o , il
contient aussi tous les points y , avec 0  y  x .

DEFINITION 2. - Nous appellerons K-saturé d’un ensemble l’ensemble

(F + K) n (F - K) . Le K-saturé d’un filtre f sera le filtre des K-saturés des

ensembles de f .

PROPOSITION 3. - K est normal si, et seulement si le K-saturé de tout filtre

convergeant vers zéro converge lui-même vers zéro.



Démonstration. - Soit U un voisinage de zéro. Il existe V tel que V + V c U a

Soient alors V un élément de la base tel et W tel que W + W c Y .

On aura

dès que F C W . La condition est donc nécessaire. La réciproque est immédiate.

PROPOSITION 4. - Si E est localement convexe séparé, K est normal si et seu-

lement s’il existe un système (p ) de semi-normes définissant la topologie de E,

qui soient monotones sur K , c’est-à-dire que, quels que soient x, y dans K,

La proposition est la traduction de la définition l.

On en déduit la proposition suivante.

PROPOSITION 5 . - est un ensemble borné de K ! et si K est normal,
alors l’ensemble

r........._

est borné.

(immédiat par 1 ~ absurde.)

Remarquons que, y dans un espace séparé, tout cône normal est propre.

DEFINITION 6. - Soit 6 une famille d’ensembles bornés de E qui recouvre E .

Si E est localement convexe, on la suppose saturée ~c’est-à-dire : contient tous

les sous-ensembles et les multiples de chaque élément, et l’enveloppe convexe cer-
clée de toute réunion finie).

Un c8ne K est dit 6-cône, si {K n S ~- K n S~ , où S E 6 , est une famille

fondamentale pour 6 [V S, 3 6 tel que S = K n S’ - K n S’] .
Il est dit 6-cône strict, si {~K n S - K n S~ est fondamentale pour 6 .

DEFINITION 7,. - Soit (E , F) un système d’espaces vectoriels topologiques en

dualité, sur R ou C .

Le cône dual de K est le cône ( Re(x , y) > 0) .

~, , -. Soient E , F deux espaces vectoriels topologiques en dualité,
6 une famille de sous-ensenbles de F faiblement bornés tels que la 6-topologie



sur E soit compatible avec la dualité. Alors ,

(K normal pour 6) ===> (Kt est un 6-cône strict dans F) ,

en particulier : (K faiblement normal) -.- (K’ - K’ = F) .

Démonstration.

(a) [CS] : Si K’ est un 6-cône strict, les polaires dans E des r(S 
OE 

n K’ )

(enveloppe cerclée), S03B1 ~ 6 , constituent un système fondamental de voisinages de

zéro. Les semi-normes correspondantes sont monotones sur K .

(b) [CN] : Soit (U ) une base de voisinages de zéro de E telle que la jauge

de U soit monotone sur K , pour tout a . Les polaires S = U 0 forment, dans

F , un 6-système fondamental.

Et 

p a 
1 (0) 

est un espace norme, notons-le E 

a 
.

(E P03B1)’ = U(nS )= (formes linéaires continues sur E , bornées sur U ) .

Dans l’application de pro j ection : E ~ E 

pa 
,

L’ensembls S 
~ 

n K’ - S 
~ 

n K’ est 
convexe, équilibré dans ~ E ~ t . Si nous admet-

tons le résultat de KREIN-GROSBERG ~ ~ relatif aux espaces de Banach, comme
K . du fait du choix des p a ,est normal dans E 

, 
nous aurons  - K = (E 

p 
)’ ,

et S n K’ - S n K’ sera un ensemble absorbant de (E )’ ; celui-ci est tonnelé,
a a 

’

donc 
03B1 

n K’ est un voisinage de zéro de et par suite

~ ,

THEOREME 9. - Soient E, F deux espaces vectoriels localement convexes sur le

même corps. Si K est un 6-cOne de E, et si H est un cône normal dans F,
alors le cône

est un cône normal dans F) .

( ) Soit E un espace de Banach, soit K un cône normal dans E . alors
=E’ .



Démonstration. - K munit E d’un ordre propre, puisque K est total dans E

et H propre. D’autre part, le système ~r(S n K~~ (où S E ~ ~ est fondamental

pour 6, donc les semi-normes

engendrent la topologie F) , si (p ) définit celle de F . Si on sup-

pose les p 
a 

monotones sur H , les semi-normes définies plus haut seront monoto-

nes sur K .

DÉFINITION 10. - Nous appellerons algèbre localement convexe (sur £), un espace
localement convexe (sur Q) muni d’une loi de produit interne séparément continue
qui en fasse une algèbre. Nous supposerons, de plus, A unitaire.

Une algèbre localement convexe est dite ordonnée, si elle est munie d’un cône

faiblement normal (de sommet 0 ~ propre et fermé) qui contient l’unité, et, dès que

deux de ses éléments commutent, contient leur produit.

Exemples :

E(H) munie de la convergence simple ou uniforme, avec pour cône celui des opéra-
teurs hermitiens positifs,

où X est compact, munie de la topologie de la convergence uniforme.

DEFINITION 11. - On définit le spectre d’un élément a d’une algèbre localement

convexe ordonnée : c’est le complémentaire, dans la sphère de Riemann  , du plus
grand ouvert dans lequel la fonction X ~ (?~e - a~~~‘ est localement holomorphe

[sa composée avec tout élément du dual est localement holomorphe]. Cette fonction
est appelée la résolvante de a . 

Cette définition coïncide avec la notion habituelle de spectre, pour un élément

d’une algèbre de Banach unit aire. De plus, le spectre est donc un fermé, ce qui ne

serait pas toujours vrai avec la définition usuelle, dans ce cas plus général : Par

. exemple, si A = (~I Ci , où C , munie de la topologie produit. Soit
N 

1 ~-

L’ensemble des 03BB , tels que (Xe - n’existe pas, est l’ensemble {03BBn} , quin
n’est pas fermé. La résolvante n’est pas holomorphe au voisinage de zéro.



II. Eléments positifs.

THÉORÈME 12 (théorème de Pringsheim généralisé). - Soient E un espace locale-

ment convexe semi-complet sur Ç , et K un cône normal dans E . Soit n une

suit e d’ él ément s de K . Si la série 03A3 a 
n 

zn a pour rayon de convergence 1 , la

fonction analytique f représentée par la série est singulière au oint 1 . Si la

singularité est un pôle, il est d’ordre maximum parmi les pôles de f situés sur

le cercle z i - 1 .

(SCHAEFER affirme que, dans ce cas, f n’a pas de points singuliers essentiels

sur ce cercle.)

Démonstration. - Soit E0 l’ espace réel sous-jacent à E . Soit 03C6 ~ EÔ . La sé-
rie 03A3 an , 03C6> > tn a un rayon de convergence 1 , et

inf{r03C6 , 03C6 E E’0} w inf{r03C6 , 03C6 E K’} = 1 t

car, sinon, 03A3 a tn convergerait f aiblement pour - n  t  n , n > 1 , et d a-
n

~ a tn convergerait dans E , dans ce même intervall e ; f aurait
n

donc un prolongement holomorphe dans ~z~  ~ .

Soient alors p , 0  p  1 ,et c~ E EÔ positive sur K ,

séries à termes positifs ; par suite le rayon de convergenco de la séri e

00

est rrp - p , et la série 1 b (t - p~n a pour rayon 1 - p ~ ce qui prouve que
0 n

1 est un point singulier de f .

Supposons qu’il stagisse d’un pôle d’ordre k. Soit Ç un point du cercle

~z~ Î = 1 , et soit z = t~ ~ 0  t  1 . On a, pour tout p > k ,

Comme K est normal, ceci entraîne que



tendent faiblement vers zéro, quand t tend vers 1. Donc, si S est un pôle

d’ordre m, y nécessairement m ~ k .

COROLLAIRE 1. - Soit A une algèbre localement convexe ordonnée semi-complète,
et soit a un élément positif tel que le spectre de a (noté cr(a) ) ne contienne

pas ~ . Alors le nombre positif "rayon spectral de a " est un point de et

s’il est un pôle du résolvant, c’est~ sur le cercle un pôle d’ordre

maximum.

On pose 03BB = 1 z , et on applique le théorème précédent à f(z) = R(À) (qui, au

voisinage de l’infini, s’écrit 03A3 a À n+1) ) , car a appartient à K .
0

COROLLAIRE 2. - Soit E un espace localement convexe ordonné dont le cône posi-

tif est normal et générateur (K ~ K = E~ . Supposons de plus semi-complète

pour la convergence simple. Alors le corollaire 1 s ’applique à tous les endomor-

phismes continus positifs de E, tels que l’ infini n’ appartienne pas à 

En effet, E s (E) est alors une algèbre localement convexe ordonnée, d’après le
théorème 9, par le cône des endomorphismes continus positifs.

1. Cas des opérateurs compacts.

~ ,

THEOREME 13. - Soit E un espace localement convexe ordonné semi-complet, dont

le cône positif K est total. Si T est un endomorphisme positif compact tel que
r(T) (rayon spectral) soit strictement positif, alors r(T) est une valeur propre

de T avec au moins un vecteur propre associé positif. De plus, r(T) est un pôle
d’ ordre maximum du résolvante sur le 

~’ ~’

Démonstration. - Puisque K est fermé et propre, le cône K’ est total pour la

topologie faible E’) . Soit K’ - K’ ; E et E~ sont en dualité, et
K est normal pour E ) . D’autre part, puisque TK T est continu

pour cette topologie, car K a un intérieur non vide et est normal. Considérons :

E(E) , ensemble des endomorphismes continus de E pour Et) ; muni de la
convergence simple sur E, et

ensemble des endomorphismes continus de E pour muni de la

convergence simple sur K .

Pour ~~’ Î > r(T~ ’



est élément de r(E) comme puisque Tn K C K . Si rO(T) désigne le

rayon spectral de T comme élément du complété on a donc

Or le cône des éléments positifs de est normal, donc, d’après le théorème 12,

appartient au spectre de T (comme élément du complété soit

Mais T est compact, donc il existe, sur le cercle r(T) , une va-
leur propre de T, et par suite

r(T) = 

Si r(T) était un point régulier du résolvant, on aurait R(r(T) ) élément de

car K puisque K est fermé ; et, au voisinage de r(T) ,
R(?~~ serait holomorphe, comme élément ce qui est impossible ; r(T)
est donc un pôle du résolvant, dans E(E) , et dans ~ 0 (E~ . D’après le théorème 12,
il est d’ordre maximum sur le cercle z ~ Î = r(T) , quand R(À) est considéré à va-

leurs dans le complété donc il est d’ordre maximum du résolvant de T

dans E(E) .

Si P est le coefficient de la partie principale de au point X = r(T) ,
tout élément non nul dans l’image de P est vecteur propre associé à ~ . Mais

P = lim (X - r)k R(X) ,
Àlr(T)

donc PK C K , et comme K est total, il existe YO dans K tel que x~ = Py 0
soit vecteur propre de T ~ et positif.

III. Eléments et algèbres s~ ectrales.

1. Mesures spectrales.

DEFINITION 14.. - On appelle mesure spectrale sur l’ espace compact X à valeurs

dans l’algèbre localement convexe unitaire A , un homomorphisme continu  d’al-

gèbres topologiques : C(x) f~ A . o 
-

L’ algèbre C(x) est ordonnée grâce au cône P des fonctions positives ; lorsque
A est ordonnée, la mesure ~, est dite positive si K ~ où K est le cône

positif de A.

PROPOSITION 15. - Soit » une mesure spectrale de support X- ( complémentaire
du plus grand des ensembles ouverts de X dans lesquels la restriction de ~ est



nulle) o Le noyau de  est un idéal @-saturé de ~~~~ a et coïncide avec le noyau

de l’application

La proposition est immédiate en utilisant le fait que ~ est multiplicative et

continue.

PROPOSITION 16. - Si la multiplication dans A est B-hypocontinue à droite ou à

gauche, alors le cône K, image de  par  , est un cône normal de A.

Rappelons que la multiplication dans A est dite B-hypocontinue à droite (resp.
à gauche), où B représente l’ensemble de tous les bornés de A, y si : quel que

soit le voisinage V de zéro dans A ~ y et l’ensemble borné B , il existe un voi-

sinage de zéro W tel que WB C V (resp. 

Démonstration. - D’après la proposition 15, on peut supposer ~, injective. Sup-

posons, dans A ~ la multiplication B-hypocontinue à gauche (l’image de ~ est

une partie abélienne de A ). Soit ~U~ le filtre des voisinages de zéro dans A.

Pour tout U de ~U~ f le K-saturé [U] est inclus dans U + J(U - U) où

J = ~,( ~0 ~ 1) ) est borné. Le converge donc vers zéro.

COROLLAIRE. - Dans les hypothèses de la proposition 16, pour toute mesure spectra-
le ~, , à valeurs dans A ~ il existe un ordre sur A qui rende ~ positive.

Ce sera le cas, par exemple, si A est l’algèbre E(E) des endomorphismes con-
tinus d’un espace localement convexe, y munie de la topologie de la convergence bor-

née, ou simple si E est tonnelé.

2. Eléments spectraux.

.

DEFINITION 17. - Soit A une algèbre localement convexe unitaire. Un élément a

de A est dit spectral, s’il existe un espace compact X ~ 9 une mesure spectrale
 , à valeurs dans A , et une fonction f de tels que a = (f) .

THÉORÈME 18. - Si a est un élément spectral de A 9 et si X est le support
de la mesure spectrale correspondante, alors le spectre de a est égal à

"

Nous voyons, en particulier, que le spectre de a est borné.



Démonstration. - Soient X~ , n ~ alors (X - = ~ " est

définie et holomorphe au voisinage de Dans l’isomorphisme 

soit ~ la mesure spectrale associée à )JL . Alors la fonction

est holomorphe au voisinage de ÀO’ et ~,~f ~ ~ entraîne qu’elle coïncide

avec la résolvante de a 9 et donc ?~ 0 n’est pas dans 
.

Réciproquement, n’appartient pas au spectre de a , la résolvante R~~, , a~
est holomorphe au voisinage soit dans JX - ~  e . Soit t.. tel que

f(tO) ~. o , et considérons le voisinage de t o° °

Soit maintenant une fonction quelconque g E C(X) à support dans U , non nulle.

Nous allons montrer que ~(g) == 0 . Dans >2014~- ~ définissons

C’est une fonction holomorphe de À dans ce domaine, donc X ~ ~,(g ~ également,
puisque ~, est linéaire continue. Or (Xe - a) ~,(g ~ ~ au voisinage de l’in-

fini, donc

dans l’anneau e > |03BB - 03BB0| > 3~ 4 . Mais R(x) est holomorphe dans BJ l  ~ ,

donc ~(g~) a un prolongement holomorphe à tout le plan, et comme lim g = 0 ,~ 

~(~) = 0 d’après le théorème de Liouville, ce qui entraîne = 0 .

COROLLAIRE. - Dans les hypothèses du théorème, tout élément spectral réel a un
spectre réel~ et inversement, si un élément spectral a = a son spectre réel~
alors f est à valeurs réelles sur le spectre de .

On dit qu’un élément spectral est positif, si son spectre est inclus dans R~ .

Remarque. - Soient ~ une mesure spectrale sur X y et f e C(X) fixée. L’ap-
plication g t2014~ p/g o f) est une mesure v sur appelée mesure spec-
trale réelle ou complexe associée à a = On a alors a = B;(T) ~ où 1 =
identité sur le support de v . La mesure v est déterminée par a de manière

unique ([3], 5 3).



THEOREME 19. - Soit A une algèbre localement convexe semi-complète, dont la

multiplication est hypocontinue à droite ou à gauche. Soit a un élément de A.

Alors une condition nécessaire et suffisante pour que a soit spectral positif~
est qu’il existe un ordre sur A et un nombre y > 0 tels que 

Démonstration. - Si a est spectral positif, alors a = et la restriction

f 0 de f au support de  est positive. Or il existe un ordre sur A pour le-

quel  est positive, on aura donc alors

Réciproquement, si 0 ~ a ~ e pour un certain ordre sur A, nous allons définir

une mesure spectrale sur ~0 , 1) à valeurs dans A telle que a soit l’image de

l’identité sur (C~ , 1) . Considérons les polynômes de Bernstein

Tout polynôme positif s’écrit

Posons alors

p est un homomorphisme de l’ algèbre p des polynômes réels sur [0 , 1] dans A,
tel que le cône des polynômes positifs ait pour image un sous-ensemble du cône po-
sitif de A qui est normal. Par conséquent,  est continu et se prolonge à

1) de manière unique y et on a évidemment a = ~,( 1~ , y (0 , 1) .

COROLLAIRE 1. - dans une algèbre localement convexe ordonnée semi-complète,
on a : c e  a c e , où c1 , c = R y alors le spectre [c1 , c2] .

COROLLAIRE 2. - Une condition nécessaire et suffisante pour que a, élément de

A , soit spectral réel, est qu’il existe un nombre y > 0 tel que C(a , y) ==
cône engendra par U Kye - a)~ (ye + soit faiblement normal.

Tout élément spectral peut s’écrire a + ib , où a et b sont des éléments

spectraux réels (en prenant les parties réelle et imaginaire de f ) dont les mesu-
res associées commutent et sont positives pour un même ordre convenable sur A.

Nous allons voir que cette condition est suffisante pour qu’un élément soit spec-

tral, et qu’alors, a + ib est obtenu grâce à la mesure produit des mesures asso-

ciées à a et b . Nous citerons seulement le théorème d’existence.


