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L)

DIVISEURS N GEOMETRIE ALGEBRIOUE (suite)

- par Cs S4 SESHADRI

On va exposer lo thiéorie des frmilles nlgdbriques de diviscurs et de classes

de diviseurs d'aprés des papiers ind2its de CiVALIEY.

1. Inage réciproque A'un diviscur.

Scit ¢ un worphisme :'une variété Y dons une variété X o Le cohononorphis-
ne 'f* de ¢ , ost un homonorphisme de 1'amncou locnl OL?(Y) ds ¢ (Y) dans
le corps des fenctions rationnclles R(X) de X (Chap. II, II, [2])s Donc, si
f est unc fonction rationnellc sur X , d¢finis et non-nullc en au noins un
point de {(Y) fiee. si ¢ (¥) ¢ supp div £), ‘-»i;a*(f) =f D\ est une
fonction raticznelle non-nullc sur Y .

Soit D un diviseur sur X , tcl qus  w(¥) ¢supp D . D'apres ce qui précéde
si f est une fonction de définition do D on \Jz(y) y ¥ &Y, @ p st
une fonction rationnclle non-nulls sur Y . 5i on ddésigne par D(x) 0] ¥ l'ole-
nent de R (Y)/O déterminé par £ © ¥y on vérife facilencnt que 1l'applica=
tion y = D(4(F)) &y définit bien un diviscur (D) sur Y , qu'on

YN ] s e N *
appells inage réciproque de D par . L'inoge réciproque ¢ (D) de D par

S est définie si {(I) Gsupp D . On voit quc 1s fisceau cohlérent d'idéaux
fractionnaires associé » *(D) , considérd corne faiscenu de 0(Y)-nodules, est
1l'inage réciproque (au sens de la thécrie des fnisceaux de nodules) du faisceau
cohérent d'idéeux fraocticnnaires nssocié & D, considéré corme faisceau de
0(X)-modules. Dans le cas ou Y est une sous-veriété de X , et ¢ 1l'application
identique d¢ Y dans X , 1'image rlciproque de D p-r  est appelée diviseur

induit par D sur Y .

les diviseurs D sur X tels que ¢ (Y¥) ¢ supp D forment un sous-groupe du
groupe des diviseurs sur X et @* est un hononorphisme de cc sous—groupe dans
le groupe des diviseurs sur Y e

Soit {I ¢ Z-»Y uyn norphismc d'unc verilté Z dens Y et supposons que
(? o"{/)* (D) est d4dfini, 4alors -\i,;-* ( \ (D)) est défini et

@) = Cred o)
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C'est une conséquence immédiate du fait : si f est unc fonction rationnelle
sur X tellc que £@ (f o) soit définic (f @ W) @) ost définie ct
f®(god) = (£ @) ¥ (Chop. II, 1, [2]).

On peut définir de fagen rncloguc l'image riéciproque d'un diviseur additif,
etce

Re Familles algibricues de divisecurse.

Une application £ s T => ) arume V”I‘i-""bé T dans le groupedes diviseurs
D (X) sur une voriscté X (notdé par (a ) . m 65t appeclie algébrique ou famil-

le algébrique de divisecurs sur X pars m,t:z ‘e _par T, s'il existe un diviseur

D sur X x T , tcl que pour tout + €T, Dt soit 1'inege reciproque de D

per lo morphisne j, ¢ X —vX x T défini nar x ~> (x , 1) « On dit alors que
D est un diviseur dc définition de 1o frnille (Dt ) £ eT *
lc diviseur D dcfinit la famille olpdbrique (D+)t ¢ 7 Diranétréepar T .

On dit aussi que

Pour qu'un divisecur D sur X x T d’'finisse unc fanille algébrique de diviseurs
sur X , porenctrée par T , il fout ot il suffit qus supp D ne contienne
oucun ensenble de 1 forme X x t} s bt T . Les fanilles clgébriques de
diviseurs sur X parendtrées per unc varidété donndée T , fornent un groupe de

fagon évidente.

PROPOSITION 1. = Scit D wunc funille algébrique le diviscurs sur une varidété

X , paranétrée por une voriété T . Soit g ¢ T' —> T un norphisne d'unc

veriété T! dens T ; nlors 1l'application 1! ‘.)Dg(t') ’ (t* €T est une

famille nlgébrique d¢ diviscurs sur X poreuctrée par T' o Dfailleurs si
h: XyT'=»X xT est le norphisrnc défini par (x, t') =>=(x, g(t')) et si

D est un diviseur de difinition de la famillc i ‘b% £ eT 1l'inage réciproque

h*(D) cst Adfini, ct est un diviseur de Alfinition de 1n fanille algdbrique

Dottty 41 e v ®

On dénontre d'abord que 1l'inage rlciproque h*(D) est définie. I1 faut
vérifier h(X x T') ¢ supp D « On a h(X x T*) =X x g{(T') 3 donec si
h(X x T') Csupp D, on en dlduit X x tCsupp D pour un t €T , qui donne une
contradictiocne

Done h¥(D) est défini,ct ASfinit une fanille algébrique de diviseurs
{(h (D) )t‘) £ e T' sur X paranlbrée prr T!' o Pour terniner la du:lonstratlon,
i1 fout montrer (n* )y = Dv(t,) .
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$1 J et J,, sont les applications j : X=>X x T, : X=X x T

I

définies respectivenent par x — (x , g(t')) ¢t x— (x, t') , on g,
. N — q* — .* — *

J=hojl;dod Dy,y=3 (D)= Jgr (@) = (@7(D))y, -

PROPOSITION 2+ - Soit {D t} 4 op Une fanille algébrique de diviseurs sur une

variété X para c’trcc par unc variété T . Soit g ¢ X' =X un norphisne

deninent d'une veriété X' dans X ; alors l'application t <9 g*(Dt) est une

famille algébrique dc diviscurs sur X' paranétrée par T o D'ailleurs si h
est le morphisic h ¢ X' x T—X x T défini par (x' , t) — (g(x') , t) st

si D est un diviseur de A¢finition de 1 fomille algdbrique | t} beT ?

1'inage réciproque h (D) cst 4éfinie et est un diviscur de définition de la

fanille algébrique {g (Dt)} 4 eT *

Le morphisme h est aussi dominant et par conséquent h(X* x T) contient un
ouvert non-vide U dans X x T (psragraphs V, chap. II, [2]). Comme
" supp D doms X x T est fem, h(%' x T) ¢ supp D . Done h*(D) est défini et
fle méme g (D ) est définie pour chaque t ¢T . Ensuite on montre que
h (D) def:mlt une famille algebrlqua de diviseurs {(h*(D))t;} ber ST X' para-
métrée par T et que (n* (D))t =g (Dt) :8i jl et j, sont respectivement les
morphismes J! ¢ X' —>X' x T, j t X=X xT définis par X' = (x*, t),
x' €X' et x=>(x,t), x €X,ona hojl=j 08 et
(j o g)(X') = g(X') x {t} . D'aprds 1l'hypothése X x it} < supp.D. Donec
(h o] 1{J) (D) st (jt o g)*(D) sont définis, ce qui impdique que h *(D) est
définie et

(h o 3)*(0) = 1 E* D) = (1)) = (I 0 ) (D) = £°GFD) = &"(D,)

et la démonstration est terminée.

PROPOSITION 3. = Soit {D, ], (q Wns famille algébrique de diviseurs sur une
variété X paramétrée par une variété T . Soiemt g : X' =X um morphisme
dominant d'une variété X' dans -X et h, ¢ T' — T un morphisme d'une variété

T' dans T « Alors 1'application t' — gl( h ('b‘)) est une famille algébrique de

diviseurs sur X' pareméirés par T' . D'ailleurs si D est un diviseur de
définition de la famille algébrique SDw pep Stsi bz X' xT'—=>XxT

' * 208 s
le morphisme défini par (x' , t') = (g (x'), 1(t')), h7(D) est définie,

ot définit la fomille alpdbrique |g (Dhl @)f g1 et *
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C'est une conséquence immédiate des propositions 1 et 2.

REFARQUE, = Dans les paragraphes suivante on utilise assez souvent la famille
algébrique ‘ng'(t,)?;= LT ? définie comme dans la proposition 1. On l'appelle

1'image réciproque de la famille algébriqus §Dt2_ 4 er Par le morphisme
g: T' =T,

THEOREME 1. - Soient {D,} ,  q
variété X , paramétrée par une variété T €t D un diviseur de définition de
la famille -}:Dt; tepeSiona D 20 (resp. D, = 0) pour tous les points

t d'une partie decnse d¢ T , ona D »0 (resp. D =0) , et par conséquent

Dt 20 (resp. D’o = 0) pour tous les points t de T .

une famille algébrique de diviseurs sur une

Les assertions relatives au cas ol D’o =0 pour t appartcnant & une partie
dense de T se déduisent du cas ou Dy >0 en observant que D, = 0 équivaut
& D, 720 et - D, > 0 o Done il suffit de démontrer le théoréme dans le cas ol

t

Dt>’ 0 pour t appartenant & unc partie denss de T .

On montre d'abord qufon peut se ramener au cas ou X et T sont affinss. Soit
(xo ’ to) un point de X x T j; on veut montrer que D est positif en ce point.
Soient Xo et T, des ouverts affines d¢ X et T contenant x_ et ty
respectivement. Si 1 X —3> X est 1l'application identique de X dans X
d'aprés la proposition 3, lt famille de diviseurs S(i (D )} t €T est une famille

algébrique de diviseurs sur XO paramétrée par To et si D! est la restriction
de¢ D & X xT , D' est un diviseur de définition de la famille algébrique
il (D )} teT_ + 5i D' &8t positif en (x ) ) , D est positif en

(xo , to) et d'a1lleurs {i (D )3 teT, est positif pour t appartenant 3 une

partie dense de TO (comme l’:.ntr_r.,ect:.on d'une partie dense avec un ouvert est dense
dans cet ouvert). Donc on est ramens au cas o X et T sont affines et a partir

de maintenant on foit cette hypothése.

On montre ensuite qu'on peut se ramener au cas ou D est principal (i. e. divi-
gseur d'une fonction rationnelle sur X x T ). Soit f wune fonction de définition
de D en un point (x, , t) X xT.S0it divf =D + D' 3 supp D' ne rencon-
tre pas  (x, , to) . Comme X x T cst affine, il existe une fonction régulieére
z sur X x T, quine s'annule pas en (x  , b o) s telle que
divz +divD' 20 sur X x T . La fonction w = fz est aussi une fonetion de

définition de D en (x, , t)) et div w=D +D", ok D'3> O . Pour démontrer
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le théoréme, il s'agit de montrer que co est réguliére en (xo , to) . 11

¥y a un ouvert affine To contenant to s tel que la restriction de div cvo &

X x To définit une fomille algébrique de diviscurs paramétrée par T, On a
pour tous les points t €T oh D >0, (div w)t 2 0 ; d'aprés 1'hypothése
c¢'est une partie dense de TO o On est ainsi ramené au cas : D principal, et on

fait cette hypothése.

On démontre maintenant le théoréme pour lc cas oi X et T sont normales.
I1 s'agit de montrer que, si <> est unc fonction rationnelle sur X x T telle
qus, pour t apportenant & une partie densc de T , j % G 2 soit régulieresur
X, (J, est le morphisme X —>X x T défini par x—> (x, t)) , alors w

est une fonction reguliére sur X x T .

Supposons que «> n'est pas réguliére en tous les points de X x T . Comme
X x T est normals, 11 existe une variété polaire P de -~ . Alors 1l'ensemble des
points d¢ P ou oo prend la valsur o , est un ouvert non-vide PO de P
Corme P est de codimension 1 dans X x T ct coiwe, pour chaque t €T,
X xt ¢ P, on démontre facilement que la projection d¢ P sur T est dominante
et par suite (efs p-ragraphe V, chap. II, [2]), la projection de P osur T
contient un ouvert non=-vide T0 de T . Maintenant pour chaque E.TO s la
fonction «w @ J % posséde un point ou elle prend la valeur o , ce qui contredit
1'hypothése ¢ w@ N réguliére pour t appartenant & une partie dense de T .
Done on a démontré le théoréme pour le cas o X et T sont normaless

On va passer maintenant au cas générals Soient (X', g) et (T' , h) 1les
revltements normaux de X et T respectivement. Corme X et T sont affines,
X' et T' 1le sont aussie Soit r 1ec morphisme r ¢ X' x T' =>X x T défini
par r(x', t') = (g(x') , h(t")) . Commé le morphisme g est surjectif, d'aprés
la proposition 3, l'application t' —>g *( h(t')) est une famille algébrique de
diviseurs sur X! parametree par T' et r*(D) est un diviseur de définition
pour la famille alzébrique 1g*(D N )}t' et ®

Soit A 1l'ensemble des points t ¢ T tels que Dt > 0 . Comme le morphisme
h est surjectif, 1'image réciproque h—l (A) de A par h est dense dens T' °
On a aussi ( (t')) >0 pour t' €T' et comme le théoréme est démontré pour
le cas ou les variétés sont normales, on en déduit (D) >0 o Done si
D=div w, w@r est régulidre sur X' x T' « On a supposé aussi
j:(div w)20 pour t €A (i.e. co@jt réguliére sur X). On va montrer que
l'espace vectoriel V sur K engendré par les fonciions réguliéres w® j N



5-06

sur X pour t €A est de dimension finie. Comme le cohomomorphisme de g
({.6. 1'application u=>u® g, u € R(X) (corps de fonctions rationnelles
sur X)) Stablit un isomorphisme de R(X) sur R(X') , il suffit de montrer que
les fonctions réguliéres w @) ] ; ©8 sur X', % € A , engendrent un espace vec—
toriel de dimension finie sur K . Si t' €T' est tel qus h(t') =t , ona
i, 8= (w@ ) ® 3y o j! est ls morphisme X! —» X! x T défini par
x! = (x', t') . Donc il suffit de montrer que les fonctions rationnelles

(o r) 'ORM Hy pour t' € T' engendrent un espace vectoriel de d:unens:\.on finie
sur K . Mais comme cu@)r est une fonetion de définition de r (D) qui est
positif, w@r est réguliére sur X' x T' ot peut s'exprimer sous la forme

- ei(t’) ui(x') y OU @'i(t') 6t u:!L(x') sont des fonctions régulidres sur

Tt et X' respectivement, ce qui montre que l'espace vectoriel engendré par
P@r@Jyr st contenu dans l'espace vectoriel de dimension finie engendré par
u'(x‘) y 1=1, o0s, h . Soit donc u; , eee , u une base de V j alors

W@, = Z 0,(t)u; , ted, Gi(t) € K + On démontre d'abord que les Oi(t)

peuvent s’etendre 3 T comme fonctions réguliéres. Soit t, un point de T ;
comme j: (div w) est défini, 1'cnsenble X1 des points x €X tels que w
1

soit définie en (x , tl) ¢st un ouvert non-vide de X . Comme 1u; , ess , U sont
lindairement indépendants il est facile de voir qu'il sxiste X , eee , X de
X, ‘tels que dst(ui(xj)) #0 . Il existe un voisinage ouvert T, de t, , tel
que w soit définie en chaque point de l'ensemble {xj} x Tl pour

j=1, e ,ma5 t eT, NA, les 0,(t) psuvent s'obtenir par la résolu-
’ 1 ’ i

n
tion du systéme d'équations lindaires 5 - Gi(t) ui(xj) = w(t , xj) . Comme les
=

applications t —> w(t , xj) , (teT, j=1, «.. ,m) sont des fonctions
réguliéres sur T , on en déduit tout de suite que les restrictions des @i a
AnT
tels prolongements sont identiques puisqu'ils coIncident pour une partie dense de

peuvent se prolonger en des fonctions réguliéres sur 'I‘l y 6t deux

T, « Comme t, est un point arbitraire de T, les ei(t) peuvent se prolonger

en des fonctions réguliéres sur T +toubt entier, qus nous désignons encors par

m
85 + Soit oy la fonction régulidre :‘; 9,(t) u;(x) sur X xT .51 V est

1'ensemble de définition de cuv,y w - @, prend la valeur 0 sur l'ensemble
(X x A) 01V qui est dense drns V 3 done ¢ = o2 . Cecl démontre que o> est
régulidre sur X x T <t la démonstration qu théordme est terminde.



5=07

REMARQUE. = On observe que si X est normale, la démnonstration du théoréme se
simplifie notablemente.

COROLLAIRE 1, = Pour unec famille algébrique dc diviseurs sur une variété X pa-
ramétrée par une variété T , il n'y a on'un seul diviseur de définition sur
X % T .

La démonstration est immédiates

COROLLAIRE 2. (Théoréme de continuité pour une famille algébriqus de diviseurs).

Soit {Dt 4 er e famille algébrigue de diviseurs sur une variété X para-

métrée par unc variété T . Alors 1'cnsembls des points t €T, ou Dy Z0

est forné, et i1 en est de méme do 1'cnsemble des points t €T, oi D =0

~ Comme dans la déronstration du théoréme 1, il suffit de démontrer que 1l'ensemble
E des points t €T ou Dt Z 0 est fermé. Soit E 1l'adhérence de E dans
T et E; unc composante irréductible de E . Alors E NE, est dense dans
E, et la restriction de la famille iDti ter & By estune famille algé-
brique de diviseurs parsmétrée par E, et pour t €¢E NE, , D >0 . Donc
d'aprés le théoréme, D, >0 pour t €E, , ce qui implique E S E; o« Par
conséquent E contient toutes les composantes irréductibles de E o Done

E=F &t le corollairs est démontré.

De la méme manidre, on peut définir les familles algébriques de diviseurs

additifs et démontrer des propositions analogues.

les familles algébriques de diviseurs sont reliées avec les diviseurs définis
sur une extension du corps de base K . D'aprés le théorémes 1, le groupe des
familles algébriques de diviseurs sur X paramétrées par une variété donnée
T s'identifiec avec un sous-groupe du groupe des diviseurs sur X x T . Disons
que deux diviseurs D; et D, sur X x T sont c¢quivalents si D, - D,
provient d'un divisecur de T ; alors une classc pour cette relation d'équivalence
est un diviseur sur X défini sur le corps R(T) de fonctions rationnelles
sur T . Pour ce point de vue, voir (Chap. III, [1]).

3, Diviseurs additifs associés A une famille algébrique de diviseurs (multipli-
CatvifS)n

Soit {D_b LeT une famille algébrique de diviseurs (multiplicatifs) sur
une variété X , paramétrée par une veriété T et soit D son diviseur de
définition sur X x T . Pour chaque vecteur tangent L sur T en un point t,
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ds T , on va définir un diviseur additif sur X . Désignons par L le vecteur
tangent sur X x T en (x, t O) qui est 1'image de L par la différenticlls
du morphisme j, ¢t T—>X xT défini par t = (x, t) « Soient u une
fonction de définition de D en (xo s to) et U 1'ouvert non-vide des points
x €X , tels que u soit régulidre ot inversible en (x, t ) . Considérons

L (u)
1tapplication x —)'E(%T,_T pour x €U o C'est une fonction réguliére dans U ;
?%

en effet pour démontrer ceci on psut supposer que X et T sont affines et

alors, étant donné y € U, u peut se mettre sous la forme u =-—= ol u et

u, sont des fonctions régulidres sur X x T, w(y, t)#0.0na

L (;'l; CLluy) wyGet)) = wy () I ()
p:S - 2
u, (x,t)
L ()
Donc pour montrer que T T est réguliére dans U , il est suffisant de mon-

o
trer que Lx(u) est réguliére dans X , pour une fonction réguliére u sur

X xT . Dans ce cas, u s'exprime sous la forme 125. pi(x) q.(t) ou pi(x)
’ J
et qj (t) sont des fonctions réguliéres sur X et T respectivemente Alors

L (u) =E p (x) L(qj(t))

ot L(qj (t)) sont des constantes et done Lx(u) est une fonction réguliére sur
X xT.

. Lx(u) . 4 mas .
Puisque W est une fonction réguliére dans U , on peut la compléter
comme fonction ratiomnelle sur X , et on la désigne par la méme notations Si v
est une autrs fonction de définition de D en (xo s to) ’ % est réguliére et

inversible en (x , to) et d'aprés ce qui précéds,

L (u) ) L) L (ufv)
ulx,t ) vzt ) T ulx,t )

le,toj
est réguliére en (x_, t ) .
5 temtne ) de R/
Donc détermine un élément ¥ (x ) de 0 et l'application
u(x,t 0) e} X,

¢: X —R/0 ainsi obtenue définit une section du faisceau R/O , donc un

diviseur additif qui s'éerit sous la forme < KDt. b €T ? L> .
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Supposons de plus T non-singuliére. Soit 6‘ ltespace fibré des vecteurs
tangents sur T . Alors on peut demontrer facilement que l'application
L—A , o L el , et A t’; ger s L estuns fanille algébrique
de diviseurs additifs sur X parametree par T . I1 en résulte que, si )
est une section réguliére de T (1,6. un champ de vecteurs tangents), on peut
associer & © , une famille algébrique de diviseurs addtifs iAt‘g teT parané—
trée par T de la fagon suivante ; on pose 4, = <th L el ? $(t)> . On
obtient ainsi pour chaque champ de vecteurs tangents sur T , un homomorphisme
du groupe des femilles algébriques de diviseurs (multiplicatifs) sur X paramée
trées par T dans le groupe des familles algébriques de diviseurs additifs sur
X paremétrées par T .« Cet homomorphisme est relié avec celui de CARTIER dans
sa thdse, ou il définit pour chaque dérivation d'un corps k' sur k , un homo-
norphisme du groupe de diviseurs (multiplicatifs) définis sur k' dans le groupe
de diviseurs additifs définis sur k! (Chap. III, [1]).

PROPOSITION 4, - Soient {D,§ ¢ unc famills algébrique de diviseurs sur
une variété X paremétrée par une variété T et g: T'—>T un morphisme

o s . ¢
de T' dans T o Alors pour la famille algébriqus de diviseurs i.Dg(t')} £ T

(cfe props 1) sur X poramétrée par T' , on a

<Pyl grem s I = <ty eps L

ou L' est un vecteur tangent & T' en t' ot L le vecteur tangent & T

en g(t') , qui est 1l'image de L' par la différentielle du morphisme g o

Soit D 1le diviseur de définition de la famille {D } . g o 51
h: XxT' =>X x T est le morphisme défini par (x, t') —=> (x, g(t'))
d'aprés la proposition 1, n*(D) est le diviseur de 4éfinition de la famille
{Dg(t')i greT ° Si j et Iy sont lss morphismes jx : T=>XxT et

3L Tt ==X x T! définis respectivement par t=> (x , t) et t' = (x, t')
ot si on pose L_=dj () , dj'(L') , on a dh(Lx) =L, . Donc si v est
une fonction ratlonnelle sur X x T qui est réguliére en (x , g(t')) , ona

L! (v@h) =L (v) o Soit u wune fonction de définition de D en (x s g{t*}) .,
alow u@h est uns fonction de définitién de D! en (x , t') o D'aprés

ce qui précéde LY (u@h) = Lx(u) pour chaque  xeX tel qus u soit réguliére
en (x , g(t')) et l'ensemble de ces points cst un. ouvert non-vids de X . Donc
Li(uh) =L (1) comne. fonctions rationnelles sur X . Ceci entraine
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immédiatement

ADgenyhprem B = < A0S yeqs > o

Une famille algébrique de diviseurs { Dtg ger SUr une variété X paramé-

trée par une variété T , est dite injective si, pour tous- (’c.l ’ t2) ETxT,

t, £ty , ona Dt1 # th . La fanille algébrique §D.}  cq ©st dite infinitési-

malement injective en un point t, ¢ T si, pour tout vecteur tangent non-nul L

L> est non-nule La famille

4 T en t_, lo diviseur additif <{D} . ¢p»
algébrique sth geq ©St dite infinitésimalement injective si ells est infini-

tésimalement injective en tout point de ¥ . Si T o¢st non-singuliere et si la
famille algébrique int“g ¢ ep ©St infinitésimalenent injective en un point
to ¢ T , on peut démontrer d'aprés le théoréme de continuité pour les diviseurs
additifs (1'analogus du corollaire 2, théoréme 1 pour diviseurs additifs) que
cette famille est aussi infinitésimalement injective en chaque point d'un voisi-
nage de to dons T

PROPOSITION 5, = Soient {Dt-)s t e une famille algébrique de diviseurs sur
une variété X paramétrée par une variété T et gt T'=—-T un morphisme
qui est non-rardfié en un point t' € T' . (Voir chap. VI, [2] pour les mcrphis=—
mes non-ramifiés). Si la famille algébrique {Dtg 4 ep S8t infinitésimalement

injective en g(t'), la famille algébrique {Dg( t,ﬁ 4t ¢r ©St aussi infinitési-

malement injective en t' o En particulier si {Dt} LeT est infinitésihalement

injective et si (T' , g) est un revétemcnt non-ramifié sur T , la famille al-

gébrique {Dg( t')% gre T est aussi infinitésimalencnt injective.

Comme la dif:¢rentielle dg de g est une application linéaire injective de
l'espace tangent & T' on t' dans l'espace tangent &8 T en g(t') s l1a

démonstration est immédiate d'aprés la proposition 4.

/ ~ - N S ? o » .
THEOREME 2. - Soient {Dy} yep &8 {Bj} 4 g doux familles algébriques

de divieeurs sur unc variété X paramétrées par deux variétés T .‘?.t:. S respec~

tivement. Supposons que

i. S est compléte

#. la famille algébrique {L35 g cg 8t injective et infinitésimalement in-
jective.
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iii. pour t appartenant 4 une partie dense A ds T, le diyiseur Dt est
égal 3 un ES « Alors il existc un morphisme g ¢ T —>S +tel qus la famille
algébrique {Dtg 4 er 80it égale & 1a fanille iEg(tj} 4 e7 » L'image réciproque

de (Es)s‘:S par le morphisme g (ofe prop. 1)

L'application (t, s) —>D, - E_ ost unc fanille algébrique de diviseurs
sur X paramétrée par T x S . Donc, d'aprés le théoréme de continuité pour les
familles algébriques de diviseurs (Corellaire 2, théoréme 1), 1l'ensemble [ des
points (t , 8) € T x S tels que D, ~E =0 est forné. Soient p, q les
projections de T xS sur T et S respectivement. D'aprés 1l'hypothése,

p(r) est dense dans T 3 par conséquent il existe une composante irréductible

M de I telle que p(ri) soit dense dans T . Puisque S est compléte, la
projection p est une application fernée ; donc p(ri) = T o Maintenant comme

la famille §E3§ ge g ©st injective, pour chaqus t ¢ T 1l y a un et un seul

8 €S tel que Dt = Es s donc l'application de V sur T dinduitepar la projection
p est bijective et comme p(Fi) =U,ma T=0 .Solent p + 7 =T et

q ¢ M—$S 1les morphismes dnduits sur © par p et q respsctivenent. Le
morphisme 1) est propre et bijectif, donc (I, pl) est un revétement sur T .
On va montrer que (1, pl) est un revEtenent non-ramifidé sur T 3 ceci
entrafnera que Py ©8%t un lsomorphisme (cn vertu du.paragraphe 1, exposé 1,
[4]) et en posant g = q © p{l\ on obtient lec morphisme g ¢ T ~—S gvec

la propriété requise (1).

On remarque d'abord que les deux familles algébriques de divisecurs sur X

{qu(e)i ger ©b ﬁDpl(e)ﬁ per » les images réciproques par les morphismes

P et 9 respectivenent, sont identiques, en effet elles sontidentiques pour 9
appartenant & une partie demnse de U (l'image réciproque de A par pl) et par
conséquent e¢lles sont identiques d'aprés le théoréme 1. Soit (t , 8) wun point
de I et supposons qu'il existe un vectcur tangent non-nul L en (t , s) tel
qus (dpl)(L) = 0 3 grlice & cette condition, L peut s'déerire sous la forme
(djt)(Li) =L ol L, ot un vecteur tangent non-mul sur S en s

(jt ¢ ST xS est le morphisme défini par s —» (t ; s)) . Maintenant,

en appliquant la proposition 4, on a

N ) , -
§

<L équ(@)f ger” = <Ly iFs se€S

(l) Voir l'appendice & la fin de cet exposé.
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et

o \9 =<
<L9§J’pl(e)>eer » 0) e 7

I1 s'ensuit que <L, ‘Esg ses”™ =0, cc qui contredit l'hypothdse que la
famille iEs§ g¢s ©st infinitésinalenent injective. Done (dp;)(L) #0 , et
on obtient que le morphisne Py est non-ranifid. Corme expliqué plus haut ceci

termine la démonstration du théoréne.

4, Fanille algébriqus de diviseurs principaux.

Pour étudier les familles algébriques de diviseurs principaux on a besoin
d'étuidier les familles algébriques de diviseurs paramétrécs par les espaces
projectifs.

Soit P’d 1l'espace projectif de dimension d sur K . On pcut représenter

chaque point de Pd par un vecteur (A NEIREY ,'kd) Q:Kd+1

-~ (0) , a une
homothétie prés, Soient X une varidété et £s eeey £39 (d +1) fonctions
rationnelles sur X , qui sont lincairement indépendantes sur K o Alors
1'application (‘Ao y oee ,'Rd)-% div (‘ho S fd) définit une appli-
cation de P dans le groupe de diviseurs sur X .

PROPOSITION 6+ = L'application (;\o P -:\d) - div (;\O £+ eee t A4 fd)
définie ci-dessus, est une famille algébrique de divisecurs principaux sur X

paranétrée par Pd .

Soit U, llouvert affine de pd défini par 7\1# Oeles Uy, 1 =0, ..,
forment un recouvrement canonique de P~ par des ouverts affines. Si Fi
désigne la fonction rationnelle

Ao A4
“"‘"‘f + ean + = d

sur X x Pd , On a F /F qui cst réguliére ct inversible dans

’\1
X x (U371 0U;) + Done 11y a un diviseur D sur X x p? , pour lequel, la fonction

Fi est une fonction de dé¢finition dans X x Ui et la famille alpébrique de

diviseurs sur X paramétrée par Pd pour laquelle D est le divisewr de

définition est exactement la famille définie par l'application

(X y A

,d)-——> div ()o_fo + oeoe +Ad fd) .

O, CRCA]
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8L £ 5 eee £3 sont (d + 1) fonctions rationnelles sur une variété X,
lincairement indépendantes sur K , la famille algébrique paranétrée par Pd ,

définie comme ci-des:us, est appelée la famille linéaire définie par

fo’ooo,fd.

PROPOSITION 7. - S1 X est une variété compléte ot si £ 5 eee s fq sont

(@ +1) fonctions rationnelles sur X , linéairenent indépendantes sur K , la

famille lindaire définie par £ ;5 -+, £, &st injective et infinitésimalement

injective.

h'd

Pour une fonction rationnelle non-nulle f sur X, div { = 0 si et seule-
ment si f est régulidre et non-nulle sur X . Puisque X est conpléte, ceci

dquivaut 3 dire que f so réduit & unc constantc non-nullc. Donc

ﬁytxofo+...+A f)._my(ﬁo +"°+Pdfﬁ

implique que (Ao,..c,ky et (ﬂo’ uo,ﬂd) différent par une honothé-

tie , ce qui démontre la premiére assertion.

Soit L wun vecteur tangent non-nul-a Pd en un point to € Pd . On psut
choisir les coordonnées de P de telle fagon que €U et est défini
par 7\1 C P Ad =0 . Donc les fonctions rationnelles

Ay 24

9 oso
Ao Ao

sur Pd forment un systéme de paranétres en by . Soient

e A
d
L(--—:;) = 0\1 9 oo L( O\d .
Ay L
Corme pour la famille algébrique en questlon, d1v(f +-;;- £, + eee +-?;— d)
o) o)
est le diviseur ds def1n1+ion dans X x U , le diviseur additif
idlv(’a f + 000+ AT ) y, L> sur X est défini par
600 d d.)(A ,..,ﬁ )éPd
f1+...+ kd fd
la fonction - 7 . Puisque £y 5 oo , £ sont linéairenent
' o A Ejteaat ¥y f
indépendantes, la fonction 7 n'est pas constante, et corms X
o)

est compléte, posséde au moins une singularité sur X o Donc le diviseur additif

O’\l f1+'oo+ de fd
sur X défini par ¥ est non-nul, ce qui démontre que la

o
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famille algébrique en question est infinitésimalement injective.

COROLLAIRE. ~ Soient X wunc vari¢té compléte, D un diviseur sur X st

£ 5 ooy £y (d +1) fonctions rationnclles sur X , lindaircrient indépen=

dantes sur X . Alors l'application

(?\09 cen 9'/\d) "’”\/'D‘*‘diV(’)\O fo+0-.+’Ad fd)

est _infinitésinalement injective.

La démonstration est immédiat d'aprés la proposition 7.

On va démontrer maintenant que deux diviseurs appartenant & une famille algé-
brique de diviseurs sur une variété normale paramétrée par la droite affine ou
un ouvert de la droite projective sont toujours équivalents. Pour cela, on a
besoin de la proposition suivante :

PROPOSITION 8, - §£ient X une variété et T wune variétd normale « Si D est

un diviseur sur X , tel que supp D CX xS , ou S est une partie fcrmée

#T dc T,ona D=p“(C) , ou C estun diviseursur T ot p: X x T=>T

68t la projection de X x T sur T .

On observe d'abord que D détermine une fanille algébrique de diviseurs
{D}J xex Sur T paranétrés par X . Si on désigne par G (D) 1le faisceau
cohérent d'idéaux fractionnaires associé & D (voir exposé 4, paragraphe 3),
(gréice & prop. 6, paragraphc 1, exposé 4) 1l cxiste des entiers positifs k et

L, tels quo (I o) FO) co«1) st (L) F(-D) col x 1) (1,4

désigne le faisceau cohirent d'idéaux de O(X x T) défini par X x S). Donc pour
chaque x €X , on a Ilscﬂ:(Dx) CO(X) et Ié‘ 7(- Dx)' Co(X) .

On a aussi supp Dx C S pour chaque x €X et par conséquent on peut supposer
que S est de codimension 1 dans T ; en effet si S est de codimension >1 ,
puisque T est normale, Dx =0 pour chaqgue x € X , donc d'aprés le théoréms-1,

D=0 et il n'y a rien & démontrer dans ce cas. Solent S, , «uv Sr les
r
composantes irréductibles de S et ni(x) 8; 1le cycle associé a D, e

D'aprés la propriété IIS{ F(Dx) C,O(X)l ct Ig F(- Dx) < 0(X) qu'on vient de
dénontrer, il n'est pas difficila dc dénontrer que Ini_(x)l <a ou a estun
entier ppsitif qui hc dépend pas de x o Ceci inplique d'aprés la proposition 9,
paragraphe 3, cxposé 4, qu'il n'y a qu'un noubre fini de diviseurs distincts

D ’ LX) ] D

x, e ? x; ¢ X parml la fanille li} xex © Soit E, , l'ensenble
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des points x € X , tels que Dx = Dx 3 d'aprés le corollaire 2, théoréme 1,

E, est ferné pour 1 =1 eee , k SO0 a X=\13E 3 donc X =E pour
i 2 P i:l i j
0
un j parmi 1, eee 5 k 3 ce qui dénontre D, = ij pour chaque x € X + En
o
posent D =C, on obtient D = p*(C) et la proposition est dénontrée.

jO

PROPOSITION 9. - Soient X wune variété normale et V un ouvert de la droite
projective. Si {Dt} bev est une famille algébrique de diviseurs sur X pa-

ramétrée par V , on a pour chaque (t1 s t2) EVxV, Dtlr\/ D_b2 .

REMARQUE. - La proposition 9 n'est plus vraie si X n'est pas nornale, nais on
verra (prop. 13) que dans le cas oi V est la droite projective toute entiére,
elle est vraie sans supposer X nornale.

Etant donnés deux points de V y 11 y a un ouvert affine qui les contient ;
donc on peut supposer que V est un ouvert de X o Soit D le diviscur de défini-
tion de la fanille {Dté, tey ©b F un espace fibré vectoriel de rang 1 associé
4 D (paragraphe 3, exposé 4).

Si on localise par rapport au corps des fonctions rationnelles sur X s ON

. . 7! .
obtient un espace fibré vectoriel ¥ de rang 1 sur V nais défini sur le corps

de fonctions rationnelles R(X) de X o

On sait que T est trivial 5 ceci veut dire qu'il y a une section rationnelle
f de 1l'espace fibré vectoriel I sur X x V , tells que f soit rdgulidre et
non-nulle en chaque point en dehors de Y x V ol Y est une partic fernde de
X, Y#X.S0it E 1le diviseur représenté par la section f (2) eOna E ~D
et suppE CY » V . Donc d'aprés le proposition 9, E = q*(C) ot C est un
diviseur sur X et g est la projection q : X x V=X , Ceci inplique ¢ si
{E t‘i b v est la fenille algébrique sur X paranétrée par T pour laquells E
est le diviseur de définition, on a E, nE_ pour chaque couple d'é1énents
t,s eV.0naaussi E,Z ~D_ . Donc D, - DS pour chaque couple d'élénents

t t
t, s €V et la proposition est démontrée.

(2) I1 est facile de voir qu'un diviseur D représente une section rationnelle
non-nulle d'un espace fibré vectoriel associé & D . Réciproquenent une section
rationnelle non-mulle d'un espace fibré vectoriel 4 de rang 1 weprésente un
diviseur D t<ls que la classe des espaces fibrés vectoriels équivalents associde
& D contientte ¢ o Deux scctions rationnelles non-nulles de T définissent

les diviseurs qui sont équivalents.
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Avant de donner ls théeréme principal de ce parasraphe, en va démortrer unn
proposition-que~peut-8tre on a utilisé dans des situations bien particulidres.

PROPOSITION 10. - Soient Z wune variété affine et ™Y un espace fibré vecto-
riel de rang 1 sur Z . alors, étant donné un endemble fini Y de points
Ty eee s Vo de Z , il existe une section réguliére de Y qui est non-nulle
en chaque point de Y .

Soit Jt(Y) 1c faisceau des geres de sections régulidres de 'Y . Soit B ¥
le faisceau cohérent d'idéaux dc 0(Z) défini par Y . On a la suite exacte

0 =T e F P = T (V) — T/ TyFY) =0

et corme Z est affine on en déduit la suite exacte suivante (exposé 2, ou
paragraphe 3, chap. II, [4]).

0=z , I FW) >3 ,5 () > ,fse(?)/cY.ﬂ’«m) -0

Donc chaque &lément de HO(Z ’ v/ GGY' %(Y)) peut &tre relsvé corme un Elé-
ment de HO(Z , K(V)) . Le faisccan GF(P)AB SY) peut etre identifié avec

un faisceau cohérent sur Y et c'est en effet le faisceau des germes des sec—
tions régulidres de l'espace fibré vectoriel %% induit par 'Y sur Y . Corne
Ogtidentifie avec la somie de r—espaces vectoriels (r , le nombre de points
de Y), chacun de dirension 1 sur K , on peut trouver un élénent 6 de

Ho(z , TX(’Q)/@T 5t(Y)) , qui corrcspond 3 une section régulidre non-nulle de

"W, i T est 1'¢lément de HO(Z , %% (Y)) qui reléve © , la section réguliére
de % qui correspond & ] , est réguliére et non-nulle en chaque point de Y ,
et la proposition cst dénontrés.

THEOREME 3. - Soient X une variété compléte et {Dt} ter o8 famille algé-
bbique de diviseurs dur X paramétrée par une variété T , et D 1le diviseur
de définition de la famille {D’c} Lt&T * Supposons que thv 0 pour chaque t
appartenant & une partie dense A de T ; alors il existe pour chaque t un
voisinage ouvert To , tel que ia restriction de D 2 X x To soit principale.

En particulier, Dt'v 0 pour chaque t €T .

~ Soient to un point de T , X1 un ouvert affine de X et 'l‘1 un ouvert
affine de T contenant t_ . D'aprés la proposition 10, D/\JD1 , ol D1
induit un diviseur positif sur X1 x Tl at  supp D1 ne contient pas un point
de la forme (x , to) , x&X . Donc il existe un voisinage euvert T, de t,
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contenu dans T, dectelle sortcque Dy définit une fanille algébrique de diviseurs
sur X paranétrée par T2 pour lequel Dl €5t un diviseur de dc¢finitione Done
pour démontrer ce théoreme, on peut supposer Dp=D et T,=T (i.ee 11
existe un ouvert non-vide X1 de X tel que la restriction de D A& Xl x T
est positive)e. On suppose dans ce.qui siiit qus D posséde cebte propriétée

Soient Y 1le complénentaire de X, dans X et (D) 1c faisceau cohdrent
d'idéaux fractionnaires associé & D (paragraphe 3, exposé 4). D'aprés la pro-
priété précédente, (C}?(D))Z est un idéal de O, pour a ¢Y x T . Done
(d'aprés proposition 6, exposé 4) il existe un entier k , tel que - 3Y 7 A% (D))
COoOX xT) . Donc si ”j’(D ) est le faisceau d'iddaux fractionnaires
a85001e a Dt y, t €T, ona Zk. JKD ) CO0(X) . Par conscquent,

Jf(D ) c(0 s 3k) § pour chaque t €T, ou (0: 31;) représente le faigs-
ceau d' idéaux fractlonnaires défini de la fagon suivante : pour x <X,
o € G . dquivaut ex(JI;)x <O

On a supposé que pour t € A , le diviseur Dt est le diviseur d'une fonction
qui est donc un élément de HO(X F(D,)) + Cotme (D) € 4 pour tout t €T,
chaque Dy, t €A, est le diviseur d'un élénent de HO(X , §) o Puisque X
est compléte, HO(X , G) est de dimension finie (corollaire au théoréne de
déwissage, oxposé 4). Donc il existe un nonbre fini de fonctions rationnelles
£ 9 ees 5. fq sur X telles que la fanille algébrique SD 15 ¢ cp ©St contenue

dans la fanille lindaire ((Ls?‘: sePd définie par Jo9 eee s £ (i.es pour
chaquse t ¢ T, il existe un s e S tel que D = LS). Dtaprés la proposition 7,
la femille algébrique {Ls\g g cst injective et infinitésinalenent

seb

injective. Donc on peut appliquer le théoréme 2 et on trouve,corre Pd est
compléete, qutil existe un norphisme g ¢ T —> Pd tel que la f.rmille algébrique
( 3

(Lg(t)S £ er S°it identique 2 la fanille XD { 4 ep * Le point g(t ) apparte-

nant & un ouvert canonique Ui de P . On salt que pour la famllle lindaire

{L 7’ q * le diviseur de définition est principal dans X x Ui o D'apres la
tcP :
proposition 1, pour la fanille algébrique %Lg(t)El ber = {Dt} 4 ep 1o diviseur

de deflnlt.lon est le diviseur D o Donc D est principal dans X x T ou

To= (U ) o Ceci ternine la déumonstration du théoréne.
REMARQUE, = Soient i Dt} ter Une famille algébrique de diviseurs sur une
variété compléte X , parandtrée par une variété T , et D le diviseur de

‘définition de la fanille \Dt; £ eT b Soit g ¢ S =T un norphisne doninant
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dtune veriété S dens T et supposons que pour la fanillc algébrique

iDg(s)% ses le diviseur de définition est principal. Par conséquent Dg(s)

est principal pour chaque s ¢S et comme g est doninant, Dt 6st principal
pour t appartenant & une partie dense de T o Donc pour la fanille algébrique
%Dt% 4 er » les hypothéses du théoréme 3, sont satisfaites et il en résulte
qu'il existe un ouvert non-vide TO de T tecl que D est principal sur

X x TO « Dans le langoge de la théorie des diviseurs définis sur les corps

(voir la fin du paragraphe 2) ce résultat veut dire : si un diviseur D sur
une variété compléte X , défini sur un corps L devient principal pour une
extension L' de L, il est principal pour L 1lui-nfne. Ce résultet s'appelle
"e dernier thioréne des Foundations" (cf. proposition 8, chap. III, [1] ; et
[67). Bien entendu on a supposé ici inplicitenent que tous les corps qui in-
terviennent contiennent un corps algébriquenent clos, nais ce n'est pas nécessaire

pour que ce résultat soit valable (cf. loc. cite)e

5, Fanilles algébriques de classes de diviscurse

Soient X une veridété et @§(X) le groupe des classes dc diviseurs sur X .
Une application -—>Ft de T dans (g (X) est dite algébriqus, si pour

chaque 1t €T, il existe un voisinage ouvert U , tcl qu'on puisse relever

cette apnlication corme une fanille algébrique de diviseurs sur X' paranétrée
par U (i.c. s'il existe un diviseur D dans X x U tel qus j:(DU) soit
défini pour tout t €U, J,
x—»(x, t), et appertient & la classe de diviseurs Ft)' Alors la fanille

est le norphisne de X dans X x T défini par

{th £eT st dite une fanille algébrique de classes de diviseurs sur X para-

nétrée par T , 6t le diviseur Dy s'appelle un diviscur de définition de la
fanille {th b €T dans X x U + (Lc diviseur do définibion Dy ntest éviderment

pas unique}e

Soit £ 3 Y =X un morphisme d'unc variété Y dans une variété X o Si
*>QQS(X) , on peut toujours prendre un diviseur D dans le classe P tel que
f*(D) est définie j en effet si 'y est l'espace fibrd vectoriel de rang 1 sur
X 4défini par D & une équivalence pres, d'aprés 1 proposition 10, on peut pren-
dre unc section ratiomnelle A de 'Y qui est régudiére et non-nulle en un
point de la forme f(y) , y €Y . Donc si on prend le diviseur D, représenté
par la section A, D ~D et £(Y) ¢J%'. Donc £X(D) est définie. La classe
de diviseurs sur Y , qui contient £%(D) , s'appelle 1l'imags réciproque de 4
par f et s'éerit f*(t?) . Si f*(ﬁy) est 1'inage réciproque de l'espace
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fibré vectoriel %/ par f , f*( "Y) est un espace fibré vectoriel associé a
la classe de diviseurs f*('f) .

Soit @ un élinent d¢ B X x T) ; 6 difinit une fanille algébrique de
classes de diviseurs i@ t ep Sur X paranétrée par T ¢ on prend pour
Ot 1'inage réciproque jt(e) d'aprés ce qui précéde dtant donno t eT,
on peut prendre un diviseur D dans la classe 0 tel que Jt (D) 301t dcflnle.
Done jt(D) est dcfinie pour t appartenant & un voisinage U de t et
éviderment pour t dens U, Jt(D) appartient a la classe Ot . CGCl dénon-
tre que th LT est une famllle algébrique de classes de diviseurs, et on
appelle cette fanille:fanille algébrique de classes de diviscurs (paranétrde par

T) définié par O €45 (X x T) »

La définition A'une famille algébrique dc classes de diviseurs st locale
(i.e. 81 une application T =& (X) est algébrique pour un voisinage ouvert
de chaque t € T , alors cette application est algébrique). En plus une fanille
SP 2
Pyl ¢ et
pour chaque t € T , il existe un voisinage ouvert U tel qus, {Ft} teU est

de classes de diviseurs sur X est algébrique si et seulenent si

défini par un élénent de & (X x U) . Ceci est évident d'aprés la renarque
précédente et le falt qu'une famille algébrique de classes de diviseurs est
définie dans un voisinage puvert U de chaque point t €T par une fanille
algébrique de diviseurs donc a fortiori par un élénent de & (X x U) . On verra
(théoréme 5) que si X est compléte, une famille ulgébrique de

classes de diviseurs sur X paranctrée par T est toujours définie par un
élénent de & (X x T) .

PROPOSITION 11, - Soient g ¢ ' —->X, h1 t T'—=T des norphisnes de

variétés et iFt} geT ume fanille algubrlque de classes de diviseurs sur X

peranotrée par T o Alors la fanille {gl B (t'))i £ e T est une fanille

algébrique de classes de diviseurs sur X' paranétrée par T' ,

La démonstration est analogus & celle de la proposition 3 et en fait plus
simple car l'inmage réciproque d'une classe de diviseurs est toujours définie.

REMARQUE., = On utilise la terninologie : l'image réciproque d'une famille
algébrique des classes de diviseurs {th pep SUr X , paranétrée par T,
par un morphisme g ¢ T' => T d'une variété T' dans T pour désigner la
famille algébrique des classes de diviseurs iFg(t')} tremr sur X paranétrée

par T' (voir la remarque & la fin de le proposition 3).
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THEOREME 4, - Soient X wune variétd compldte ot {Ft} une fanille algébrique

de classes de diviseurs paranétrée par une variété T . Supposons F, = 0 pour
t appartenant & une partie dense de T , alors Fy o= C pour tout t €T .

Pour dénontrer ce théoréne on peut supposer qu'on peut relever ith L eT
corre une fanille algébrique de diviseurs Dt? LeT ? puisqu'on sait qu'on peut
relever {F 3, geT COMIE une fanille algébrique de diviseurs pour un voisinage
ouvert U de chaque t € T . Dlaprds l'hypothdse faite sur |} tQS teT ?
Dt ~ 0 pour t appartenent & une partie dense de T . Donc d'aprés le théoréne 3,
Dt”‘v 0 pour chaque t €T ; ce qui inmplique I‘t = 0 pour chaque t T et 1o

théoréne est dérontré.

COROLLAIRE (Théoréne de continuité pour une fumille algébrique de classes de

diviseurs). - Soiemt X wumo variété compléte et {F.f , . une fanille algé-

brique de classes de diviseurs sur X paranétrée par T « Alors l'ensemble des

points t €T , tels que Ft 0 est fernde

La déuonstration est le néme que dans le corollaire au théoréme 1.

PROPOSITION 12, - Soient X wune variété conpléte, T une variété et

ieti pep une fanille algébrique de classes de diviseurs définie par un élément
® e@® (X x T) . Alors pour que 0, =
théoreéne, pour t apportenant & une partie dense de T), il faut et il suffit
que 9=p(>1) o @ (T) et ps XxT—>T est la projection de

X xT sur T «

= 0 pour chaque t ¢<T (ou, & cause du

Supposons O = p (A) ob Ae@ (T) . Alors on peut construire un espace £ibré
vectoriel %Y associé & © & 1l'aide de la donnde suivante : Un recouvrenent de
X xT de la forme {X x ;5 ou <1UZ, est un recouvrenent de T par des ou~
verts et des fonctions réguliéres 1nvers:Lbles gi dans X x (U N U ) telles

qUE gy 4+Bit 8y = =1 dans Xx(U ”Uj f\U),chc giJ—fiJop, fij

étant une fonction réguliére inversible dans U M U;] » 91 t e Ui nt (ot
Uy et U.'I sont non=vides), il est bien cv:Ldent qus 1'inage réciproque ']t( ‘g))
est triviale. Donc pour t appartenant & un ouvert non-vide, Ot =0 et

d'aprés le théoréme 4, 0, =0 pour tout t .

Réciproquenent supposons 0, = 0 , pour chnqus % ¢ T o Il existe un recou-
vrenent %Ti‘?\ de T par des ouverts tels qu'on puisse rel?ve? §Ot} £ eT
dans chaque T:1 comne une famille nlgébrique de diviseurs %\Dt'; teT. * D'aprés

i
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1thypothése, on a Dt ™ O pour chaque t € Ti « En vertu du théoréne 3, on
peut trouver un recouvrenent plus fin {Sj} jex de T par des ouverts tels
que la restriction de 0 a X x Sj est m;lle. Ceci inpligque qu'on psut définir
un espace fibré vectoriel associé & © par des fonctions 8 réguliére et
inversible dans X x (Si a S;]) , telles que ATARLAE 1 dans
X x (Si nNs, N Sk) Corme X est conpléte, la fonction réguliére gij dans
X x (Si NS j) est constante sur X x t pour chaque t €8; 0S5, ot done

f., op ob £,. est une fonction réguliére et inversible dans Si nSj .

81j 7 "4y 1] .
On a aussi fij‘fjk'fki =1 dans s; N Sj NS, .+ Done les |{ fij} définissent un
espace fibré vectoriel sur T qui déternine un ¢lerient A€ @ (T) et on a

p*(A)=0.

REMARQUE, - Si 1o variété T est normale, on pourrait donner une démonstration
différente de la derniére partie de la proposition 12, en utilisant la proposi-

tion 8 ¢ soit D wun diviseur ap-artenant 3 la classc représentée par © ¢® (Xx T).

Alors il existe un ouvert non-vide T de T tel que pour 1 € T, »
j:(D) est définie. Maintenant si on appliquc le théoréme, on obtient qu'il

existe un ouvert non-vide T1 de TO (done de T) tel que 1l restriction de
D a X x T1

34 un diviseur E tel qus supp D X xS , o S est le complénentaire de T,

est principale. Donc le diviseur D est équivalent sur X x T

dans T . D'aprés la proposition 8, il existe un diviseur C sur T , tel
que p*(C) =E et per conséquent si Aest la classe qui contient C , ou a
*

p(A)=09.

PROPOSITION 13. = Soient X une varidté et © un élénent ds  &'(X x P')
o P st la droite projectives Alors on a0 = p*(’?\) + q*( k) ol
ABE) , }*e@'(Pl) et p, g sont les projections de X x pt sur X et

P*  respectivenent. En particulier si {D,} ; est une fanille algdébrique
T t€P
de diviseurs sur X paranétrée par P on a Dt n Dt pour chaque couple
1 2

(t, ,'tz) de points de P,

Soit %’ un espace fibré vectoriel de rang 1 associé & © .+ En localisant au
corps de fonctions rationnelles sur X , on dénontre qu'il existe un ouvert
affine X, de X tel que la restriction de oA X xK (on identifie
P - o avec la corps de base K) est trivials (i.e. il existe une section

rationnelle u de Y qui est r¢guliére ct non-nulle en chaque point de Xl x K).
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Soient D 1le diviseur représenté par la section u et D la restriction de
D & X1 P1 On a supp D; CX X ioo} et comme P, est normale, dlaprés la
proposition 8, D, est la restmctlon a X x P de q (n ) ou n_, estun
diviseur sur avec supp n_ = o . Donc si \Ae@ (7,) est la classe qui
contient n s pour la famille algebrlque iF ”) x €X delclasses de diviseurs
parametreepar X et définie par G—q(‘.\) c@ExP), ona F =0

pour X €X; . Donc, d'apres la proposition 12 il existe un élément 7\&@()()

tel que O =q (T\) =p (7\) et la proposition est démontrée.

Vs \
THEOREME 5. - Soient X une variété compléte et T une variété. Alors chaque

famille algébrique de classes de diviseurs {th per Sur X paramétrée par

T ost définie par un élément 0 e € (X x T)

I1 existe un recouvrement T i} 1e¢1 de T par des ouverts tels que dans
chaque X x 'I'i s la famille algébrique de classes de diviseurs \S,Ft} £ e, soit
définie par un élément O, € € (X x T, ) « Soient x = un point fixé de X let

j, 1e morphisme T, = X x T, def1n1 par t —> (x0 , t) (pour chaque i €1I).
o
On peut choisir 91 de tells sorte qu'il existe un diviseur Di dans sa classe

tel que 3% (0,) 801t défini ot mul. En effet, oomne on a fait souvent, on
o}
peut choisir D, dams 1a classe 6 tel que 5% (D;) soit défini. Soit
~o
j (D ), 1€I et A E@(T ) , la classe de diviseurs qui contient C; .

Malntenant d'aprés la proposition 12, 1'¢lément 8y - P (’\ ) (p est la pro-
jection X x T = T) définit la méme famille de classesde dlviscurs que O, et pour le

diviseur D; = P (C ) dans la classe 0 - P *( Ai j (D -p (C ) est défini

et mul. Donc ltassertion est demontree et nous supposons qu'un tel choix de Oi
i €I, est falt. haintenant les restrictions de 6, et 0, a X x (’I‘ ﬂT )
définissent les mémes familles algébriques de classes de diviseurs et donc

dtaprés la proposition 12, 01 -0, = p*(‘;}ij) dans X x(Ti ﬁTj) ol /Aij
est un é1lément de @(X x (Ti N T,)) « Par conséquent on a
(9 - O ) "':] (p (A )) 1 dans (Ty ﬁT ) o Mais en a aussi, d'aprés
Xe
*
lecho:.xde {91}1619 (D -D)—O dans TiﬁTj.Comme

*(D -D)Nj (0, -@) dens TmTJ,:.ls‘enSu:Lt P4y =0 ; dono dans
%
l'1ntersectlon X x (T n T ) 1les restrictions ds 6, et O, sont égales

(i.e. les restrictions de Di et Dj 3 X x (T 2 T ) sont équivalentes).
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Soit fij une fonction rationnelle dans X x (T NT,) telle que

Di—Dj=d1vfij dans Xx('l‘ ”\T).Comme j (D) et J (D) sont nuls
% %
dams X xT; et XxT, reSpectlvement, fij(z)jx est réguliére st. inversible
(o] .

dans T, NT oisi - S . i

1 j* OnApeut choisir flJ de telle sorte que fij CDij soit la
constante 1, sinon on prend au lieu de £15 9 fij/(fij()jx ) o P « Avec cs
choix de f,, pour chogus (1, J) €I xI, onadans X x (T, mTj 0T ,

—D + D..-' Ll - = «® . i
(Di j) ( 3 Dk) + (Dk Di) 0, donc g, 15k £, ka fkl est une fonction

réguliere et inversible dans X x(Ti N Tj f\Tk) avec 1a propriété, gijkcg}jxo =1

Muis comme X est compléte, 8 5k est constant sur chaque X x t ,

t eT f\Tj (\Tk o Par conséquent 8 5k = h:.ij op ou h, est une fonction

i ijk
régulidre dans T, N Tj NT, «0na (gijk C)Jxo) 0P =8y = 1 ; done
fij fjk foq =1 dans X x (Ti f\Tj fka) pour chaqus (1 , j , k) € I xI x1I .
Maintenant il est facile de trouver des fonctions rationnelles {fi§ e SW
X x T telles que f 1 = f, /f dans X x (T f\T ) « Si on pose Di = Di—div fi
dans X x T, Di est un d1v1seur dans la classe 0; ot les diviseurs Di se
recollent en un diviseur sur X x T tout entler et donc déterminent ©O e'“?(X x T)
qui définit la famille algébrique de classes de diviseurs 1Ft{ £ €T Ie théorems

est donc démontré.

REMARQUE. — Si X et T sont non-singulidres, le théoréme est bien évident,
puisqu'on peut prolonger le diviseur Di dans X x Ti en un diviseur D sur
X x T tout enticr (c'est une conséquence facile de la proposition 10, exposé 4 ).
Si © est 1la classe qui contient D , d'aprés le théoréme de continuité
(corollaire, théoréme 4), la famille algébrique de classes de diviseurs définie

par © coincide avec la famille lFtJ £ eT ®

6, Un théoréme de descente.

Soit {Dt,s greqr (respe (Fiij greq) wme famllle algébrique de diviseurs
(resp. famille algébrigue de classes de diviseurs) sur une variété X paramétrés
par une variété T! o Soit g: T'—T un morphisme de T' dans une variété
T . Les théorémes qui donnent les conditions sur la femille §Dt;§ &1 €T
(resp. (Ft,} t'E.T') pour que ce soit 1l'image réciproque par g d'une famille
algébrique de diviseurs paramétrée par T (repp. une famille algébrique de
classes de diviscurs) s'appellement les "théorémes de descente"., Dans le langage
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de diviseurs définis sur les corps, ces théorémes sont reliés avec les théoremes
qui donnent les "Crtéres de rationnalités" (Chap. III, [1]). Ici on va donner
un théoréme_de’descente pour les cas ou T' est un revétement séparable sur T .

THEOREME 6. — Soient 1Dt§ LeT Une famille algébrique de diviseurs sur une

variété X paramtrée par une variété T et (T, g) un revBiement non-ramifié (3)

sur une variété normale S . Supposons Dy =D, si g(t=g(t,) 5 alers il existe
: ‘ 1 2

une famille algébrique de diviseurs {E 4 sur X paramétrée par S telle

Sf&SéS
que, la famille {Dti soit 1l'image réciproque de la famille iE S par
le morphisme g o '

tel

On peut se ramener au cas Ou (T ’ g) est un revitement non-ramifié galoisien
sur S . En effet soit (T' , h) 1le revitement galoisien non-ramifié associé a
1(T , g) (cf. paragraphe 1, exposé 1, [47]) ; alors on peut mettre h sous la
forme h=gop, ot (T' , p) est un revétement non-ramifié sur T (efe. loce
cite)s Si i (t')’ grem oSt 1'image réciproque de la famille {D } TR
le morphisme p , on a D plt)) = p(té) si h(t]) =h(tl) -

Done la famille (t‘)\ grepr Satisfalt aux hypotheses du théoréms'et si
cette famille est l'Jmage réciproque par h d'une famille algébrique iEéS g €8
paramétrée pgr S on voit que la famille lDt' gt €T est l'image réciproque de
la famille {ES} s€ S par le morphisme g . Donc on suppose que (T, g estun

revltement non-ramifié galoisien sur S .

Soit G 1le groupe de galois du revétement (T , g) . Si g : Xx T—=>X x9S
est le morphisme défini par (x, t) = (x, glt)), (XxT, gl) est aussi
un revltement non-ramifié galoisien et on peut identifier G avec son groupe
de Galois. Donc G opdre sur X x T sans point fixe et la variété quotient est
X x S ; en particulier si une fonction rationnelle sur- X x T est inveriante
par G , elle vient d'une fonction rationnelle sur X x S (paragraphe 1, exposé 1,
[4]). Ie groupe G opére aussi sur les diviseurs sur X x T . Soit D 1le di-
viseur de définition de la famille LD 1 tep ¢ Pour chaque o€G, ¢-(D) défi-
nit aussi une famille algébrique de diviseurs i(<y(D))t} tET paramétrée par
T et d'aprés 1l'hypothése, G(D) D, pour chaque t €T . Donc d'apres le
théoréme 1, 6(D) =D pour chaque oceG .

A(B) Voir l'appendice & la fin de cet €XpOSE «
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Soient (x_ , s) unpoint de X xS et (x , t) s eeey (x tm) les
points de X x T qui sont au-dessus de (xo , 8) «Pour chaque (xo , ti) i1y
a un L-;,fi’c G tel que 6'i(XO s tl) = (Xo ’ ti) . Ltimage réciproque d'un ouvert
affine par g est affine (paragraphe 1, exposé 1, [4]) et par conséquent tous
les points (xO ’ tl) y oo s (xo ’ tn) apparticrnnent & un ouvert affine. Donc
d'aprés la proposition 10, il existe une fonction rationnelle U sur X x T,
telle que u soit une fonction de définition de D , en chaque point
(xo ’ tl) g soe (xo , t.n) . Comme 5(D)=D, ¢ (u)/u est régulidre et in-
versible dans un voisinage de l'ensemble fini (xO s b)) s eee (xo s tn) . On
va trouver une fonction ratiomnelle v sur X x T telle que ¢a(v) =v et v
st une fonction de définition de D en chaque (x t1) 5 eee (xo , tn) .
On cherche v sous la forme v = Trace(u.z) , o & est une fonction rationnelle
sur X xT. D'eprés la proposition 10, on peut trouver une fonction rationnelle
z tells que 2 soit réguliére dans un voisinage affine contenant
(x, » t) s eee s & tn) ot prenne la valeur 1 en (x_ , t,) et O en

(%, » t)) 5 eee 5 (x5 %) o Maintenant

Tr(uz) =Z s(u) . 6(z) =2 + < (:é‘}-)- « 5(2))

u u 64 identitd

ona =z(x_ , t)=1 et o(2) (x,, t,) = 0 pour 6 # identité d'aprés le

choix de 2z « De plus -(—"-(-E—?- est réguliére en chaque (x » by) s eee s (X tn).

Donc _T_I_'_%I_Z_l est réguliére et inversible en (x0 , tl) 3 dc méme fagon elle
est régulidre et inversible en (xO ’ t.z) y oos o (xo , tn) . Donc si on pose

v = Tr(uz) , 6 (v) =v pour tout §€G et v est une fonction de définition
ds D en chaque (x » tl) g eee s (x0 ’ tn) . Comne la variété X x S est

la variété quotient d¢ X x T par G, v s'identifis avec une fonction ra-
tionnelle sur X x S . Done on peut trouver pour chaque point (x,8) €eX xS
une fonction rationnelle v sur X xS telle que v® g est une fonction de
définition de¢ D en tous les points d¢ X x T qui sont au-dessus de (x, 8) 3
et 11 est évident qu'il existe un diviseur E sur X x S pour lequel en chaque
point (x , s) € X xS 1la fonction v est une fonction de définition. On a

g:(E) =D et si %Esj) s¢s est la famille algébrique définie par E., la
famille ~lgébrique {.Dt'g teq ©5b 1'image réciproque de la famille § E§ ges
par le morphisme g ¢ T —3S .



526

REMARQUE. - Soient (27 , g) un revltement non-ramifié galoisien sur une variété
normale Z et D un diviseur sur Z' invariant par le groupe de Galois
ds (2' , g) . Dans la démonstration du théor&me, on a prouvé en fait que D
provient dtun diviseur de Z .

COROLLAIRE, - Soien ‘LB_bg unc famille algébrique de diviseurs sur une varié-

= —

té X paramétrée par unc variété T et (T, g) un revétement séparable sur

une variété S o Supposons que D, =D si glt) = g(t,) o Alors il existe

un ouvert non-vide S ds S ot Sne fasille algébrique de diviseurs {ES} ses
o

sur X paramétrée par S_ tels que la famillc algébriqus {Dt} (T

o)

t,eTo

1'inage de SO par g) soit 1'image réeiproque de {E par lec morphisme

7
sl ses
o)

g' e To--brSO s £° d&tant la restriction de g a To o

51 (T, g) est un revétement séparable de S, on voitqu'il existeun ouvert normal
non-vide S  de S tel que la "restrictin" de (T , g) & S soit non-remifide
(efe II, Chap. VI, [2])c Donc, d'aprés ls théoréme 6, 1l¢ corollaire s'ensuit

immédiatement .

-~ \
THEOREME 7, - Soient X wune variété compléte, {Ft} une famille algébrique ds

classes de diviseurs sur X paramétrée par une variété T st (T, g) un

rev@tement non~ramifié sur une variétdé normalec S . Supposons que F, =F, si
1 2
g(tl) = g(tz) 3 alors il existe mne famille algdbrique de classes de diviseurs

ng seg Sur X parauétrés par S , telle qus la famille algdbrique

iFt} £ €T soit 1l'images réciproque de la famille {GS’} geg Por le morphisne
g .

On a une fmnille{(‘rs}s ¢g des classes de diviseurs sur X paramétrée par S

: _ . , . ¢ X
telle que F, = Gg(t) o Il s'agit de montrer que la famille 1GS} est

8e S
algébriqus. Comme dans le théoréme précédent on peut supposer que (T, g) est
galoisien sur S 3 soit G 1e groupe de Galois de (T , g) » Si

g ¢ XxT—=>XxS désigne le morphisnc défini par g x, t)=(&, g(t))
(XxT, gl) est un rev8tement non-ramifié galoisien sur X x S et son groupe
de Galois peut €tre identifié avec G . Soit 8, un point de S et to

un point de T au-dessus ds S, ° Alors on peut trouver un voisinage ouvert
T de t  avec la propriété suivante : si © st un élément de & (X x To)
qui définit la famille algébrique f(t) , t €T, il existe un diviseur D
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dans la classe © telle que supp (D) M (x  x T)= @ pour chaque o € G st
un X, € X . D'ailleurs en utilisant le thdoréme 3, on peut supposer que To

est choisi de telle sorte que ¢ (D) = D st principal dans X x T, pour cha-
que 6 €G . On pose 0(D) -D::div(uo.) , 6§€G.

“Vu la propriété supp o (D) N (xo x To) =¢, 5¢G, u.  est régulidre et
non nulle en chaque point de X, % TO ¢t on normalise us de tel fagon qu'elle
prenne la valeur 1 sur X, x To « Corme X est compléte, cette normalisation
3 cause de la propriété

est unique. On vérifie que u =6 (u_C).u

o 6

(6 (D) = € (D)) + (¢(D) = D) =glu e, .

Donc, en vertu du théordme 90 de Hilbert, il existe unc fonction rationnelle v

sur XxTO telle que —6-—‘5‘12-=u et si onprend D' =D -divv, ona

6 (D') =D pour chaque § € G o Maintenant (T, go) (go restriction de g
a TO) est un revétement non-ramifié galoisien sur g(TO) qui est un voisinage
ouvert de s . Donc d'aprés le théoréme précédent, D' est l'image réciproque
d'un diviseur E sur X x So « Lo famille algébrique de classes de diviseurs
définie par 1'élément de @ (X x So) qui contient E coincide avec

1 n fa $bri b2
{GS_) se S, « Donc la fomille {GSE g¢es est algébrique dans S et de méme

fagon pour un voisinage ouvert de chaque s¢S . Par conséquent la famille

GS} ges ©5t algébrique et le theoreme est démontré.

COROLLAIRE. - Soient X une variété compléte, P, une famille algébbique de

classes de diviseurs sur X paramétrée par une variété T et (T , g) un

rev8tement séparable sur une variété S . Supposons F,G1 = Ft? si

g(ty) = g(t,) ; alors il existe un ouvert non-vide S =~ de S et une famille

algébrique {Gs} s€s de classes de classes de diviseurs sur X paramétrée par
0

S, telle que la famille algébrique {Ft‘} . soit 1'image réciproque de
o

1 /, .
{Gs}sfs par g, ( To est 1'image réciproque de SO par g et g, est la
restrictionde g & T .

Le corollaire est une conséquence imnédiate du théoréme comme il existe un
ouvert non-vide So de S tel que la restriction de (T , g) a SO soit un

rev8tement non-ramifié.
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COROLLAIRE 2, - Avec les mémes motations et hypothéses que dans le corollaire 1,
supposons en plus que X et S sont nonn-singuliéres.“ Alors on peut prendre
SO =3 , '

Corme on peut prolonger un diviseur dans un ouvert de X x S & un diviseur
sur X x S tout entisr, on en déduit irmédintement que la famille algébrique
&G"s ses_ peut &tre prolongde comne une famille algébriqus des classes de

diviseurs lG 25 seg Sur X x S tout cntier, En appliquant le théoréme 4, on
obtient que la femille zF 7, & er
{G % geg par la morphisme g .

est 1'inage réciproque de la famille

APPENDICE

La définition des morphismes non ranifiés donnée dans [ 5] n'est pas équivalente
4 celle de [2] ¢ un morphisme qui est non ramifié au sens de [ 5] l'est aussi au
sens de [R] , comne on le voit irmédiatenment, nais la réciproque n'est pas vraie
+ en général. Dans la démonstration du théoréne 2 du présent exposé, on établit que
p; st non ramifié au sens de [2] ; sachant que p; ost un revétement bijectif,

il en résulte encore que p, enun isomorphisme au moyen du résultat suivant @

Soient X une variété, (¥ , £f) un revltenent de X et y un point de Y
tel qus f soit non ramifié (cu sens de [2]) en y ; soit X = f£(y) « Si
Fr(x) = {y} , il y a un voisinags ouvert V de¢ y dans Y tel que f induise

un isomorphisme de V sur un voisinage ouvert de x .

Le cohomomorphisme ¢ de f induit un iscmorphisme de 1l'anneau local o (xp
sur un sous-anncau ©'(») de l'anneau local o (y) de y ; il suffit de mon-
trer que ¢ (x) = @(y) o Comme y est isolé dans £ (x) , on sait, par le
théoréme principal de Zariski, que c(y) est l'anneau local d'un idéal premier
" maximal 1t d'un apncau W qui contient ©(x) et qui est entier sur '(x) .
Or my est le seul idéal premier maximal de Y « En effet, si ' est un idéal
premier maximal de ¢, m' contient 1'idéal premier maximal ?'(x) ds
¢o(x) sOna ¥/m' =K, et il y a unc assignation I du corps des fonctions
sur Y qui prolongs immédintement 1llapplication T —> /', Comme .f£ est
prépre, ily a au noins un y' € Y tel que § soit compatible avec l'assigna-
tioﬂ associde & y' ([R], théoréme 5, chap. IV, paragraphe III). Comme le
noyau de 3% contient ;p(x) sona f£(y')=x, d'ot y' =y . Come o(y) est
1'anneau local de ™ et comme g prolonge l'application Y —> v/ , 11
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en résulte que ™ = M, I1 résulte de 13 que Y* ost déja un anneau local, donc
qus ¥ = 2(y) « Coome f &8t non-ramifié, ™ est 1'idéal de Y engendré par
\{:" (x) ;3 come = o (x) + mo'(x), il résulte du lerme de Nakayama que
oly) = ¢(x) .

Si (T , £f) est un revétement non ramifié d'une variété normale S , il y a2 un
revétement (T* y g de T telque (T', fo g soit un revétement galoisien
non ramifié de S . Pour le voir, on applique la construction de Serre donnée dans

[5]: n étant le degré de f , on considére 1'application
Pz (b 5 eee y 8) = (£(t) 5 -or, £(8))

de T dans S" 3 c'est un revétement non ramifié. Soient D 1la diagonale de

s et E une conposante irréductible de fl (0) qui contient au moins un point
(tl s soe tn) & coordonnédes toutes distinctes. Utilisant [ 27, chapitre VI,par.II,
proposition 5, on voit que E est aussi une composante connexe de fl (D) ; si H
est la restrictionde F & E, (E , H) est un revétement galoisien non ramifié
de D (on le voit comme dans [57]), d'ou le résultat annoncé découle immédiatement.
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