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DIVISEURS EN GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE (suite)

C. S. SESHADRI

Séminaire G. CHEVALLEY
E. N. S. ~ 1958/59

On va exposer la théorie des failles algébriques de diviseurs et de classes

d6 diviseurs des papiers inédits de CHRVALLEY.

1. Image réciproque d’un diviseur.

Soit 03C6 un morphisme d’une variété Y dans une variété 11 . Le cohomonorphis-

est un homomorphisme de local 0 de 03C6(Y) dans

le corps des fonctions rationnelles R(X) de ji (Chap. II, [2]). Donc, si

f est une fonction rationnelle sur X , définie et non-nulle en au moins un

point (i.e. si 03C6(Y) ~ supp div 1 ) , 03C6*(f) f  03C6 est une

fonction raticannelle non-nulle sur Y .

Soit D un diviseur sur X , tel que (supp D . D’après ce qui précède
si f est une fonction définition de D- en B.f; ,,( Y , ) y est 

.

une fonction rationnelle non-nulle sur Y . Si on désigne par D(x) 0 f ’ 1 élé-
ment d6 R* (y) /0; détterminé par f  03C6 , on vérife facilement que l’ applica-

tion y - D( définit bien un diviseur "1’ *(D ) sur Y , qu’on

appelle image réciproque de D ~~~-~:ir ,; . ~ D par

03C6 est définie si 03C6(Y) ~ supp D . On voit que le faisceau cohérent d’idéaux
fractionnaires associé 03BB .,f*(D) , considéré comme faisceau de est

l’image réciproque (au sens théorie faisceaux de nodules) du faisceau

cohérent d’idéaux fractionnaires associé à D , considéré conne faisceau de

Dans le cas où Y est une sous-variété de X , l’application

identique de Y dans x l’image réciproque de D est appelée diviseur

induit par D sur Y .

Les diviseurs D sur X tels que ’r(Y) 03C6 supp D forment un sous-groupe du.

groupe des diviseurs sur X et 03C6* est un homoT?orphismc de ce sous-groupe dans

16 groupe des diviseurs sur Y . 
’ 

.

Soit 03A8: Z --+ y un morphisme d’une variété Z dans Y et supposons que

(f oof)* (D) est défini. Alors -1/( f*(D» est défini et ..
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C’est une conséquence immédiate du fait : si f est une fonction rationnelle

sur X telle que f (~ o f) soit définie (f 0 if) est définie et

(f 0 t) = (f (z)f) ~ II, I, [2]).

On peut définir de façon analogue l’image reciproque d’un diviseur additif,
6tC.

2. Familles algébriques de diviseurs.

Une application f : T 2014~ ~ (X) d’une v’triété Ï dans le groupe des diviseurs

~)(X) sur une variété X (noté par (D, "fj )t .r ç rr) ...i. est appelle algébrique 
le algébrique de X par T, s’il existe un diviseur
D sur X)( T , tel que pour tout t 6T . -Jt soit réciproque de D

par 16 morphisme jt : X ~ X x T de fini x ~ (x, t) . On dit alors que
D est un diviseur définition E T 

On dit aussi que

le diviseur D de finit la famille algébrique (Dt)t ~ m paramétrée par T.

Pour qu’un diviseur D sur X x T définisse une famille algébrique de diviseurs
sur X , paramétrée par T , il faut et il suffit que supp D ne contienne

aucun ensemble de la forme X x t 1, t t T . Les familles algébriques de
diviseurs sur X pparaméyrées par une variété donnée T , forment un groupe de

façon évidente.

PROPOSITION 1. - Soit D une famille algébrique de diviseurs sur une variété

X , paramétrée par une variété T. Soit g : Tt ~ T un morphisme d’une

variété T’ dans T ~ alors t’.-, D g( t 1)’ est une

famille algébrique de diviseurs sur li paramétrée par T’ . D’ailleurs si

h : est le morphisme défini par (x , t’) ~(x , g(t’)) 6bt si

D est un diviseur de définition de la famille {Dt}t ~ T l’image réciproque
h*(D) est défini, et est un diviseur de définition de la famille algébrique

.

On démontre d’abord que l’inage réciproque h*(D) est défini6. Il faut

vérifier h(X x supp D . On a x T’) = X x g(7’ ) ; donc si

h(X x T’ ) C supp D , on en déduit X x t C supp D pour un t E.. T , qui donne une

contradiction 

Donc * ( ) est une famille algébrique de diviseurs

t (h*(D) ) t ’ j 1, t ’ ~ T’ 
sur X prr Tt . Pour terminer la démonstration,

il faut montrer (h (D»tt = .
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Si j et jt’ sont les applications j : jt’ :
définies respective par x ~ (x , g(tt) et x - (x , t’ ) , on a,
j = h 0 Jt, ; d’où Dg(t,) = j*(D) = ~É’ ~~~ ~ (h*(D»t, .
PROPOSITION 2 . - Soit (Dt 1 t "- m une famille algébrique de diviseurs sur une

variété X paramétrée par une variété T . Soit g : X’~X un morphisme
deminant d’une variété X’ dans X ; alors l’application t ~ g*(Dt) est une

fanille algébrique de diviseurs sur X’ paramétrée par T. D’ailleurs si h

est le morphisme h : X’ x T - X x T défini par t) ~ (g(x’ ) , t) ct
est un diviseur de définition de la famille algébrique {Dt} 

t 

l’image ré cipro que h*(D) est définie et est un diviseur do définition de la

famille algébrique 

Le morphisme h est aussi dominant et par conséquent x T) contient un

ouvert non-vide U dans X x T (paragraphe V, chap. Il, [2~]). Comme
, 

supp D dans X x T est fennec h(X’ x supp D . Donc h*(D) est défini et

de même g* (Dt) est définie pour chaque t 
1 

~T . Ensuite on montre que

h* (D ) défini t une famille algébrique de 
métrée par T et que (h*(D»t = g*(Dt) : si jt et jt sont respectivement les

morphismes X’ -4- X’ x T , j t: X"""’" X x T définis par ’,x’ ~ (x’ , t) ,
x’ et x2014~(x~ t), X " X ’ h 0 Jt = jt og et

(jt o g)(X’) = g(X’) x tt) . D’après l’hypothèse X x tt} # supp D. Donc
(h o et (Jt o g)*(D) sont définis, ce qui impolique que h*(D) est

définie et

et la démonstration est terminée. 
°

PROPOSITION .3. - Soit ~ 
une famille algébrique de diviseurs sur une

variété X paramétée par une variété T. Soient X’~X un morphisme

dominant d’une variée XI dans -X ~t. h. : T’2014~T un morphisme d’une variété

T’ 1 dans T . Alors l’application t’2014~g~(D, 1 ( t 1 ) ) est une famille algébrique de

diviseurs sur X ’ paramétryée par Tt . D’ailleurs si D est un diviseur de

définition de la famille algébrique et si h : X’ xT’-~XxT

le morphisme défini pa;r (x ’ , t ’ ) -+ ( g j (x’) ~h~(t’)) ~ h*(D) est définie,
et définit la famille algébrique {g*1(Dh} (t’ ) ) 1 tt  
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C’est une conséquence immédiate des propositions 1 et 2.

Dans les paragraphes suivante on utilise assez souvent la famille

algébrique t’ É T ’ définie comme dans la proposition 1. On l’appelle
l’image réciproque de la famille aggébrique par le morphisme

g : T’ -~T . 
’

~ , 
...

Soient ~ une famille .algébrique de diviseurs sur une
variété X , paramétré6 par une variété T et D un diviseur d6 définition de
la Si on a D. ~ 0 0) pour tous les points
t d’une partie dense de 1’ , on a D  0 (resp. D = 0) , et par conséquent

0 (resp. Dt = 0) pour tous les points t de T .

16s assertions relatives au cas où Dt = 0 pour t appartenant à une partie
dense de T se déduisent du cas où Dt 5-0 en observant que Dt = 0 équivaut
à D. ~ 0 et - Dt ~ 0 . Donc il suffit de démontrer le théorème dans le cas où

a pour t appartenant à une partie dense de T.

On montre d’abord qu"on peut se ramener au cas où X et T sont affines. Soit

(x , t ) un point de X x T ; on veut montrer que D est positif en ce point 0
Soient X 

o 
et T 

0 
des ouverts affines de X et T contenant x 

0 
et t

respectivement. Si i : Xi ~X est l’application identique de X dans X .

d’après la proposition 3, famille de diviseurs 
~ 

est une famille
o

algébrique de diviseurs sur X 
o 

paramétrée par T 
0 

et si D’est la restriction

de D à X x T , D’ est un diviseur de définition de la famille algébrique
Si D’ est positif en D est positif en

(xo ’ t ) et d’ailleurs {i*(Dt)}t~T est positif pour t appartenant à une
° ° ’ 

o

partie dense de T (comme l’intersection d’une partie dense avec un ouvert est dense
dans cet ouvert) . Donc on est ramené au cas où X et T sont affines et à partir

de maintenant on fait cette hypothèse.

On montre ensuite qu’on peut se ramener au cas où D est principal (i. e. divi-

seur d’une fonction rationnelle sur li x T ). Soit f une fonction de définition

de D en un point (x , t ) E X x T . Soit div f = D + supp D’ ne rencon-

tre pas (x , t ) . Comme X x T est affine, il existe une fonction régulière
z sur X x T , qui ne s’annule pas en to) , telle que
div z + div 0 sur X x T . La fonction c~ = fz est aussi une fonction de

définition en (x ~ t ) et div co = ~ + où 
. 

0 . Pour démontrer
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le théorème, il s’agit de montrer que C-ù est régulière en (x , t ) . Il
y a un ouvert affine T contenant t , tel que la restriction de div 03C9 à

X x T définit une famille algébrique d6 diviseurs paramétrée par T . On a

pour tous les points t où Dt ’ ° , (div 0 ; d’après l’hypothèse
c’est une partie dense de On est ainsi ramené au cas : D principal, et on
fait cette hypothèse.

On démontre maintenant 16 théorème pour le cas où X et T sont normales.

Il s’agit de montrer que, si ce est une fonction rationnelle sur X x T telle

que, pour t appartenant à une partie dense d6 03C9 soit réguliere sur

X ~ (jt est le morphisme X 2014~- X x T défini par x 2014~ (x , t)) ~ alors co

est une fonction régulière sur X x T .

Supposons que ~3 n’est pas régulière en tous les points de X x T . Comme

X x Test normals, il existe une variété polaire P de 03C9 . Alors l’ensemble des

points de P où co prend la valeur co , est un ouvert non-vide P de P.

Comme P est de codimension 1 dans X x T et pour chaque T ,
X x t ~ P , on démontre facilement que la projection de P sur T est dominante

et par suite (cf. paragraphe V, .chap. Il, [2])~ la projection de P sur T

contient un ouvert non-vide T 
o 

de T. Maintenant pour chaque t t T , la

fonction jt possède un point où elle prend la valeur C6 qui contredit

l’ hypothèse: régulière pour t appartenant à une partie dense d6 T.

Donc on a démontré le théorème pour le cas où X et T sont normales.

On va passer maintenant au cas général. Soient (X’ , g) et (T t , h) les

revêtements normaux de X et T respectivement. Comme X et T sont affines,
X’ et T’ 16 sont aussi. Soit r le morphisme r : défini

par r(x’ , t’ ) = (g(x’) ~ h(tt) . Comme le morphisme g est surjectif, d’après
la proposition 3, l’application t’ ~ est une famille algébrique de 

.

diviseurs sur X’ paramétrée par T’ et r*(D) est un diviseur de définition

pour la famille algébrique is*(D~/~B)j~ i ~, *
Soit A l’ensemble des points tels que Dt  0 . Comme le morphisme

h est surjectif, l’image réciproque de A par h est dense dans T’ .

On a aussi g~(D~/4.!~) ~0 pour et comme le théorème est démontré pour

le cas où les variétés sont normales, on en déduit r (D)  0 . Donc si
D = div ce, est régulière sur x’ x T’ , On a supposé aussi

j:div pour t é A (1.e . régulière sur X). On va montrer que

l’espaoe vectoriel V sur K engendré par les fonctions régulières 
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sur X pour t ~ A est de dimension finie. Comme le cohomomorphisme de g

(1 .6. l’application u ~R(X) (corps de fonctions rationnelles
sur X)) établit un isomorphisme de R(X) sur R(X ’ ) , il suffit de montrer que
les fonctions régulières 0 g sur t E A , engendrent un espace vec-

toriel de dimension finie sur K . Si t’ ~T’ est tel que h(t’) = t , on a

~0 l t est le défini par

x’ ~ t’) . Donc il suffit de montrer que les fonctions rationnelles

(~~)r) pour t’ ~ T’ engendrent un espace vectoriel de dimension finie

sur K . Mais comme est une fonction de définition de r * (D) qui est

positif, est régulière sur X’ x T’ 1 et peut s’exprimer sous la forme
h

u’j(x’), où 0398’j(t’) et l1!(XI) sont des fonctions régulières sur

Tt et XI respectivement, ce qui montre que l’espace vectoriel engendré par

J~ t est contenu dans l’espace vectoriel de dimension finie engendré par
i = 1 , ... ~ h . Soit donc ... , u une base de V ; alors

= u., e.(t) ~ K . On démontre d’abord que les 
J..= . 1 " 1. J.. J.

peuvent s’étendre à T comme fonctions régulières. Soit t. un point de T ;

comme j: est définie l’ensemble Xi des points x e: X tels que 03C9
1

soit définie en (x , est un ouvert non-vide de X. Comme ~ ’ ... , u sont

linéairement indépendants il est facile de voir qu’il existe ... , xm de

Xl tels que 0 . Il existe un voisinage ouvert Tl de tel

que v soit définie en chaque point de l’ensemble {xj} x Tl pour

les 0i (t) peuvent s’obtenir par la résolu-

m

tion du système d’équations linéaires = w(t , x.) . Comme les
applications t ~03C9(t , xj), (t t = 1 , ... , m) sont des fonctions

régulières sur T , on 6n déduit tout de suite que les restrictions des 0. J. à

A n Tl peuvent se prolonger en des fonctions régulières sur et deux

tels prolongements sont identiques puisqu’ils coïncident pour une partie dense de

Comme tl est un point arbitraire les 9~(1 ) peuvent se prolonger

en des fonctions régulières sur T tout entier, que nous désignons encore par
m

S: . Soit 03C9o la fonction régulière L 9 (t) u.(x) sur X x T . Si V est

l’ensemble de définition de 03C9, ou - 03C9o prend la valeur 0 sur l’ensemble

(X x A) 1 V qui est dense dans V ; donc 03C9 = Ceci démontre que ú...) est

régulière sur X x T et la démonstration du théorème est terminée.



5-07

REMARQUE. - On observe que si X est normale, la démonstration du théorème se

simplifie notablement.

COROLLAIRE 1. - Pour une famille algébrique de diviseurs sur une variété X pa-

ramétrée par une variété T , il n’y a qu’un seul diviseur de définition sur

X x T .

La démonstration est immédiate

COROLLAIRE 2 . (Théorème de continuité pour une famille algébrique de diviseurs).
Soit une famille algébrique de diviseurs sur une variété X para-

métrée par une. variété T . Alors l’ensemble des points 

est formé. et il en est de l’ensemble des points t ~ T .,.2ii 0 .

. Comme dAns la démonstration du théorème 1 , il suffit de démontrer que l’ensemble
E des points t E T où D. ~0 est fermé. Soit E l’adhérence de E dans

T et El une composante irréductible d6 E o Alors E est dense dans

El 6t la restriction d6 la famille T à El est une famille algé-

brique de diviseurs paramétrée par E. et pour t ~ E Dt  0 . Donc
d’après le théorème, Dt  0 Pour ce qui implique E::&#x3E; El . Par
conséquent E contient toutes les composantes irréductibles de E . Donc

E ==E’ et le corollaire est démontré.

De la même manière, on peut définir les familles algébriques de diviseurs

additifs et démontrer des propositions analogues.

Les familles algébriques de diviseurs sont reliées avec les diviseurs définis

sur une extension du corps de base K. D’après le théorème 1, le groupe des

familles algébriques de diviseurs sur X paramétrées par une variété donnée

T s’identifie avec un sous-groupe du groupe des diviseurs sur X x T . Disons

que deux diviseurs Dl et D2 sont équivalents si D2
provient d’un diviseur de T ; alors une classe pour cette relation d’équivalence

est un diviseur sur X défini sur le corps R(T) de fonctions rationnelles

sur T . Pour ce point de vue, voir (Chap. III,

3 , Diviseurs additifs associés à une famille algébrique de diviseurs (multipli-

catifs ).

Soit une famille algébrique de diviseurs (multiplicatifs) sur

une variété X , paramétrée par une vtriété T et soit D son diviseur de

définition sur X x T . Pour chaque vecteur tangent L sur T en un point t
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de T , on va définir un diviseur additif sur X . Désignons par L 
x 

le vecteur

tangent sur X x T en (x , t ) qui est l’inage de L par la différentielle

du morphisme jx : T ~ X x T défini par t ~ (x , t ) . Soient u UIl6

fonction de définition de D en (xo , t ) et U l’ouv6rt non-vide des points
x ~X , tels que u soit régulière ct inversible en {x , t ) . Considérons

1 t application x ~x u(x,to) pour x E U . C’est une fonction régulière dans U ;

en effet pour démontrer c6ci on peut supposer que X et T sont affines et

alors, étant donné y ~. U , u peut S6 mettre sous la forme u =..l.. où u 6t

u2 sont des fonctions régulières sur X x T , 

L ~u )
Donc pour montrer que x , t 0 -- est régulière dans U , il Est suffisant do mon-

tror quE L (u) Est régulière dans X, pour une fonction régulière u sur
x

x x T . Dans ce cas, u s’exprime sous la forme p. (x) q, (t ) où p. (x)
st q (t) sont dos fonctions régulières sur X Et T respectivement. Alors

où L(q.(t)) sont des constantes et donc est une fonction régulière fur
X x T .

L (u)
Puisque b est une fonction régulière dans U , on peut la compléter

comme fonction rationnelle sur X , et on la désigne par la même notation. Si v

est une autre fonction de définition de D en (x , t ) . 2014 est régulière et
o " o v

inversible en (x , t ) et d’après ce qui précède~ 
,

est régulière en (x , t ) .
L(u) 0 0

Donc détermine un élément 03C6(xp) de R/0 
o 

et l’application

f : X ~ R/0 ainsi obtenue définit une section du faisceau donc un

diviseur additif sous la t ~T ~ ~~ *
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..

Supposons d6 plus T non-singulièrre. Soit T l espace fibre des vecteurs

tangents sur T B) Alors on peut démontrer facilement que l’application
L -+ AL ’ où L E.. T . et AL::: - t e-T ’ L;: est une famille algébrique
de diviseurs additifs sur X paramétrée par T . Il en résulte que, si S
est une section régulière de (i ,,6’ 0 un champ d6 vecteurs tangents), on peut
associer à S, une famille algébrique de diviseurs" addtifs paramé-

trée par T de la façon suivante; on pose At::: t ::.T’ 
obtient ainsi pour chaque champ de vecteurs tangents sur T, un homomorphisme
du groupe des familles algébriques de diviseurs (multiplicatifs) sur X parâmes

trées par T dans 16 groupe des familles algébriques de diviseurs additifs sur

X paramétrées par T G Cet homomorphisme est relié avec celui de CARTIER dans

sa thèse; où il définit pour chaque dérivation d’un corps kt sur k, un homo-

morphisme du groupe d6 diviseurs (multiplicatifs) définis sur kt dans 16 groupe

de diviseurs additifs définis sur k! (Chap. III, [1]).

PROPOSITION 4" .- Soient {Dt} t fT 
une famille algébrique de diviseurs sur

une variété X paramétrée par une variété T et g : T’ ~ T un morphisme

de T’ dans T 0 Alors pour la famille algébrique de diviseurs {~g (t t )1 t’ 

(cf. prop. 1) sur X paramétrée par on a

où L’ sst un vecteur tangent à T’ en t’et L le vecteur tangent à T

en g(t’), qui est l’image de L’ la différentielle du morphisme g 0

Soit D le diviseur de 16 morphisme la famille t Dt} t ET 
1&#x3E; 

Si g(t’ ) )h: X x Tt ~ X x Test 16 morphisme défini par (x, t’) ~ (x , g(t’»

d’après la proposition 12 h*(D) est le diviseur de définition de la famille
t Dg(t,) 1 ti E TI 0 Si àx et ài sont 16S morphismes ix : T ~ X x T et

T’ - X x T’ définis respectivement par t -+ (x , t) et t ’ - (x , t’ )

6t xi On pose Lx = dixL&#x3E; , Li = di&#x26;L’&#x3E; , °n a dh(L’x) = Lx . DOnC 2i v est

une fonction rationn611e su± X x T qui est régulière en (x , g(t ’ ) ) , on a

LI (v 0h) r2 L (v) 0 Soit u une fonction de définition de D en (xo , g(t’» "
u 0 h est une fonction de définition de D’ en t’ ) 1&#x3E; D’après’

ce qui précéde L’x (u Q h) = L (u) pour chaque. x é X tel que u soit régulière

en (K , g(t’ ) ) et l’ensemble de ccs points cst un, ouvert non-vide de X 0 DOnc

= Lx(U) , comme fonctions rationnelles sur X 1&#x3E; ceci entraîne
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immédiatement

Une famille algébrique de diviseurs {Dt}t~T sur une variété X paramé-
trée par une variété T , est dite injective si, pour tous (tl ’ t2) ET x T ,

t2 ’ famille algébrique est dite infinitési-

malement injective en un point t E T si, pour tout vecteur tangent non-nul L

à T en ta, le diviseur additif ::. l Dt1 t~T, L&#x3E; est non-nul. La famille

algébrique T 
est dite infinitésimalement injective si elle est infini-

tésimalement injective en tout point de T" Si T est non-singulière et si la
famille algébrique est infinitésimalement injective en un point
t 
o 

&#x26; T , on peut démontrer d’après le théorème de continuité pour les diviseurs
additifs (l’analogue du corollaire 2, théorème 1 pour diviseurs additifs) que
cette famille est aussi infinitésimalement injective .n chaque point d’un voisi-

nage de t dans T .

PROPOSITION 5. - Soient ~ une famille algébrique de diviseurs sur
une variété X paramétrée par une variété T et g : T’ 2014~- T un morphisme

qui est non-ramifié en un point t t 6T’ . (Voir chap. VI, [2] pour les mcrphis-
mes non-ramifiés). Si la famille algébrique est infinitésimlament

injective en g(t’ ), la famille algébrique ~m 
est aussi infinitési-"

malement injective en t ’ . En particulier si {D.~ 4-~rp est infinitésihalement

injective et si g) est un revêtement non-ramifié sur T , la famille al-

gébrique est aussi infinitésimalement injective.

Comme la différentielle dg de g est une application linéaire injective de

l’espace tangent à Tt en t’ dans l’espace tangent à T en g(t’ ) , la
démonstration est immédiate d’après la proposition 4 .

THÉORÈME 2. - Soient t ET familles algébriques
de diviseurs sur une variété X paramétrées par deux variétés T 6t S respec-

tivement. Supposons que ..

i. S est complète

3i. la famille algébrique .. ~S 
est injective et infinitésimalement

jective.
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iii. pour t appartenant à une partie dense A d6 T , le diviseur Dt est

égal à un E . Alors il existe un morphisme g : T ~ S tel que la famille

algébrique {Dt}t~T soit égale à la famille t l’image réciproque
d6 le morphisme g 1).

L’application (t , s) --?’ E est une famille algébrique de diviseurs
. u s

sur X paramétrée par T x S . Donc, d’après 16 théorème de continuité pour les
familles algébriques de diviseurs (Corollaire 2, théorème 1 ), l’ensemble r des

points (t , s) ~ T x S tels que Es = 0 est fermé. Soient p , q les

projections de T x S sur T et S respectivement. D’après l’hypothèse,
p( r) est dense dans T ; par conséquent il existe une composante irréductible

ri de r telle que p( r1) soit dense dans T . Puisque S est complète, la
projection p est une application fermée; donc p(r1) = T . Maintenant comme
la famille {Es}s~S est injctive, pour chaque il y a un et un seul
s é S tel que Dt = donc l’application de r sur T induite par la projection
p est bijective et comme p( r1) = 0393, on a 0393=03931. Soient et

les morphismes induits sur r par p et q respectivement. Le

morphisme Pl est propre et bijectif, donc ( r , est un revêtement sur T 0

On va montrer que ( F ~ Pl) est un revêtement non-ramifié sur T ; ceci
entraînera que Pi est un isomorphisme (en vertu du paragraphe 1 , exposé 1 ,
[4J) 6t en posant g = q1 o on obtient le morphisme g : T 2014~ S ~.vec

la propriété requise ( ).
On remarque d’abord que les deux familles algébriques de diviseurs sur X

{Eq1(03B8)} 03B8~0393 et {Dp1(03B8)}03B8~0393 , les images réciproques par les morphismes

Pl et ql respectivement, sont identiques, en effet elles sont identiques pour 0

appartenant à une partie dense de r (l’image réciproque de A par et par

conséquent elles sont identiques d’après le théorème 1. Soit (t , s) un point
de r et supposons qu’il existe un vecteur tangent non-nul L en (t , s) tel

que == 0 ; grâce à cette condition, L peut s’écrire sous la forme

dit) % &#x3E; " L où Li et un vecteur tangent non-nul sur S en s

S 2014~ T x S est le morphisme défini par s - (t ; s)) . Maintenant,
en appliquant la proposition 4, on a

~ ~ Voir l’ append,ice à la fin de cet exposé.
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et

Il s’ensuit que s ~ S &#x3E; = 0 , C6 qui contredit l’ hypothèse que la
famille sOt S est infinitésimalement injective. Donc (dP1 )(L) f. 0 , et
on obtient que le norphisiiie Pl est non-ramifié. Comme expliqué plus haut ceci
termine la démonstration du théorème .

4* Famille algébrique de diviseurs principaux.
Pour étudier les familles algébriques de diviseurs principaux on a besoin

d’étudier les familles algébriques de diviseurs paramétrées par les espaces
projectifs. ’

Soit pd l’espace projectif de dimension d sur On peut représenter
chaque point de P par un vecteur (Â 0 ’ ... , t.. d) ~~ ~(0)~ à une
homothétie Près . Soient X une variété et ... , (d + l) fonctions

rationnelles sur X , qui sont linéairement indépendantes sur K . Alors

l’application (03BBo , ... , ÎBd) - div (03BBo f + ... + 03BBd fd) définit une appli-
cation de P dans le groupe de diviseurs sur X . 

’

PROPOSITION 6. - L’application (7B ~ .- ~ 7BJ ~ div (7B f + ... + ~ f )
définie ci-dessus, est une famille algébrique de diviseurs principaux sup X

paramétrée par p . ’.

Soit Ui l’ouvert affine de P défini par 03BBi ~ 0 . Les i == 0 , ... ,d
forment un recouvrement canonique de P d par des ouverts affin6s. Si 

désigne la fonction rationnelle

sur X x Pd , on a F./F.== qui est régulière et inversible dans

X x (Ui’’B U. ) * Donc il y a un diviseur D sur X x pour lequel, la. fonction

F. est une fonction de définition dans X x Ui et la famille algébrique de

diviseurs sur X paramétrée par pd pour laquelle D est le diviseur de

définition est exactement la famille définie par l’application
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. Si f ... , f sont (d + 1) fonctions rationnelles sur une variété X ,

lineairement indépendantes aur K , la fanille algébrique paramétrée par P ,
définie comme ci-des sus, est appelée la famille linéaire définie par

’" ’ °

PROPOSITION 7. - Si X est une variété complète et si fo , ... , fd sont

(d + 1) fonctions rationnelles sur X , linéairement indépendantes sur 

famille linéaire définie par f , ... , fd est injective et infinitésimalement

injective.

Pour une fonction rationnelle non-nulle f sur X , div f = 0 si et seule-

ment si f est régulière et non-nulle sur X . Puisque X est conplète, ceci

équivaut à dire que f se réduit à une constante non-nulle. Donc

implique que (03BBo, ... , 03BBd) et ( o, ... , d) différent par une honothé-

tie , ce qui démontra la première assertion.

Soit L un vecteur tangent non-nul à P en un point ~ ~- P * ~ P~ut
choisir les coordonnées de Pd do telle façon que Uo et 

, 

est défini

par 03BB1 = ... = A, = 0 . Donc les fonctions rationnelles

sur ’ forment un système de paramètres en t o e Soient

’ 

Q B~ ~B i B
Comme pour la famille algébrique en question, div(fo + 1 03BBof1 + ... + d 03BBo fd)

est le diviseur de définition dans X x Uo , le diviseur additif

~... ~ ~ ~ ~ ~.~ ~ )~pd’ P~

la fonction 03B11 f1+...+03B1dfd fo. Puisque fo , ... , fd sont linéairement

indépendantes, la fonction 03B11f1+...+03B1fd f n’est pas constante, et comme X

o

est complète, possède au moins une singularité sur X . Donc le diviseur additif

sur X défini par 03B11 f1+...+03B1dfd f est non-nul, ce qui démontre que la
o
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famille algébrique en question est infinitésimalement injective.

COROLLAIRE. - Soient X une variété complète, D un diviseur sur X et

f 0 ’ ... , (d + 1 ) fonctions rationnelles sur JX 3 linéairement indépen-
dantes sur K 0 Alors l’application

est infinitésimalement injective.

La démonstration est immédiat d’après la proposition 70

On va démontrer maintenant que deux diviseurs appartenant à une famille algé-
brique de diviseurs sur une variété normale paramétrée par la droite affine ou
un ouvert de la droite projective sont toujours équivalents. 0 Pour cela, on a

besoin de la proposition suivante :

PROPOSITION 8. - Soient X hic variété et T une variété nornale . Si D est

un diviseur sur X ~ supp D C. X x S  où S est une partie fermée

~ de T , on a D = p*(C ) , où C est un diviseur sur T et p : 

est la projection de X x T sur T .

On observe d’abord que D détermine une fanille algébrique de diviseurs
sur T paramétrée par X . Si on désigne par R(D) le faisceau

cohérent d’idéaux fractionnaires associé à D (voir exposé 4, paragraphe 3 ),
(grâce àprop. 6, paragraphe 1 , exposé 4) il existe dos entiers positifs k et

1 , tels que g{ (D) C O(X x T) et (1XxS) £. #(-D) G 0 (x x T) 
désigne le faisceau cohérent d’idéaux de 0(X x T) défini par X x S ) . Donc pour
chaque on a a 0 (x ) et 18 J’(- Dx)’ C O(X) .

On a aussi supp D CS pour chaque x  X et par conséquent on peut supposer
que S est de codimension 1 dans T ; en effet si S est de codimension :&#x3E;1 ,
puisque T est normale, D = 0 pour chaque x f X , donc d’après le théorème 1,
D = 0 6t il n’y a rien à démontrer dans ce cas. Soient ... , S les

r 
i r

composantes irréductibles d6 S S. 16 cycle associé à D .

D’après la propriété Iks F(D ) et Ils F(- Dx) c.. 0(X) qu’on vient de

démontrer, il n’est pas difficile de démontrer que jn.(x)) (  a où a est un

entier ppsitif qui ne dépend pas de x. Ceci implique d’après la proposition 9,
paragraphe 3, exposé 4;. qu’il n’y a qu’un noubro fini de diviseurs distincts

D , ... , D , parmi la famille {Dx} x~X. Soit Ei , l’ensemble
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des points x 6- X . tels que D = D ; d’après 16 corollaire 2, théorème l~
E est fermé pour i = 1 , ...X, k = E. pour

un j paroi 1 , ... , k ; ce qui démontre D =D pour chaque 
o x x.

. 

*( ) 
" 

, 

t,posant D 
x. 

== C , on obtient D = et la proposition est démontrée.

PROPOSITION 9. - Soient X une variété normale et V un ouvert de la droite

projective. Si est une famille algébrique de diviseurs sur X pa-

ramétrée par V, on a pour chaque t2&#x3E; ’l V x V, Dtl 
~~ 

REMARQUE. - La proposition 9 n’est plus vraie si X n’est pas normale, nais on
verra (prop. 13) que dans le cas où V est la droite projective toute entière,
elle est vraie sans supposer X normale.

Etant donnés deux points de V , il y a un ouvert affine qui les contient ;
donc on peut supposer que V est un ouvert de K. Soit 

° 

D le diviseur de défini-

tion de la famille {Dt} t~V et 9f un espace fibre vectoriel de rang 1 associé
à D (paragraphe 3 , exposé 4). 

Si on localise par rapport au corps des fonctions rationnelles sur X , on
obtient un espace fibre vectoriel ~ de rang 1 sur V nais défini sur le corps
de fonctions rationnelles R(X) de X .

On sait que F’ est trivial ; ceci veut dire qu’il y a une section rationnelle
f de l’espace fibre vectoriel F sur X x V , telle que f soit régulière et
non-nulle en chaque point en dehors de Y x V où Y est une partie fermée de

X , X . Soit E le diviseur représenté par la section f 

et supp E CY y V . Donc d’après le proposition 9, E = q*(C) où C est un

diviseur sur X et q est la projection q : X x V 2014~ X . Ceci implique : si

.-y 
est la famille algébrique sur X paramétrée par T pour laquelle E

est le diviseur de définition, on a Et pour chaque couple d’éléments

~:V.Ona aussi ~ Dt. Donc Dt pour chaque couple d’éléments

t , s ~ V et la proposition est démontrée.

( ) Il est facile de voir qu’un diviseur D représente une section rationnelle
non-nulle d’un espace fibre vectoriel associé à D. Réciproquement une section
rationnelle non-nulle d’un espace fibre vectoriel 3~ de rang 1 représente un
diviseur D tels que la classe des espaces fibres vectoriels équivalents associée
à D contienue F. Deux sections rationnelles non-nulles de définissent
les diviseurs qui sont équivalents.



5-16

Avant de donner le théorème principal do ce pu va démontrer U1l0

proposition que peut-être on a utilise dans des situations bien particulières .

PROPOSITION 10. - Soient Z une variété affine et ~é2 un espace fibre vecto-

riel de 1 sur Z . Alors, étant donné un ensemble fini Y de points
... , y de Z , il existe une section régulière de  qui 

en chaque point de Y .

Soit le faisceau des geraes de sections régulières de V. Soit L y
le faisc6au’cohér6nt d’idéaux do 0(Z) défini par Y . On a la suite exacte

o % tS» ~ 1r (Y) ~ ~(~)/~.F~) -~ 0
et comme Z est affine on en déduit la suite exacte suivante (exposé 2, ou

paragraphe 3 y chap. II, [4J)0 
’

Donc chaque élément de peut être relevé conne un élé-

nent de Ho(Z, F(V)). Le faisceau F(V)/UY.F(Y) peut être identifié avec

un faisceau cohérent sur Y et c’est en effet le faisceau des germes des sec-

tions régulières de l’espace fibre vectoriel W induit par QÇ sur Y. Conne

W s’identifie avec la sonne de r-espaces vectoriels (r , le nombre de points
de y), chacun de dimension 1 sur K , on peut trouver un élément e de

H~(Z ~ ~~)~6y~(~)) ~ qui correspond à une section régulière non-nulle de
est l’élément de H°(Z , F(Y)) qui relève e , la section régulière

de y qui correspond à 03B8 , est régulière et non-nulle 6n chaque point de Y ,
et la proposition est démontrée.

THÉORÈME 3 . - Soient X une variété complète et une famille algé-
bbique de diviseurs dur X paramétrée par une variété T, le diviseur

de définition de la famille {p.J ~~y . Supposons que pour chaque t

appartenant à une partie dense A de T; alors il existe pour chaque t un

voisinage ouvert T , tel que iha restriction de D ! Xx To soit principale.
En particulier, Dt ~ pour chaque t ~ T.

. 

Soient t 
0 

un point de T, X un ouvert affine et T - 1 un ouvert

affine de T contenant t . D t après la proposition 10, où D..
induit un diviseur positif sur Xi x Tl et supp Dl ne contient pas un point

de la forme (x t ) x c X . Donc il existe un voisinage ouvert T2 de to
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contenu dans Tl dételle sorte que Dl définit une famille algébrique de diviseurs
sur X paramétrée par T2 pour lequel Dl est un diviseur de définition. Donc

pour démontrer ce théorème, on peut supposer Dl = D et T2 = T (i.e. il
existe un ouvert non-vide Xl de X tel que la restriction de D à Xl x T

eet positive). On suppose dans oo-qui suit que: D possède cette propriété.

Soient Y 16 complémentaire de Xl dans X et F(D) le faisceau cohérent

d’idéaux fractionnaires associé à D (paragraphe 3, exposé 4). D’après la pro-
priété précédents, ( 3f (D) ) est un idéal de 0 pour z ~ Y x T . Donc

z z ~ 
T~

(d’après proposition 6, exposé 4) il existe un entier k, tel que . 
c 0(X x T) . Donc si est le faisceau d’idéaux fractionnaires

associé à Jy. CO(X) . Par conséquente
c. (0 : Jy) = ~ pour chaque t ~ T , où (0 : J~) représente le fais-

ceau d’ idéaux fractionnaires défini de la façon suivante : pour x ~ X ,

e E u équivaut à e (Jyk) c... 0 .
On a supposé que pour t ~. A , le diviseur Dt est 16 diviseur d’une fonction

qui est donc un élément de HO (X , Comme F(Dt) (ij pour tout t E- T ,
chaque t E: A , est i6 diviseur d’un élément de j) . Puisque X

est complète, H°(X , G) est de dimension finie (corollaire au théorème de

dévissage, exposé 4). Donc il existe un nombre fini de fonctions rationnelles

fo’ ... sur X telles que la famille algébrique est contenue

dans la famille linéaire B B. L SI 1 
SE:. P d 

définie par . f , 0 ... , rd (i. 6. pour

chaque t ~ T , il existe un s ~ S tel que Dt = Ls). D’après la proposition 7,
la fanille algébrique [L s’ B 

s ~ P d 
est injective et infinitésimalement

injective. Donc on peut appliquer le théorème 2 et on trouve, conne pd est

complète, qu’il existe un norphisme g : T -+ tel que la feuille algébrique

t tT 
soit identique à la fanille point g(to) apparte-

nant à un ouvert canonique U . J. de pd. On sait que pour la famille linéaire

t ~ d’ 
le diviseur de définition est principal dans X x U.. D’après la

proposition 1, pour la famille algébrique = le diviseur

de définition est 16 diviseur D . Donc D est principal dans X x T où

To = g-l(Ui) . Ceci termine la démonstration du théorène. 
. 0

REHARQUE. - Soient une famille algébrique de diviseurs sur une

variété complète X, paraméyrée par une .variété T, et D 16 diviseur de

définition de la famille {Dt}t~T E.T ; Soit g: S ~ T un morphisme donnant
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d’une variété S dr’ns T et supposons que pour la famille algébrique
le diviseur de définition est principal. Par conséquent 

est principal pour chaque s é S et conne g est dominant, Dt est principal

pour t appartenant à une partie dense de T. Donc pour la famille algébrique

les hypothèses du théorème 3 , sont satisfaites et il en résulte

qu’il existe un ouvert non-vide T 
o 

de T tel que D est principal sur

X x T . Dans le langage de la théorie des diviseurs définis sur les corps

(voir la fin du paragraphe 2) ce résultat veut dire : si un diviseur D sur

une variété conplète X, défini sur un corps L devient principal pour une

extension L’ de L, il est principal pour L lui-même. Ce résultat s’appelle

"le dernier théorème des Foundations" (cf ô proposition 8, chap. III, [1 ] ; et

[6]). Bien entendu on a supposé ici inplicitement que tous les corps qui in-

terviennent contiennent un corps algébriquement clos, nais ce n’est pas nécessaire

pour que ce résultat soit valable (cf. loc. cit.).

5. Familles algébriques de classes de diviseurs.

Soient X une variété et ~(X) le groupe des classes de diviseurs sur X .

Une application t -4- Ft ~ T dans ~ (X) est dite algébrique, si pour

chaque t 
o 

il existe un voisinage ouvert U, tel qu’on puisse relever

cette application conne une famille algébrique de diviseurs sur X paramétrée

par U (i.e. s’il existe un diviseur Du dans X x U tel que soit

défini pour tout t ~ U , jt est le norphisme de X dans X x T défini par

x 4 (x , t) , et appartient à la classe de diviseurs Ft). Alors la famille

{F t) t ~ T 
est dite une famille algébrique de classes de diviseurs sur X para-

méyrée par T , et le diviseur Du s’appelle un diviseur de définition de la

t ~ T 
dans (Le diviseur de définition Du n’est évidemment

pas unique). .

Soit f : y ~ X un morphisme d’une variété Y dans une variété X. Si

on peut toujours prendre un diviseur D dans la classe f tel que

£*(D) est définie; en effet est l’espace fibre vectoriel de rang 1 sur

X défini par D à une équivalence près, d’après la proposition 10, on peut pren-

dre une section rationnelle 03BB de V qui est régulière et non-nulle en un

point de la forme f(y) , y ~Y . Donc si on prend le diviseur D~ représenté

par la section", D - D et f*(D) est définie. La classe

de diviseurs sur Y , qui contient r*(D), s’appelle l’inage réciproque de y
et s’écrit f*(~) est réciproque de l’espace
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fibre vectoriel ~ par f , f ( ~) est un espace fibre vectoriel associé à
la classe de diviseurs f* ( y) .
Soit 0 un élément de ~ (X x T) ; 0 définit une famille algébrique de

classes de diviseurs sur X paramétrée par T : on prend pour

0 l’inage réciproque j*t(03B8) ; d’après ce qui précède étant donné to
on peut prendre un diviseur D dans la classe 0 tel que j. (D) soit définie .

Donc est définie pour t appartenant à un voisinage U de t et

évidemment pour t dans U , J+~) appartient à la classe °t. Ceci démon-
tre que ~0~ + est une famille algébrique de classes de diviseurs, et on
appelle cette algébrique de classes de diviseurs (paramétrée par
T). définie par e (X x T) e .

La définition d’une famille algébrique de classes de diviseurs est locale

(1 .e . si une application T 2014~~ (X) est algébrique pour un voisinage ouvert
de chaque t E T , alors cette application est algébrique). En plus une famille

classes de diviseurs sur X est algébrique si et seulement si

pour chaque t f: T , il existe un voisinage ouvert U tel que, est

défini par un élément de (X x U) 0 Ceci est évident d’après la remarque
précédente et le fait qu’une famille algébrique de classes de diviseurs est
définie dans un voisinage ouvert U de chaque point t t:. T par une famille

algébrique de diviseurs donc a fortiori par un élément de $ (X x U) . On verra

(théorème 5) que si X est complète, une famille algébrique de
classes de diviseurs sur X paramétrée par T est toujours définie par un

élément de  (X x T) e

PROPOSITION 11. - Soient X’ --)0- X, hi ’ Tt -.,. T des morphismes de

variétés et ( Ft ) t t T’ 
une famille algébrique de clauses de diviseurs sur X

paramétrée par T. Alors la famille (t 1 ) ) - 1 t 1 m, est une famille

algébrique de classes de diviseurs sur X’ t paramétrée par Tt.

La démonstration est analogue à celle d6 la proposition 3 6t en fait plus

simple car l’image réciproque d’une classe de diviseurs est toujours définie.

REMARQUE. - On utilise la terminologie : l’image réciproque d’une famille

algébrique des classes de diviseurs ~ T 
sur X , paramétrée par T ,

par un morphisme g : T’ 2014~ T d’une variété T’ dans T pour désigner la

famille algébrique des classes do diviseurs t 1 t T’ 
sur X paramétrée

par Tt (voir la remarque à la fin de la proposition 3 ) .
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X une variété conpiète et une famille algébrique
de classes de diviseurs paramétrée par une variété T. Supposons F.==0 pour

t appartenant à une partie dense de T!J alors F. =.0 pour tout t 

Pour démontrer ce théorème on peut supposer qu’on peut relever t. T
comme une famille algébrique de diviseurs ~D.~ 4. ~ m ~ puisqu’on sait qu’on peut
relever { F t1 t ~- m 

cornue une famille algébrique de diviseurs pour un voisinage
ouvert U de chaque t ET. Diaprés l’hypothèse faite sur 

Dt ~ 0 pour t appartenant à une partie dense de T. Donc d’après le théorème 3,

lJt ~ 0 pour chaque ce qui implique F t = 0 pour chaque t E T et le

théorème est démontré.

COROLLAIRE (Théorène de continuité pour une famille algébrique de classes de

diviseurs). - Soient X une variété complète et une fanille algé-

brique de classes de diviseurs sur X paranétrée par T . Alors l’ensemble des

points t ~ T , tels que F t = 0 est femé.

La démonstration est le même que dans le corollaire au théorème 1.

PROPOSITION 12. - une variété conpiète, T une variété et

faille algébrique de classes de diviseurs définie par un élément
B ~ 0152&#x3E; (X x T) . Alors pour que 0=0 pour chaque t  T à cause du

théorème~ pour t appartenant à une partie dense de T) , il faut et il suffit

que 03B8 = p*(03BB) où 03BB~  (T) et p : .-- .&#x3E; . - .- - . est la projection de

X x T sur T .

Supposons 0==p (~) où ~Bt@(T)  Alors on peut construire un espace fibre
vectoriel?? associé à e à l’aide de la donnée suivante : Un recouvrement de

X x T de la forme {X x U.1 Ui} est un recouvrement de T par des ou... 
’

verts et des fonctions régulières inversibles gij dans X x Uj) telles

que (u. () U. avec g.. 
= ri. 0 p, fi-

étant une fonction régulière inversible dans Ui Si Ui (où

Ui et Uj sont il est bien évident que l’inage réciproque j..( ~)
est triviale. Dore pour t appartenant à un ouvert non-vide, 0. == 0 et

d’après le théorème ~ et = 0 pour tout t .

Réciproquement supposons 0t = 0 $ pour chaque t f T . Il existe un recou-

vrement {Ti} de T par des ouverts tels qu’on puisse relever 

dans chaque Ti corme une famille algébrique de D t après
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l’hypothèse, on a Dt ~ 0 pour chaque t ~ T. En vertu du théorène 3, on

peut trouver un recouvrement plus fin {Sj}j~J de T par des ouverts tels

que la restriction de 0 à X x S. J est nulles Ceci implique qu’on peut définir

un espace fibre vectoriel associé à 0 par des fonctions g.. régulière et
inversible dans X x (S. ~S.) ~ telles que dans
X x (S. ~S. ~S ) est la fonction régulière g. dans

X x (S. ~ S ) est constante sur X x t pour chaque t ~ S. et donc

g.. == f.. o p où f.. est une fonction régulière et inversible dans S. ~Sj.
aussi fij.fjk.fki = 1 dans S. n S . Donc les 

espace fibre vectoriel sur T qui détermine un élement 03BB~ (T) et on a

p*(~) = 0 .

Si la variété T est normale, on pourrait donner une démonstration

différente de la dernière partie de la proposition 12~ en utilisant la proposi-
tion 8 : soit D un diviseur appartenant à la classe représentée par 0 T).

Alors il existe un ouvert non-vide T de T tel que pour t ~ T ~
J*t(D) est définie, Maintenant si on applique le théorème, on obtient qu’il
existe un ouvert non-vide T~ de T (donc de T) tel que la restriction de

D à X x T. est principale Donc le diviseur D est équivalent sur X x T

à un diviseur E tel que supp D~X S, où S est le conpiémentaire de T.
dans T . D’après la proposition 8~ il existe un diviseur C sur T ~ tel

que p (C) = E et par conséquent si 03BB est la classe qui contient C , ou a

p*(~) =e .

PROPOSITION 13. - Soient X une variété et 0 un élément de (X x P1)
où P1 est la droite projective. Alors on a 0 = p*(03BB) + q ( ) ou,

~(~(X) ~ ~=.~(P ) et P ~ q sont les projections de X x P sur X et
P respectivement. En particulier si . 

est une famille algébrique

de diviseurs sur X paramétrée par P on a D. /u D. pour chaque couple

(t1, tp) de P .

Soit V un espace fibre vectoriel de rang 1 associé à 0 . En localisant au

corps de fonctions rationnelles sur X , on démontre qu’il existe un ouvert

affine X. de X tel que la restriction à X. x K (on identifie
P - 0153 avec le corps de base K) est triviale (i.e~ il existe une section

rationnelle u de V qui est régulière et non-nulle en chaque point de X. x K).
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Soient D le diviseur représenté par la section u et D~ la restriction de

D à X x P1. On a supp D1 ~ X1  et comme P1 est normale, diaprés la

proposition 8, D~ est la restriction à X~ x P de q*(n~) où n~ est un

diviseur sur P1 avec supp n = oo . Donc si ~~ (P1) est la classe qui

contient n~, pour la famille algébrique {Fx} x~X de classes de diviseursparamétrée par X et définie par 0 - q*( ) ~ (X x P ) , on a Fx = 0

pour x e X.. Donc, d’après la proposition 12 il existe un élément 03BB~(X)

tel que 6 ** q*(~ ) = P*( ~) et la proposition est démontrée .

THEOREME 5. - Soient X une variété complète et T une variété . Alors chaque

famille algébrique de classes de diviseurs {Ft}t~T sur X paramétrée par
T est définie par un élément 0~ 3’’(XxT) .

Il existe un recouvrement ~ïj ~~ de T par des ouverts tels que dans

chaque X x T. , la famille algébrique de classes de diviseurs ~pj ~ ~ r~ soit

définie par un élément (X x Ti). Soient xo un point fixé de X ,et
j 
xo 

le morphisme T. ~ X x Ti défini par t ~ (xo , t) (pour chaque i ~I).

On peut choisir 0. de telle sorte qu’il existe un diviseur D~ dans sa classe

tel que j* (D.) seit défini et nul. En effet, comme on a fait souvent, on

peut choisir D. dans la classe 03B8i tel que j*n (Di) soit défini. Soit
~* **o

Ci = j* (p.) , i ~ 1 et TB. la classe do diviseurs qui contient Ci,

Maintenant d’après la proposition 12, l’élément 03B8i - P*(03BBi) (p est la pro-

jection X x T -)- T) définit la même famille de classes de diviseur s que e~ et pour le

diviseur D~ - p*(C~) dans la classe 0~ - p*( -~) , ~ P*(Cj_)) est défini

et nul. Donc l’assertion est démontrée et nous supposons qu’un tel choix de 0~ ,
i ~1 est fait. maintenant les restrictions de ~ et 0. à X x (T~ 
définissent les mêmes familles algébriques de classes de diviseurs et donc

d’après la proposition 12~ 0~ = P*(~j) dans X ~T~) où ~?ii
est un élément de @(X x (T~ T )) . Par conséquent on a
j* (0. - 0 ) = ~.)) = ~~ dans (T~ ~T~) . en a aussi, d’après

16’choix de ~i " ~j~ = ~ dans 

j* (D - Dj) ~ j* (0. - 0.) dans Ti n T , il s’ensuit 03BBij = 0 ! donc dans

l’intersection X  (Ti n T.) les restrictions de 03B8i et 03B8j sont égales

(i.e. les restrictions de D~ et D~ à sont équivalentes).
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Soit f.. une fonction rationnelle dans X x (T. ~Ti) telle quej* (D.) (D.) sont nuls
~ J ~J ~ J ~o ~

dans X x Ti et X x Tj respectivement, fij o j "o 
est régulière .st, inversible

dans Ti ~ Tj . On peut choisir f.. de telle sorte que f.. (DJ.. O 
soit la

constante 1, sinon on prend au lieu de f*ij, fij/(fijoijxo) o P * Avec ce

choix de f.. pour chaque (i , 1 &#x3E; 61 on a dans Xx ~Tk),
(D~ - D ) + ~D - D~) + (D~ - D~) = 0 , donc est une fonction

régulière et inversible dans X x(T. 0 T. avec la propriété, gijkojxo=1
Mais comme X est complète, g... est constant sur chaque X x t ,
t ~T ~T. r~T o conséquent = o p où est une fonction

régulière dans T~ f~ T n T~ . On a donc

f .f f =1 r,T ) pour chaque (i ~ j ~k) 61 xi xi .

Maintenant il est facile de trouver des fonctions rationnelles {f~~ ~ ~ T ~~~

X x T telles que fij == dans X x (Ti ~ T ) . Si on pose D’i = Di-div fi
dans X x Ti , D’i est un diviseur dans la classe 0, et les diviseurs D’i se

recollent en un diviseur sur X x T tout entier et donc déterminent 03B8 ~  (X x T)

définit la famille algébrique de classes de diviseurs fF~ ~ ~ . le théorème
est donc démontrée .

REMARQUE. - Si X et T sont non-singulières, le théorème est bien évidente

puisqu’on peut prolonger le diviseur D. dans X x Ti en un diviseur D sur

X x T tout entier (c’est une conséquence facile de la proposition 10, exposé 4)*

Si 0 est la classe qui contient D ~ diaprés le théorème de continuité

(coronaire, théorème 4)~ la famille algébrique de classes de diviseurs définie

par 9 coïncide avec la famille ~F~j ~ ~~ ~

6~ Un théorème de descente. 

Soit ~j ~ ~ (resp. ~F~ ~~T~ Une famille algébrique de diviseurs

(resp, famille algébrique de classes de diviseurs) sur une variété X paramétrée

par une variété Soit g : T’ i -~ T un morphisme de T’ dans une variété

T . les théorèmes qui donnent les conditions sur la famille ’~D~ -~ &#x26;T~

(resp. {Ft’} t’~T’) pour que ce soit l’image réciproque par g d’une famille

algébrique de diviseurs paramétrée par T (repp. uoo famille algébrique de

classes de diviseurs) s’appellement les "théorèmes de descente". Dans le langage
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de diviseurs définis sur les corps, ces théorèmes sont reliés avec les théorèmes

qui donnent les "Crtères de rationnalités" (Chape III, [1 ]) . Ici on va donner

un théorème de descente pour les cas où T’ est un revêtement séparable sur T 0

THÉORÈME 6. - Soient une famille algébrique d6 diviseurs sur une

variété X paramtrée par une variété T et (T , g) un revêtement non-ramifié r)
sur une variété S . Supposons alors il existe

une famille algébrique de diviseurs {Es} s~S sur X paramétrée par S telle

que. la famille soit l’image réciproque de la famille par

le morphisme g .

On peut se ramener au cas où (T , g) est un revêtement non-ramifié galoisien

sur S . En effet soit (T ’ , h) le revêtement galoisien non-ramifié associé à

(T , g) (cf. paragraphe 1 , exposé 1 , [4]) ; alors on peut mettre h sous la

forme h = g o p , où (T ’ , p) est un revêtement non-ramifié sur T (cf. loc .

Si t ’ E.T’ réciproque de la famille par

le morphisme p, on a si htl &#x3E; = 

Donc la famille satisfait aux hypothèses du théorème et si
cette famille est l’image réciproque par h d’une famille algébrique s es

paramétrée par S on voit que la famille ~ 
est l’imag6 réciproque de

la famille S par le morphisme g. Donc on suppose que (T , g) est un

revêtement non-ramifié galoisien sur S .

Soit G le groupe de galois du revêtement (T, g) . Si X x T -~. X x S

est le morphisme défini par (x, t) ~ (x , g(t)) , (X x T , gl) est aussi

un revêtement non-ramifié galoisien et on peut identifier G avec son groupe

de Galois. Donc G opère sur X x T sans point fixe et la variété quotient est

X x S ; en particulier si une fonction rationnelle sur X 
x T est invariante

par G , elle vient d’un6 fonction rationnelle sur X x S (paragraphe 1, exposé 1,

[4]). Le groupe G opère aussi sur les diviseurs sur X x T . Soit D le di-

viseur de définition de la famille Pour chaque r~:G , r(D) défi-

nit aussi une famille algébrique de diviseurs i (3-(D))J ~,p paramétrée par

T et d’après l’ hypothèse, 03C3(E)+ = Dt pour chaque t 6T . Donc d’après le

théorème 1 , ~(D) = D pour chaque (r~ G .

(~) Voir l’appendice à la fin de cet exposé.
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Soient (xo , s ) un point de X x S 6t (x , t1) , ... , (xo , t ) 16s

points de X x T qui sont au-dessus de (x , s ) . Pour chaque (x , t. ) il y

a un G tel que t ) = (xo , t.) . L’image réciproque d’un ouvert
affine par g est affine (paragraphe 1, exposé 1, [4]) et par conséquent tous
les points (x ~ t~ ) ~ .. c ~ (x~ , t ) appartiennent à un ouvert affine ~ Donc

d’après la proposition 10, il existe une fonction rationnelle U sur X x T ,
telle que u. soit une fonction de définition de D ~ 6n chaque point

(x , t1) , ... , (x ! t ) . Comme !’5"(D) = est régulière et in-

versible dans un voisinage d6 l’ensemble fini (x , t ) 9 ... , (x ,t) . On
va trouver une fonction rationnelle v sur X x T telle que 03C3(v) == v 6t v

est une fonction de définition de D en chaque (xo , t1) , ... , (x , t ) 0
On cherche v sous la forme v = où z est une fonction rationnelle

sur X x T . D’après la proposition 10, on peut trouver une fonction rationnelle

z telle que z soit régulière dans un voisinage affine contenant

(x ~ t.) ~ ... ~ (x o 9 t ) n 6t prenne la valeur 1 en (x~ ~ t ) et 0 en

(x~ t ), ... , (x ,t) 4 Maintenant

On a ti ) = 1 et ti ) = 0 Pour C £ identité d’après lé

choix de z. De plus 
03C3(u) est régulière en chaque (x . tl) , ... , (x , t ) .

° 

u 0 ’ 0 n

Donc est régulière et inversible en (x , t1 ) ; de même façon elleu 0

est régulière 6t inversible en (x , t2) , ... , (x , t ) . Donc si on pos6
o 0 n

v = Tr(uz), 0 (v) = v pour tout rr E G et v est une fonction de définition

d6 D 6n chaque (xo , tl) , ... , (xo , t ) . Comme l* Variété X x S 6St

la variété quotient de X x T par G , v S ’identifie avec une fonction ra-

tionnelle sur X x S . Donc on peut trouver pour chaque point (x , X x S

un6 fonction rationnelle v sur X x S telle qu6 v q g1 est une fonction de

définition de D en tous les points de X x T qui sont au-dessus d6 (x , s) ;

et il est évident qu’il existe un diviseur E sur X x S pour lequel en chaque

point (x , s ) E X x S la fonction v est une fonction de définition, On a

g*1(E) = D et si s~S 
6st famille algébrique définie par E., la

famille t ê T 
est réciproque de la Es1 S é S

par le morphisme g : T -P S .
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Soient (Z’, g) -un revêtement non-ramifié galoisien sur une variété
normale Z et D -un diviseur sur Z~ invariant par le groupe de Galois

de (Z’ ~ g) a Dans la démonstration du théorème~ on a prouvé en fait que D

provient d’un diviseur de Z o

COROLLAIRE. - Soient {Dt} une famille algébrique de diviseurs sur une varié-
té X paramétrée par une variété T et (T , g) un revêtement séparable sur
une variété S c Supposons que dt1 = Dt2 si = g(t?) o Alors il existe

un ouvert non-vide S de S et une famille algébrique de diviseurs {Es} s~S* o -- s 

sur X paramétrée par S tels que la famille algébrique (T
l’inage de S par g) soit 1 limage réciproque de ~E ~ g par le morphismeo =+-;..~o ~-mi~ s s 

o 
---x,,-,---i- - - .... - -- . ,-..

g’ : To ~ So, g’ étant la restriction de g à T .
Si (T , g) est un revêtement séparable de S , on voit qu’il existe un ouvert nornal

non-vide S 
o 

de S tel que la "restriction" de (T p g) à S 
o 

soit non-ramifiée

II, Chap. VI, [2]). Donc, diaprés le théorème 6, le corollaire s’ensuit
immédiatement c

THÉPRÈME 7o - Soient X une variété complèye, { Ft} une famille algébrique de

classes de diviseurs sur X paramétrée par une variété T et (T , g) un

revêtement non-ramifié sur une variété ncriualo S . Supposons que F., == F. si

g(t. ) == alors il existe Tme famille algébrique de classes de diviseurs

J paramétrée par S , telle que la famille algébrique

~T 
soit l’imago réciproque de la famille 

s ~q par le morphisme

g 

une des classes de diviseurs par S
telle que F. = c II s’agit de montrer que la famille {G } x g q est
algébrique. Comme dans le théorème précédent on peut supposer que (T , g) est

galoisien sur S ~ soit G le groupe de Galois do (T ~ g)  Si

g: désigne le morphisme défini par t) = (x ~ g(t)) p

(X x T , g.) est un revêtement non-ramifié galoisien sur X x S et son groupe

de Galois peut être identifié avec G o Soit s un point de S ~t t
un point de T au-dessus de s ~ Alors on peut trouver un voisinage ouvert

T de t avec la propriété suivante : si 0 est un élément de (X x T )
qui définit la famille algébrique f(t), t il existe un diviseur D
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dans la classe e telle que supp () (D) n (x x T ) = Ø pour G et
o 0

un x 
o 

6’ X . D’ailleurs en utilisant le théorème 3, on peut supposer que To
est choisi de telle sorte que 03C3(D) - D est principal dans X x T pour cha-

o

que 03C3 ~ G . On pose 03C3(D) - D = 6’ E. G

. Vu la propriété supp 0 (D) ~1 ~x x T ) 0 = 0 , G , u 
ç 

est régulière 6t

non nulle 6n chaque point de x 
0 

x T 
0 

et on normalise uç de tel façon qu’elle

prenne la valeur 1 sur x x T 0 Comme X est complète, cette normalisationo 0

est unique. On vérifie que u 
u« = 03C3(uJ).u03C3 à cause do la propriété

Donc, en vertu du théorème 90 de Hilbert, il existe une fonction rationnelle v

sur X x T telle que " = u et si on prend D’ = D - div v , on a
o v

C (D t) = D pour chaque 03C3 e G , Maintenant (T , g ) (g restriction de g

à T) est un revêtement non-ramifié galoisien sur g(To) qui est un ’voisinage

ouvert de S 0 Donc d’après le théorème précédent, D’est l’image réciproque
o

d’un diviseur E sur X x S . La famille algébrique de classes de diviseurs
o

définie par l’élément de (X x S ) qui contient E coïncide avec
o

{Gs} s~ S. Donc ln 1. ( G s) 1 s ~S 
6st algébrique dans S 0 et de même

o

façon pour un voisinage ouvert de chaque S é S . Par conséquent la famille

{Gs} s f 3 6st algébrique et le théorème est démontré.

COROLLAIRE. - Soient 1 une variété complète, F une famille algébbifiue de
classes de diviseurs sur X paramétrée par une variété T et (T , g) un

revêtement séparable sur u#e variété S . Supposons Ft 
1 

= Ft 
2 

si

= g(t2) ; alors ii existe un ouvert non-vide 80 de 8 et une famiiie

algébrique (GSÎ s é. 80 de classes _de classes de diviseurs SUr X paramétrée Par

30 telle qUe la famille algébrique {F t) t soit ,i’ .image réciproque _.de

(Gsl s~S m go ( To est l’image réciproque de So Par g et go est ia

restriction de g à T .
- - 0

Le coroll,aire est une conséquence immédiate du théorème connue il existe un

ouvert non-vide S de S tel que la restriction de (T , g) à S soit un
o 0

revêtement non-ramifié.
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COROLLAIRE 2e - Avec les mêmes notations et hypothèses que dans le corollaire 1 ,
supposons en plus que X et S sont non-singulières. Alors on peut prendre
S == S .
o

Comme on peut prolonger un diviseur dans un ouvert de X x S à un diviseur

sur X x S tout entier, on en déduit immédiatement que la famille algébrique
peut être prolongée comme une famille algébrique des classes de

diviseurs sur X x S tout entier, En appliquant le théorème 4, on
obtient que la famille ~T 

est l’image réciproque de la famille

{GS{ s~S la morphisme g .

APPENDICE

La définition des morphismes non ratifiés donnée dans [ 5 ] n’est pas équivalente
à celle de, [2 ] : un morphisme qui est non ramifié au sens de [5] l’est aussi au
sens de [2] , comme on le voit immédiatement, mais la réciproque n’est pas vraie
en général. Dans la démonstration du théorème 2 du présent exposé, on établit que

Pl est non ramifié au sens de 12 1 ; sachant que Pi est un revêtement bijectif,
il en résulte encore que Pl en un isomorphisme au moyen du résultat suivant :

Soient X une Variété (Y , f) un revêtement do X et y un point de Y

tel que f soit non ramifié (au sens de [2]) en y ; soit X = f(y) . Si
? (x) == [y} , il y a un voisinage ouvert V de y dans Y tel que f induise

un isomorphisme de V sur un voisinage ouvert de x.

Le cohomomorphisme 03C6 de f induit un isomorphisme de l’anneau local 
sur un sous-anneau 0’ (~ ) de l’anneau local 0 (y) de y ; il suffit de mon-

trer que o’(x) = 0 (y ) . Comme y est isolé dans ? (x) , on sait, par le
théorème principal de Zariski, que o(y) est l’anneau local d’un idéal premier

maximal ~ d’un qui contient ~’(x) et qui est entier sur o’(x).
Or est le seul idéal premier maximal En effet, si est un idéal

premier maximal de ~ ~ contient l’idéal premier maximal de

On /ta’ = K , et il y a une assignation 5 du corps des fonctions
sur Y qui prolonge Immédiatement l’application Ik -+ t’ /« ’ . Comme f est

propre, il y a au moins un Y tel que 5 soit compatible avec l’assigna-

tion associée à y’ 

’ 

([2], théorème 5, chap. IV, paragraphe III). Comme le

noya’;’, de ) contient 1 (x) , on a f(y’) = X , d’où y’ = y . Comme est

l’anneau local de m et comme 5 prolonge l’application Ik ~ 0393/m’, il
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en résulte que 1tl = Il résulte de là que 0393 est déjà un anneau local, donc

que ’r = Q (y) . Gomme f est non-ramifié, un est l’idéal de F engendré par

’1:’ (x) ; comme F = 0’ (x) o’ (x) , il résulte du lemme de Nakayana qu6
= O:(X) 8

Si (T , f) est un revêtement non ramifié d’une variété normale S , il y a un
revêtement (T’ ,g) de T tel que , f o g) soit un revêtement galoisien
non ramifié de S. Pour le voir, on applique la construction de Serre donnée dans

n étant le degré de f, on considère l’application

F : (ti ..- . tn) 2014~ (f(t~) , ... , r (tn) )
de T~ dans c:est un revêtement non ramifié. Soient D la diagonale de

S~ et E une composante irréductible de F (D) qui contient au moins un point

(tl ’ .0. , t ) à coordonnées toutes distinctes. o Utilisant [2]~ chapitre VI , par. Il ,
proposition 5: on voit que E est aussi une composante connexe de si H

est la restriction de F à E , (E , H) est un revêtement galoisien non ramifié
de D (on le voit comme dans [ 5 ] ) , d’où le résultat annoncé découle immédiatement~
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