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MORPHISMES UNIVERSELS ET DIFFÉRENTIELLES DE TROISIÈME ESPÈCE

Jean-Pierre SERRE

Séminaire C. CHEVALLEY
E. N. S., 1958/59

Dans ce qui suit, X désigne une variété projective non singulière sur le
corps K 0 On se donne sur X un nombre fini de sous-variétés de codimension 1 ,
soient D1 , ... , D ; on note Y la variété X - D , D= LD.. 

désigne la catégorie des groupes algébriques qui sont extension d’une variété
abélienne par un tore, on sait (cf. exposé 10, théorème 7) qu’il existe un mor-

phisme 
’ 

f ô Y 2014~ G ~ G ~ ~:’ y qui est universel pour 15 ). le problème con-
siste à construire explicitement ce morphisme j c’est ce qu nous ferons au n~ 1

en utilisant la théorie de la variété de Picard. De plus, les formes différentiel-

les sur X qui sont images réciproques par f de formes invariantes sur G ne sont

autres (dans le cas classique) que les formes dites °*à,e troisième espèce", ad-

mettant pour "résidu" une combinaison linéaire des Di ; de ce point de vue, la

construction du n° 1 est essentiellement équivalente au classique théorème de
Severi ([8j~ p. 91 ; voir aussi [6j).

1. Construction du morphisme universel.

Soit D(X) le groupe des diviseurs de X ; puisque li est non singulière,
chacun des D, définit un élément de D(X) , que l’on note encore D.. Le sous-

groupe de D(X) engendré par les D. est isomorphe à 2r ? nous le noterons I .

Soit C(X) le groupe des classes de diviseurs de :~ , et soit P la variété
de Picard de x , identifiée à un sous-groupe de C(X) . Le noyau de l’homomor-

phisme I 2014~ D(X) 2014~ C(X) C(X)/P sera désigné par J ; on a donc un

homomorphisme canonique 0 ~ J 2014~ P obtenu par restriction de l 2014~- C (x) .
Le groupe J est un groupe abélien libre de type fini.

On note T le tore dont le gro pe des caractères (cf. [l]) est J . On a donc

T = Hom (J , G ), J = Hom (T , G ) , le premier étant pris sur Z , le

second étant pris au sens des groupes algébriques o 
’

On note ~ : i X - A le morphisme canonique de X dans sa variété d’Albanese ; i

on sait que la variété de Picard de A ;’identifie ~ celle de X ~ c’est-a-dire

à P . D’autre part, on sait ( cf . [4]y chapitre VII ~ n° 16) que le groupe

ext des extensions de A par G s’identifie àu groupe P . On on dé-

duit facilement la groupe (A ~ T) (J ~ P) y comme

on a défini plus haut un élément canonique 6 dans ce groupe~ on trouve ainsi
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une extension canonique G de A par 1 o

On peut considérer G comme un espace fibre principal de base A et de groupe

T ; soit E = x x G l’image réciproque par 03C6 : X 2014 A de cet espace fibre ;

c’est un espace fibré principal de base X et de groupe T . Pour tout

Hom (T 9 G ) = J ? soit E. l’espace fibré Drincipal de base X et de grou-

pe G déduit de E au moyen de j ; un tel espace fibré correspond à un élé- 
"

ment de C(X) , on le s&#x26;it ; ici, par construction même de E 5 cet élément n’est

autre que l’image canonique de j dans C(X) 0 Or, si M est un espace fibre

de base X et de groupe correspondant à une classe de diviseurs m C(X) ,
et si A est un diviseur de la classe m , il existe une section s de 1~ (au
sens fonctions) dont le "diviseur" est 0394 ; de plus, cette section est unique,

à la multiplication près Dar un élément de (cela tient au fait que X est

complète). o En appliquant ce résultat à E. , on voit qu’il existe une section

(! 8 : X ~ Ej dont le diviseur est j lui-même. o prenant une base

j1 , ... , jk de J sur z , on déduit de là l’existence d’une section

g : X -2014~ E quis pour tout j , donne gj par composition avec :;; 2014~ E. ~
cette propriété caractérise g à une translation près par un élément de T . "lais

une section de E corresrond canoniquement à une fonction de X dans G rele-

vant o La fonction g définit donc une fonction f i X - G déterminée

à une translation par un élément de T 0 Comme g est régulière en dehors

de D 9 la restriction de f à Y = X - D est un morphisme de Y dans G 0

1. - Le morphisme f|Y x Y -9 G défini ci-dessus est universel

pour la catégorie S .

Nous désignerons par 7T la projection de G sur A , on a r,~ o f = par

construction même de f .

Soit k : Y --y G’ un morphisme de Y dans un groupe G’ de la catégorie

; le groupe G’ est extension d’une variété abélienne A’ un tore T’ 0

Si l’on comno s e Y -- G’ 2014~- A’ 9 on trouve un morrhisme Y 2014~ A’ 9 et comme

A est la variété d’Albanese de Y 7 on peut factoriser en Y 2014~ A 2014~ A’ ;

quitte à faire une translation, on peut supposer que A A’ est un homo."ior-

phisme de groupes. Soit alors GA l’extension de A par T’ &#x3E;nage réciproque

de G’ par l’homomorrhisme A --7 A’ o morphismes Y2014G’ et Y - A

définissent un morphisme kA : Y - °1 , et l’on a un diagramme commutatif :
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Tout revient à démontrer qu’il existe un homomorphisme unique r de G dans

G’ laissant commutatif le diagramme, précédent.

Désignons par J’ le groupe des caractères de T’; à tout (T’ , G )
est associée une extension j’(G’A) de A par Gm , et un morphisme k( j’ ) de

Y dans cette extension. Si l’on considère k(5’) comme une fonction sur x , on

peut parler du diviseur de cette fonction (car c’ localement une fonction à

valeurs dans G )~ et ce diviseur est nécessairement une combinaison linéaire des
m

D. , um élément de I o a donc obtenu un homomorphisme de J’

dans I o In fait, cet homomorphisme applique J’ dans J 9 car la classe du di-

viseur de k( j’ ) est image réciproque par f de la classe de diviseurs sur

A associée 8 l’extension j’(C-.) ~ et on sait que cette dernière appartient à

P (cf. [4j~ loco citato)0 o On a donc un homomorphisme

’) ~ JI --?- J o

Par transposition, cet homomorphisme définit un homomorphisme M : T - T’

d’où un homomorphisme j.4~ ~ ext (A , T) -7 ext (A , T’) . Cet homomorphisme

l ~ transforme G - ext T) ext (A , T’ ) ô cela se voit en iden-

tifiant ces deux groupes à. Hom (J , P) et P) s respectivement" Il

s’ensuit qu’il existe un homomorphisme 0 : i G 2014~ G. qui coïncide avec f sur

. T , et qui rend commutatif le diagramme

Il reste à comparer f o f et Cela se fait en remarquant que ces morphismes
définissant deux sections (fonctions) au-dessus de X d’un même espace fibre de

groupe T’ s et que ces deux sections ont même diviseur ( pour tout j’ f:-: Jt ) ;
elles coïncident donc 9 la multiplication près par un élément de T’ o Quitte à

effectuer une translation y on peut supposer o f = Enfin, si

f’ o f = kA’ p’ étant un autre homomorphisme affine, 03C1’ doit appliquer T dans

et le raisonnement précédente pris en sens inverse~ contre qu’il coïncide
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avec N sur T ; on a alors nécessairement r ce qui achève de démontrer

la propriété universelle de fJY .

Si 11 est une courbe, les D. 1 sont des points? et J est formé

des combinaisons linéaires Di , avec .¿: n. = 0 ¿ c’est un groupe libre

de rang r - 1 0 Le groupe G construit ci-dessus est la jacobienne généralisée
de X pour le module Xl’1 = [4j, chapitre V, n° 17). o

2. Images réciproques des différentielles invariantes sur G o

Rappelons d’abord la définition des formes de troisième espèce ~

Soit"" une forme différentielle de degré 1 sur X 0 On dit que cl est de

troisième espace sij au voisinage de tout point P e X , il est possible d’écrire

d sous la forme

où les f. sont des fonctions numériques, les c. (es constantes a et la forme

fi une forme régulière en P p

La décomposition ci-dessus n’est évidemment pas unique ; toutefois, on montre

que le diviseur local (à coefficients dans K ) I"c.(f.) est bien déterminé ;

en faisant varier P, on obtient un diviseur sur X a coefficients dans K

(c’est-p-dire un élément de K ~ D (X ) ) j on rappelle le résidu de ~ ~ et on

le note 0 Pour qu’une sous-variété irréductible A da X soit variété

polaire àe c~ , il faut et il suffit que le coefficient de A dans R?s(vl)

soit non nul. En particulier, 03B1 est régulière sur X première espèce")
si et seulement si = 0 0

Soit maintenant 03C9~sG une forme différentielle de degré 1 invariante sur

le groupe G construit au n° 1 ; la restriction 03C9T de à T est une for-

me invariante sur T , et l’on obtient ainsi toutes les formes invariantes sur T 0

D’autre part 5 T a pour groupe de caractères J 3 qui est un sous-groupe de 1;

donc T est image du tore correspondant à 1 ~ tore qui n’est autre que 

L’image réciproque dans de sera notée on peut l’écrire B r

pu.’ = L.. 
c dx./x. ,  ou les x désignent les coordonnées naturelles de (G ) .

On vérifie tout de suite que l’on obtient ainsi tous les systèmes qui sont

combinaisons linéaires à coefficients dans K de systèmes (ni) ~ J ; nous note-
rons KJ l’encemble de ces systèmes. Avec ces notations, on a le théorème suivant.

THÉORÈME 2. - Si 03C9 est une forme différentielle invariante de degré 1 sur

G , la forme f* 03C9 est une forme de troisième espèce sur X Q De lus
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si F* = § c. dx./x. , on a Res(r* tA)) = t Cc Do 0

- 111- 11

COROLLAIRE 0 - Four qu’un diviseur sur X à. coefficients dans K soit résidu

d’une différentielle d* 13 f *’ w , W E. sG, 1_1 faut et ii SUffit qU’ ii

appartienne à KJ 0 

.

on sait (exposé 10, d.émonstration du lemme 6 ) que 1* est une forme différenè

tielle de troisième espèce. Il reste È calculer son résiduo Far linéarité, on

peut supposer que É£&#x3E; est image réciproque d’une forme invariante 1r. du groupe
’ 1 

.-.

G. déduit de G par j : ¿..T’ P G , et que cette fo r -1e ,’?, induit sur G C G .
J 

’ ~ ’ 

- 

~ 

’ 

~ m ’ J. m J

la forme dx/x 0 On a donc f Gl = fl (7l.) ? en notant f. : i X ---;)t G. la fone-
J J J J

tion canonique de X di .ns Gj . Si 1-’ ocl s,e place au voisinage d’un point .-. P E X ,

on peut identifier G. à. un produit U x G , m TI étant un ouvert de A (cf. la

démonstration du lemme 6, exposé 10 , citée plus haut), et la forme 03C0j s’écrira

alors Vj + dx/x 9 ou ’./. est image réciproque d’une forme régulière sur U 0 La

fonction f. ..neut être considérée comme un coup18 « 9 , 0 h.) ) - Où
q. i X .--5. 

J 
A est l’application canonique de -. X dans " sa variété d’Albanese, et

où h. : : X --+ G est une fonction numérique. De plus, d’après la construction
J 

’ 

m 
...1.’--

même àe f , le diviseur de hj est égal à j o Il s’ensuit que a ’!Jour

résidu j , et comme est égal él f*j(03C0j) 0 _orme régulière cela

démontre le théorème 0 

EXEMPLE. - Supposons que X soit une courbe de genre g j les Di
(i = 1 , ... , r) sont des points F. ~ X 0 le corollaire ci-dessus, un

’ 

, 

l

diviseur 2:- c. P. est résid.u d’ UJ6 différentielle f* si et seulement si
l l 

.

É c. l 
= 0 ? condition q-:5- était de toutes faopns nécessaire d après la formul-e

d,es résiduso Soit alors çA. une forme de espèce sur X 7 régulière

en dehors des P 
L d’après ce qui Drécède, il existe .l,Li ~ s telle que

Res(") = Res(f* 03C90) ; forme fl, - est donc une forme de première

espèce, donc provient de la variété d’Albanese ( ,j acobienne ) de X 0 On en conclut

que do.. est de forme !-’) , avec:’" G s (pour une autre démonstration,

voir [4], po 97)o

Nous verrons au n° 3 que ce résultat s’étend aux variétés de dimension arbitraire,

pourvu que la caractéristique du corps K soit zéro (il jr a des contre-exemples

d’IGUSA en caractéristique p , Cf0 [2 J ) .

3. Le cas classique.

Nous supposons maintenant que le corps d8 base K est le corps C des nombres
’ ’ 

.. "- 

" .. 
" 

,.,..,.,

complexes, la variété X est donc une variété kahlérienne.
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Si A est un diviseur sur X, nous noterons h(A) la classe de cohomologie

entière de deerë 2 qui lui est attachée (cfu u Dar exemple [7j, chapitre V). Si

l’on note jQ (resro le faisceau des fonctions holomorphes (respo holomor-

phes non nulles) sur X , on a une suite exacte 1

et si 1’ G 1)*") , on a h(Ô) = ~(û) ~ ~) , le coborà étant pris

par rapport 8 la suite exacte précédente.

Pour que 0394 soit algébriquement équivalent ? zéro, il faut et

il suffit que h(A) soit nulo

(On dit qu’un diviseur est algébriquement équivalent ~ z~ro si son image dans

le groupe des classes de diviseurs appartient à la variété de Picard).

Vu la suite exacte -Ú) -~ (,*) -;t’ j~) , le théorème 3

revient 9 dire que l’image de !J) dans ) 1* ) n’est autre que la

variété de Picard de X 9 résultat bien connu (voir par exemple [3j). o

Soit É t Z) C) l’homomorphisme induit par la multiplication
~ ’ 

~ 

’ 

MA 
.

par 2i03C0 sur les coefficients o Nous noterons c( £’ ) l’image de h( 6) par É o

L’application c se prolonge par linéarité aux diviseurs à coefficients complexes.

[5]). 0 - Soit A = ¿_. CC D. un diviseur à coefficients com-

plxes. Pour qu’il existe une forme 03B1 de troisième espèce sur X telle que

= 0394 , il faut et il suffit que c(Â) = 0 0

Rappelons brièvement la démonstration. Soit le faisceau des germes de

formes holomorphes sur X . (ln sait (théorème de Dolbeault) que 

s’identifie a la composante -5 ) de ~) . D’autre part, 
morphisme de faisceaux défini par f 2014~ df/f envoie H (X, dans

n.~) . On en déduit par com-cosition un homomorphisme 2014~~ (Xs~)
qui coïncide avec l’homomorphisme c défini plus haut (cf. [7 j, loco citato).

Dire que c(û) = 0 revient donc à dire que l’image de Ll dans iÂ~ (X , 1’/ )
est nulle. Or, si l’on recouvre X par des ouverts U~ et si sur chaque Ux
on représente 0394 par 03A3 c . (f9) , 0 on courra donc trouver des formes holo-

morphes sur telles que

Mais alors la forme
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est une forme de troisième esréce (au sens analytique, donc aussi algébrique)
admettant h, pour résidu. 1’8 mê:.:l8 raisonnement, pris en sens inverse, montre 

’

que 1 existence d’une telle forme implique la nullité de c( 0394).

COROLLAIRE 1. - Pour qu’ il existe u...ie for.i:e de troisième espèce sur X admet-

tant â pour résidu, il, £.=,ut et il suffit que 6 f. JJ (les notations étant

celles du n° 1 ) o .

En effet? le théorème 3 montre que J est l’ensemble des 6 = 1- n. D. tels
1 l

que h ( ô) :::: 0 " donc JK est l’ensemble des ,6. tels que c( à-1 ) = 0 0

COROLLAIRE 2. - Toute forme de troisiéme espèce sur X qui est régulière sur

y de la forme f* 03C9 03C9 2. SC 0 

’

Soit ,-,( une telle forme 0 D après le corollaire au théorème :2 et le coroll.aire

1 au théorème 4’j il existe 03C90 f. 
Sc telle RGs(.:?l,) = ° La forme

03B1 - 03C90 est donc partout régulière, et l’on sait qu’une telle forme est image

réciproque d’un élé:r.ent de sA’ donc aussi d’un élément 
de sG . o D’où le résultat.

COROLLAIRE 3. - Toute forme de troisième esrèce sur X (3St fermée 0

311 il en est ainsi des formes f w , avec 03C9 c;’. 

PEMARQUE. - Les corollaires ci-dessus s’énoncent de façon purement algébrique.

Comme ils sont vrais sur 10 corps c y le "principe de Lefschetz" montre qu’ils
. 

,.,.". 
&#x3E; .

sont vrais sur tout corps algébriquement clos de caractéristique 0 0 ’£n carac-

téristique p , les corollaires 1 et 2 peuvent être en défaut, comme on l’a si-

gnalé plus haut ; j’ignore ce qu’il en est àu coroll.aire 30
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