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.

MORPHISMES UNIVERSELS 3T DIFFSRINTIZLLES DE TROISIEM

ks

ESPECE

par Jean=Pierre SERRE

Dans ce qui suit, X désigne une varidté projective non singuliire sur le

corps K . On se donne sur X un nombre fini de sous-variétés de codinension 1 ,
soient Dy 5 -»e 5 D_; onnote ¥ lavariété X -D, ot D=1LD, .51 S
désigne la catégorie des groupes algébriques qui sont extension d'une variété
abélienne par un tore, on sait (cf. exvosé 10, théoréme 7) qu'il existe un mor-

I .

phisme £ : Y —s G s G €. ; qul est universel pour ,S' j le vrobléme con-
siste A construire explicitement ce morvhisme ; c'est ce qu nous ferons au n® 1

en utilisant la théorie de la variété de Picard. De plus, les formes différentiel-
les sur X qui sont images réciproques per { de formes invariantes sur G ne sont
autres (dans le cas classicue) que les formes dites %de troisieme ‘espice'; ad-
mettant pour risidu'" une combinaison lindsire des Di ; de ce point de vue, la
construction du n® 1 =st essentiellement équivelente au classique théoréme de

Severi ([8J; p. ©1 ; voir aussi [6]).

1. Construction du morphisme universsl.

Soit D(X) 1le groupe des diviseurs de X ; puiscue X est non singuliere,
chacun des Di définit un 21ément de D(X) , que 1l'on note encore D, - Le sous-

groupe de D(X) engendré nar les Di egst isonorphe a E? ; nous le noterons I .

Soit C(X) 1le groupe des classes de diviseurs de X ; et soit P 1la variété
de Ficard de X , identifice 2 un sous-groure de C(X) . Le noyau de 1'homomor-
phisme I — D(X) — C(X) — C(X)/P saora désigné par J ; on a donc un
homomorphisme canonique & : J —» P obtenu par restriction de I —» C(X) .

Le groupe J est un groupe abélien libre de type fini.

On note T 1le tore dont le cro - pe des caractéres (cf. [1]) est J . On a donc
T = Hom (J , Gm) , J =Hom (T, Gm) , le prezier "Hom" étant pris sur Z , le
L)
second étant pris au sens des groupss algébriques.

On note q): X —» A 1le morphisme canonique de X dens sa variété d'Albanese :

on sait que la variété de Picard de A s'identifie & celle de X , c'est-2-dire
& P . D'autre part, on sait (cf. [4], chavitre VII, n® 16) que le groupe

ext (A, Gm) des extensions de A par Gm s'identifie au groupc P . On on dé-
duit foeilenent que le group: oxt (A , T) s'id--tific & Hom (J , P) , ot comme

on a défini plus haut un élément canonique O dans ce groupe, on trouve ainsi
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une extension canonique G de A par T .

On peut considérer G comme un espace fibré principal de base A et de groupe
T ; soit E=Xx, G 1'image réciproque par P+ X —» A de cet espace fibré
c'est un espvace fibré vrincipal de base X et de groupe T . Pour tout

j & Hom (T , Gm) =J , soit B, 1l'espace fibré orincipal de base X et de grou-

-
pe Gm déduit de E au moven de j ; un t=l esvace fibré corresrond 2 un élé-
ment de C(X) , on le sait ; ici, par construction méme de T ; cet élément n'est

autre que 1l'image canonique de J dans C(X) . Or, si M est un espace fibré

de base X et de groupe Gm , correspondant 3 une classe de diviseurs m £ C(X) ,

et si O est un diviseur de la classe m , il existe une section s de ¥ (au

7

sens fonctions) dont le "divieceur® est A ¢ de plus, cette section est unique,

3 la multiplication pris ovar un £1dment de Gm (cela tient au fait que X est

compléte). In appliquant ce résultat » 5, , on voit qu'il existe une section

J
gj : X = Ej dont le diviseur est j lui-méme. “n rrenant une base
j1 g oo g jk de J sur Z , on déduit de 12 1l'existence d'une section
S~
g: X — I qui,; pour tout Jj , donne gj par composition avee E — &, ;

3
cette propriété caractérise g 2 une translation prés par un élément de T . Mais
une section de E corresmond ccnoniquement & une fonction de X dans C rels-
vant \? . La fonction g définit donc une fonction f : X —> G déterminée

m

3 une translation rris ver un élément de T . Comme g est réguliére en dehors

o

de D, la restriction de f ¥ =X -D est un morpaisme de Y dans G .

THEOREME 1. - Le morvhisme f£|Y : Y — G défini ci-dessus est universel

pour la catégorie ,§ .

Nous désignerons par 7r la vrojectionde G sur A , ona wo f = q}, par
construction méme de f .

Soit kX : Y —> G' wun morphisme de Y dans un grouve G' de la catégorie
5 ; le groupe G' est extension d'une veriété abélienne A' nar un tore T' .
Si 1'on commose Y — G' — A' , on trouve un morvhisme Y —» A' , et comme
A est la variété d'Albanese de Y , on peut factoriser en Y — A —> A'
quitte 2 faire une translation, on meut supposer cque A —» A' est un homomor-
phisme de groupss. Soit zalors GA 1'extension de A par T' imags réciproque
de G' par l'homomorrvhisme A —> A' . L=s morphismes ¥ -— G' et ¥V o A

définissent un morvhisme kA : ¥ = Gi , et 1'on a un diagramme commutatif :

“o



11-03

SUSE———

A\
<

Tout revient 2 démontrer qu'il existe un homomorphisme unique F’ de G dans

QA laissant commutatif le diagramme précédent.

Désignons par J' le groupe des caractéres de T' ; & tout élément j'e Hom (', G )
est associée une extension j'(GA) de A par G , et un morphisme k(j') de

Y dans cette extension. Si 1'on considére k(i') comme unc fonction sur X , on
peut parler du diviseur de cette fonction (car c'e<t localement une fonction 2
valeurs dans Gm ), et ce diviseur est nécessairement une combinaison linéaire des

Di , ¢'est-2-dire un élément de I . "n a donc obtenu un homomorvhisme de J!

dans I . “n fait, cet homormorphisme applicue J' dens J , car la classe du di-
viseur de k(j') est image réciproque par \f de la classe de diviseurs sur
A czssociée & 1'extension j'(GA) , et on sait que cette derniére appartient 2

P (cf. [4], loco citato). On a donc un homomorphisme

2 s Jt = J

°

Par transposition, cet homomorrhisme définit un homomorvhisme M : T —» T'
d'ou un homomorrhisme V; : ext (A, T) — ext (A, T) . Cet homomorphisme
P*; transforme G < ext (4 , T) en i< ext (4, T') : cela se voit en iden-
tifiant ces deux groupes & Hom (J , P) et Fdom (J' , P) , respectivement. Il
s'ensuit qu'il existes un homomornhisme ? I QA qui coincide avec M sur

. T , et qul rend comwutatif le disgramme

I1 reste 2 comparer f of et kA . Cele se fait en remarquant que ces morphismes
définissant deux sections (fonctions) au-essus de X d'un mime esrvace fibré de

groure T' , et cue ces deux sections ont méme diviseur (pour tout j'é& J! )

ATy

elles coincident donc ¢ la multirlication prés par un élément de T' . Quitte

i

oy

effectuer une translation sur -, 01 peut suvposer que Pof-= ky - Enfin, si
$of = ka 5 P' étant un autre honomorphisme affinc, F' doit appliquer T dans

T' , et le raisonnement précédent, nris cn sens inverse, montre qu'il coincide
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avec i sur T ; ona alors nécassairement ¢ = ', ce qui acheve de démontrer
la propriéte universelle de ely .

TXEMFLE. - Si ¥ est unze courbe, les Di sont des points, et J est formé
des combinaisons linéaires b 0y Di s avec b n, = 0 ; c'est un groupe libre
de rang r - 1 . Le grounc G construit ci-dessus est la jacobienne généralisée
de X vour le module M = ZZDi , (ef. [4], chapitre V, n° 17).

2. Images réciproques des différentielles invariantes svr G .

Rappelons d'abord la défi-ition des formes de troisitéme esnéce *

Soit A une forme différentielle de degré 1 sur X . On dit que ok est de
troisidme espbcs si, au voisinage de tout point P& X , il est possible d'écrire

ot sous la formec

A = faoc, AF /. + ¢
i 1/ i / ’
ou les fi sont des fonctions numéricues, les cs ¢es constantes, et la forme

/3 une forme réguliére en P,

la décomposition ci-Gessus n'est évidemment pas unique ; toutefois, on montre
que le diviseur local (& coefficients dans K ) chi(fi) est bien déterminé ;
en faisent varier P , on obtient un diviseur sur X 2 coefficients dans X
(c'est-2-dire un élément de K » D(X) ) ; on 1'appelle le résidu de X , et on
le note Res()*. Pour ¢u'une sous-variété irréductible B dz X soit variété
polaire de =4 , il faut et il suffit que le coefficient de /A dans Reé(ak)
soit non sul. En particulier, oKX est réguliére sur X ("co premidre espéce)

si et seulement si Res( ™) =0 .

Soit maintenant W €s. une forme différentielle de degré 1 invariante sur

G
le groupe G construit au n® 1 | la restriction N de w1 & T est une for-
me invariante sur T , et 1'on obtient ainsi toutes les formes invariantes sur T .
D'autre part, T a pour groupe de caractéres J ; qui est un sous-groupe de I ;
donec T est image du tore corresmondant & I , tore qul n'est autre que (Gm)r .

. , o r , - , .
L'image réciproque dans (Gm) de ®™_ sera notée P ; on peut l'écrire

T
<~ ‘s r
Puwi = L~ci dxi/xi , ou les Xy désignent les coordonnées naturelles de (Gm) .
On vérifie tout de suite que 1'on obtisnt ainsi tous les srstémes (c.) qui sonmt

i
combinaisons lindsires & coefficients dans X de systémes (ni) & J 3 nous note-

rons KJ 1'encemble de ces svstémes. Avec ces notations, on a le théoreéme suivant.

THEORIME 2. - 1 ) est une forme diffdrentielle invariante de degré 1 sur

* . . N
G, la forme f « est une forme de troisiéme esréce sur X . De plus;
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si Pw = &£ ¢, dx./x, , on & Res(f* w) = e, D, .
== i 7L — iTi

CORQLLATRE. - Pour qu'un diviseur sur X 2 coefficients dans X soit résidu

P . * 3 . . -
d'une différentielle de la forme f @ , w € 84 5 il faut et il suffit qu'il

appartienne & KJ .

. . * .
On sait (exrosé 10, démonstration du lemme 6) que f  est une forme différene
tislle de troisiime espice. 71 reste & calculer son résidu. Far linéarité; on

reut supposer que ' est image récivroque d'une forme invariante fr, du groupe

J
induit sur G C G,

¢, déduit de G par j : T —» G et que cette forme

. m B m
la forme dx/x . On a donc f w = fg( 7.) , en notant fj s X = Gj la fonc-
tion cenonique de X dans Gj . 8i 1'on se rlace au voisinage d'un point P & X ,
on peut identifier G. 3 un produit U x &, U étent un ouvert de A (cf. la

()

m
démonstration du lamne 5, oxposé 10, citée plus haut), et la forme ﬁs s'écrira

alors 5’ + dx/x , ou yj est image récirroque d'une forme réguliére sur U . lLa
&

fonction fj neut 3tre considérée comme un couple (ﬁf s hj)

kf : X —» A est l'application canonique de X dans sa variété d'Albanese; et

oh h, : X — Gm est une fonction numéricue. De plus, d'apres la construction

J
méme de f , le diviseur de hj est égal & J . Il s'ensuit que dhj/hj a pour

s . . 2 - * -~ Y 2 . N\ N
résidu j , et comme dhj/hj est égal & f (Fj) % une forme réguliere pres, cela

démontre le théoréme.

EXZMPLE. - Supposons que X soit une courbe de genre g ; les Di
(i=4, ... , r) sont des points Pi # X . D'avrrss le corolleire ci-dessus, un

N s .o 4 o , . * . N .
diviseur :Z'Ci Pi est résidu d'uqse différentielle f w  egi et seulement si

2 c; = 0 , condition qui était de toutes fa[ons nécessaire d'apres la formule

des résidus. Soit alors « une forme de troisidme espicz sur X ; régulidre
en dehors des Pi d'aprés ce qui vrécéde, il existe “iq Gst telle cue
Res(A) = Res(f*ﬁx’) ;5 la forme ot = f* LUO est donc une forme de premi iére
espeéce; donc nrrovient de la va riété d'Albanese (jacobienns) de X . On en conclut
que A est ds la forme £ , avec W &8 (pour une autre démonstration,

G
voir [4], p. 97).

Mous verrons au n° 3 que ce résultet s'étend aux vari iétés de dimension arbitraire,
pourvu que la caractéristique du corps K soit zéro (il vy a des contre-exemples

d'IGUSA en caractéristique p , cf. [2])

~

3. Le cas classique.

Jous suprosons maintenant que le corps dz base K est le corps C des nombres
A

complexes , la variété X est donc une variété kghlérienne.
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Si A est un diviseur sur X , nous notecrons h(A) la classs de cohomologie
entitre de decré 2 qui lui est attachée (cf. var exemple [7), chapitre V). Si
1'on note [J (resr. ,G*) le faisceau des fonctions holomorrhes (resp. holomor-
phes non nulles) sur X , on a une suite exacte :

i . ex *
. ~ma e

o~

et si A &Hl(X 5 0’*) , ona h(p) = S(A) = 1{2(X 5 g) , le cobord étant pris
par raprort » la suite exacte précédente.

Ti0RIMME 3. - Pour que \ soit algébriquement équivalent 2 zéro, il faut et
il suffit que h(A) soit nul.

(On dit qu'un diviseur est algébriquement dquivalent 2 ziro si son image dans

le groupe des classes de diviseurs appartient & la variété de Picard).
- - ¥ - 2 kN
Vu la suite exacte H.l(X , ,0) — Hl(X y (1) — HZ(X , 2) 5 le théoréeme 3
. s qs . 1 1 T
revient ® dire que 1'image de H (X , ,0) dans Hl(X 5 15*) n'est autre que la
variété de Picard de X , résultat bien connu (voir par exemple [3]).
. 2, 2 . . . R .
Soit £: H°(X , 2) — H (X, C) 1'homonorphisme induit par la multiplication

par 2ifi sur les coefficients. FNous noterons oA) 1'image de h(D) par & .

L'epplication ¢ se prolonge par linéarité aux diviseurs & coe’ficients complexes.

e - . N < s . . e
THEORME 4. (VEIL, [5]). - Soit 4 = <.c, D, undiviseur & coefficients com-
plexes. Pour qu'il existe une forme # de troisiéme esvéce sur X telle que

Res(o) = [\ , il faut ot il suffit que c(A) =0 .

Rappelons briévement la démonstretion. Soit '«;;l le faisceau des germes de
formes holomorrhes sur X . On sait (théordme de Dolbeault) que Hl(X 5 L'Ll)
s'identifie & la composante H]"I(X s 2) de 3{2(}( 5 3) . D'autre part; 1'homo-
norphisme de faisceaux défini par f —> df/f envoie Hl(X 5 ,0*) dans
Hl(X 5 Ql) . On en déduit par commosition un homomorphisme Hl(X 5 fq*) — HZ(X ,E)
gui cofncide avec 1'homomorphisme c¢ défini plus haut (ef. [7), loco citato).

Dire que c(4Q) = O revient donc & dire que 1l'image de A dans H (X, f'})

est aulle. Or, si 1'on recouvre X par des ouverts Uy et si sur chaque Uy

; _ - \ _ ‘
on représente < par 2. ci(ffl) , on nourra done trouver des formes 77,] holo-

morphes sur J;\ , telles que
R < M . .
s 3P/ £ 2 1 - § - Nvu
c. Gf./f0 - Z.c, af . /f, = v 7 sur U, .
“— %4 1/*1 i 1/ i » f 1 S g

Vais alors la forme
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est une forme de troisiéme e2srice (au sens analvtique, donc aussi algébrique)
adnettant A nour résidu. le méme raisonncment, pris en rens inverse, montre

ue l'existence d'une telle forme imrlicue la nullité d=  c(A
q )

COROLLAIRE 1. - Pour qu'il existe uae forme de troisiéme espece sur X admet-

tant A pour résidu, il faut et il suffit gue A € kJ (les notations étant
celles du n° 1).

En effet, le théoréme 3 montre que J est l'ensemble des O = 3. n, Di tels
que h(L) =0  donc JK est 1'ensemble des & tels que c(&) =0 .

COROLIAIRE 2. - Toute forme de troisime esvéce sur X qui est réguliére sur

* ‘
Y ezt de la forme f w , avec w ¢ Sp

S— w
Soit #A une telle forme. D'arrés le corollaire au théoréme 2 et le corollaire

1 au théoréme 4, il existe P £ sn telle que Res(st ) = Reo(bv ) . La forme

X - Al est donc partout regullere, et 1'on szit qu'une telle forme est image

, donc aussi d'un é1lément de s. . D'od le résultat.
A G

COROLLAIRE 3. - Toute forme de troisidme ssrice sur X cst fermeée.

réciproque d'un élérent de s

°

. . . 3 *
In effet, il en est ainsi des formes f w , avec W sy

REMARQUE. - Les corollaires ci-dessus s'énoncent de fagon purament algébricue.
Comme ils sont vrals sur le corps £a , le "princive de Lefschetz™ montre qu'ils
sont vrais sur tout corps algébriquement clos de caractéristique O . Zn carac-
téristique p ; les corollaires 1 et 2 peuvent Stre en défaut, comme on 1l'a si-

gnalé plus haut ; j'ignore ce qu'il en est du corollaire 3.
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