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METHODES GEOMETRIQUES DANS
L’ETUDE DES EQUATIONS D’EINSTEIN
[d’aprés Christodoulou, Klainerman, Nicold et Rodnianski]

par Serge ALINHAC

Dans cet exposé, nous présentons les outils développés dans les quinze derniéres
années par Christodoulou, Klainerman, Nicolo et Rodniansky, outils qui ont permis
d’importants progres dans I’étude des équations hyperboliques non-linéaires, notam-
ment des équations d’Einstein. Il existe bien entendu beaucoup d’autres travaux sur
ce sujet dont nous ne pourrons parler, et j’espere que leurs auteurs me pardonneront
de m’étre volontairement limité au choix retenu par Bourbaki. Pour ce qui est des
aspects géométriques et physiques des équations d’Einstein, on consultera avec pro-
fit exposé de J.-P. Bourguignon [3] dans ce méme séminaire. Notre propos est en
quelque sorte complémentaire de celui de Bourguignon : il vise a rendre compte de
fagon un peu technique de méthodes qui se sont clarifiées au fil des ans, et dont le
« coeur » apparait dans de nombreux travaux.

1. LES PROBLEMES

Nous ferons ici référence a trois groupes de travaux, tres liés entre eux :

i) Les travaux de Klainerman [8] et Klainerman et Rodniansky [10] sur les équations

d’ondes quasi-linéaires
0o — 97 (9)05¢0 = N (6, V).

ii) Les travaux de Christodoulou et Klainerman [6], Klainerman et Nicold [9] sur
les équations d’Einstein R,g = 0.

iii) Les travaux de Klainerman et Rodniansky [11-16] sur les équations d’Einstein.

La discussion des travaux i), outre son intérét intrinseque, est utile pour mieux
appréhender la démarche des travaux ii) et iii).

Dans tous les cas, il s’agit de problemes qui s’écrivent dans des coordonnées bien
choisies comme des systemes hyperboliques non-linéaires, dont la partie principale est
simplement L, x Id, L, étant le d’Alembertien associé a une métrique lorentzienne g.
Il n’y a donc qu'une seule géométrie associée a de tels systemes. Deux types de
problemes se posent alors :
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A) Le probleme de lexistence globale en temps de solutions C*° associées a des
données de Cauchy elles-mémes C'° et suffisamment décroissantes lorsque |x| — .

B) Le probleme de I'existence locale en temps de solutions associées & des données
de Cauchy peu régulieres, par exemple dans un espace de Sobolev H*(R3), avec s
aussi petit que possible.

Dans le probleme A, comme on peut le voir en consultant Hérmander [7] ou la
premiére partie de 'exposé de Chemin [4], I'enjeu est de prouver la décroissance en
temps, uniformément en espace, de la solution et de ses dérivées.

D’autre part, les problémes A et B sont liés entre eux de deux fagons :

i) Silon parvient a abaisser s jusqu’a un niveau contrélé par une quantité « conser-
vée » (comme 1’énergie pour ’équation des ondes, par exemple), on obtient ’existence
globale de solutions peu régulieres.

ii) Une procédure d’attaque du probléeme B due & Bahouri et Chemin [1, 2], et
reprise dans les références i), est la suivante : pour A fixé grand, notons gy une ré-
gularisation de la métrique g (gx — g lorsque A — o0); on établit alors I’équation
(& coefficients régularisés) vérifiée par le « bloc » Ayu (qui est, dans 1'écriture de u a
laide de sa transformée de Fourier u(§), la partie de u pour laquelle |£| est de ordre
de \)

Lg/\ (A)\u) = R)\.
Apres un changement d’échelle convenable, le probléeme se réduit a étudier la dé-
croissance, sur un intervalle [0, 7], T < A%, a > 0, de la solution v d’une équation
d’onde
LhAU = 0,
ol h) est une nouvelle métrique déduite de g. On peut alors «recoller » les informations
sur les A u pour obtenir I'estimation voulue sur la norme H® de u.

Ce qui est important est que I’étude du probleme A, comme celle du probleme B
par lapproche ii), se réduit a prouver la décroissance des solutions d’une équation
linéaire associée a une métrique h déduite de g, et jouissant de propriétés connues
(P). Le caractere non-linéaire du probléme consiste en ceci : la métrique h dépend
en fait de la solution ¢. Il faut donc supposer certaines propriétés (Q) de ¢ sur un
intervalle de temps [0, T'[, qui impliquent les propriétés correspondantes (P) de h sur le
méme intervalle, lesquelles permettent d’établir que (Q) a lieu en fait sur un intervalle
plus grand [0,7T + ¢]. C’est le procédé d’induction sur le temps.

Nous consacrerons les sections 2 a 6 a décrire les outils d’étude des équations
linéaires, ne retournant aux aspects non-linéaires spécifiques qu’au paragraphe 7. La
section 8, enfin, évoquera un travail en cours sur la « conjecture H? » pour les équations
d’Einstein.

Notons que, dans un article récent [17], Lindblad et Rodniansky ont démontré I’exis-
tence globale de solutions régulieres des équations d’Einstein écrites en coordonnées
harmoniques, sans utiliser les outils géométriques qui font 'objet de cet exposé; la
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contrepartie en est qu’ils ne semblent pas obtenir les propriétés asymptotiques fines
des composantes de la courbure (« peeling properties ») telles qu’on peut les trouver
dans [9], par exemple.

2. LE C(EUR DU DISPOSITIF : FEUILLETAGES, REPERES ET
FONCTIONS OPTIQUES

Dans toute la suite de I’exposé, nous nous placerons dans R*, ot nous tacherons
d’utiliser le moins possible les coordonnées usuelles

' =t, x=(a' 2% 2%).

Nous supposerons donnée une métrique lorentzienne g, de signature (—,+, +,+), le
plus souvent proche de la métrique « plate » i de I'espace de Minkovski

n = —dt* + (dz*)? + (dz?)? + (dz®)2.
Les composantes de g en coordonnées locales seront gng, et g*° seront les éléments

de la matrice inverse de gos. Nous noterons g(X,Y) = (X,Y), et D la connexion
canonique associée a g. Le gradient et le hessien d’une fonction f seront définis par

(Vf$,X)=Xf, Vf(X,)Y)=XYf—(DxY)f,
le d’Alembertien associé a g étant I'opérateur
Lof = g°"V? fap.
Nous considérerons dans la suite deux situations géométriques distinctes :
(I) Celle des travaux i) sur les équations d’ondes pour une métrique scindée
—dt® + gijdmidmj,
dans laquelle le feuilletage par les surfaces Xy, = {t =t} joue un role essentiel.

(II) Celle des travaux de Klainerman et Nicold et Klainerman et Rodniansky sur
les équations d’Einstein, dans lesquels aucune coordonnée n’apparait a priori.

Pour le lecteur désireux d’approfondir, signalons que nous avons adopté les nota-
tions de [10] pour décrire la situation I, tandis que nous adoptons celles de [9] pour
décrire la situation II. Enfin, au paragraphe 8, nous gardons les notations de [14].

Dans les deux situations géométriques, on suppose donné un feuilletage par des va-
riétés de dimension deux, chacune homéomorphe a une 2-sphére standard. Ce feuille-
tage est tel qu’en chaque point p € S, la restriction de g & Porthogonal H = (T,5)*
est de signature (—, +), et I’on note (es, e4) des vecteurs isotropes de H, pointant vers
le futur, de directions respectivement « rentrantes » et « sortantes » (cf. section 2).
Si lon choisit un repeére orthonormé (e1,e3) sur S, on dispose ainsi d'un repére iso-
trope (e1,es,€3,¢e4) («null frame »), qui jouera un role central dans la suite (tous les
tenseurs seront décomposés sur ce repere).
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Si la collection des 3-plans engendrés par (e, ez, eq) est intégrable, on peut voir
que les variétés intégrales correspondantes, les « cones sortants », sont les surfaces de
niveaux d’une fonction u vérifiant ’équation eikonale

go‘ﬂaauaﬁu =0.

Une telle fonction est dite « fonction optique ». On définit également une fonction r,
constante sur chaque sphere du feuilletage, par 47r? = aireS.

Dans la situation I, on définit d’abord une fonction optique u en imposant de plus
u =t — r infiniment pres de I'axe des temps. Le feuilletage en sphéres est alors

St = {t = to, u = up}.
En notant
L' =—-Vu,b ! =0u, N=-bdud;,
on pose
ea=L=bL"=0;,+N, e3s=L=08,—N,
et I'on a les propriétés
(L,L)=0,{(L,L) =0, (L,L)=-2.

On notera qu’en général le systéme des 3-plans (e, es,e3) n’est pas intégrable. On
complete le dispositif en posant néanmoins u = 2t — w.
Dans la situation II au contraire, on définit d’abord des fonctions optiques « en-

trantes » et «sortantes » u et u de la facon suivante :

i) On construit une fonction uy sur X9 = {t = 0}, dont les surfaces de niveaux
jouissent de propriétés que nous expliquerons... a la section 7. On choisit alors pour
u la solution entrante de I’équation eikonale qui vaut u, pour £ = 0. On se limite ici
a un domaine de ¥ délimité par les deux surfaces u, = v et uy, = u,.

ii) Sur le coéne rentrant C, = {u = u, } (que les auteurs appellent « the last slice »),
on choisit une fonction u, dont les surfaces de niveaux jouissent aussi de propriétés
expliquées a la section 7. On définit alors u comme la solution sortante de 1’équation
eikonale valant u, sur C,.

Une fois définies u et u, on pose
L=-Vu, L=-Vu, 20°=—(L,L)"'=—(9"%0audsu)",

et finalement on choisit
e3 =2QL, e4 =2QL

en sorte que (e3, e4) = —2. Le feuilletage en spheres est finalement défini par

Sy ={u=\u=v}
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3. LES OBJETS GEOMETRIQUES DANS L’ESPACE-TEMPS DE
MINKOWSKI

Dans I'espace-temps de Minkowski, la situation géométrique de la section 2 est tres
simple : on choisit

et donc
ea=L=-Vu=0,+0,, es=L=-Vu=0—0,, rd =x'0;.

Le feuilletage en spheéres est celui des spheres standard dans les plans horizontaux, et
des champs tangents a ces spheéres sont

Dans la théorie des équations hyperboliques, tous ces objets ont des fonctions multiples
plus ou moins « évidentes », que nous allons détailler, car il sera nécessaire de les
distinguer plus tard.

1. Nous pouvons définir au moins deux notions d’infini : ce qui se passe lorsque
r — 00, et ce qui se passe lorsque u — oo, pour u fixé (« null infinity »). La premiere
notion est claire, et les puissances de r apparaissent partout comme « poids » dans
les estimations de décroissance cherchées. Par ailleurs, observons qu’une solution ¢ de
I'équation des ondes avec données de Cauchy C§° peut s’écrire (cf. [7])

¢z, t) = (1/r)F(r —t,w,1/7).

Pour u fixé, r¢ a une limite qui est F'(—u,w,0)) (que l'on peut calculer explicitement
a laide des tranformées de Radon des données [7]). Dans [9], les auteurs établissent
toutes les limites de ce type, qui sont importantes pour 'interprétation physique des
résultats.

2. Les cOnes sortants et rentrants permettent de préciser les domaines de déter-
mination de divers sous-ensembles, c’est-a-dire de préciser la structure causale de
I’univers que 'on décrit.

3. Nous notons que

1 . 1
Oy = §(L +L), S=td+2'0;= §(ue3 + uey),
, 1
Ko = (t* +2%)0; + 2t2'0; = §(u263 +u?ey).

Les champs 0; et Kj sont utiles (entre autres choses) comme multiplicateurs permet-
tant d’obtenir des inégalités d’énergie pour ’équation des ondes. Cela signifie que
pour X = J; ou X = Ky, 'on calcule en intégrant par parties

/ Lo X ¢drdt,
[0,T1x R3
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obtenant ainsi un contréle au temps 7' d’une énergie positive E(¢)(T) de ¢. Pour
X = 9, on obtient simplement I’énergie standard E(¢)(T) = |[V¢(.,T)|%,, tandis que
pour X = K («inégalité conforme »), on obtient une énergie équivalente &

(3.1) IlI* + Sl R:o )1 + [[1S¢l* + Sl Hig 1,

la norme | - || étant la norme L% & T fixé, les H; = t0; + 2'0; étant les champs
de rotations hyperboliques. Nous expliquerons a la section 4 la généralisation de ces
procédures.

4. Les champs considérés en 3 ont aussi de bonnes propriétés de commutation avec
L,,. En effet,

[L,,Ri] =0, [L,, Hi]=0, [Ly,S]=2L,.

Le point 5 sera consacré a ce probleme de commutation dans le cas non plat.
5. Enfin, en revenant a 1’écriture de 1 d’une solution réguliere

o(z,t) = (1/r)F(r —t,w,1/7),

on observe que les différentes composantes de V¢ ont des comportements différents.
Plus précisément,

Lo~ 1/r?, (Ri/r)(¢) ~1/r*, L ~1/r.

Plus tard, il sera essentiel d’étudier séparément les diverses composantes des tenseurs
que nous voulons estimer dans des repeéres isotropes analogues a (eq, €, €3, €4).

4. LES INEGALITES D’ENERGIE ET LE TENSEUR D’ENERGIE-
MOMENT

Pour comprendre, dans le cas plat, le formalisme que nous allons expliquer, on
pourra consulter [5].

4.1. Le cas des équations d’ondes
Le tenseur d’énergie-moment () associé a une fonction ¢ est défini par
Qap = 0ad0pd — (1/2)gap(9"” 0,00, 9).
Ses propriétés principales sont les suivantes :
i) Si Ly¢p = F, alors
D*Qap = FOu9.
ii) Si X et Y sont de type temps et orientés vers I'avenir, Q(X,Y’) > 0.
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Dans la situation I, la structure des composantes de ) dans notre repere habituel
est la suivante :

Qrr =L, Qrr =|LoP*, Qrr = Ya=12leadl?,
QLe, = (Lo)(€ad), QLe, = (Lo)(ead),
Qeae, = (€a®)(e9) — (1/2)6ap|—(Ld) (L) + Taz1,2]ead|’]-
Choisissons maintenant un champ X, et posons P, = Q3X #. 11 vient
D°P, = (1/2)Q*1op + FX(9).

Autrement dit, on écrit le produit (Ly¢)(X¢) sous la forme d’'une divergence plus
une forme quadratique en les dérivées premieres de ¢. Le tenseur 7 est le tenseur de
déformation de X défini par

Tap = DaXﬁ + DﬂXa.

On voit que c’est aussi la dérivée de Lie de g. Selon la formule ci-dessus, on a tout
intérét & choisir un champ X (de type temps) pour lequel 7 serait le plus petit pos-
sible. Le cas m = 0 est celui des champs de Killing (dont le flot laisse g invariante).
Malheureusement, de tels champs n’existent pas en général. Les deux possibilités rete-
nues par Klainerman sont d’une part X = %(L + L) = 0, généralisant ainsi I'inégalité
d’énergie standard, d’autre part X = %(u2L +u?L), généralisant I'inégalité conforme
du cas plat.

Il semble que ces choix soient guidés par deux considérations, outre le fait que ce
sont les « bons choix » dans le cas plat :

a) D’abord, ces champs s’expriment simplement en termes de wu,u, L, L, ce qui
permet de calculer leurs tenseurs 7 en fonction des « coefficients du repere » (que
nous discuterons au point 6).

b) Mais la vraie raison est la suivante : si nous décomposouns la forme quadratique
Qaﬂwag dans notre repere, tous les termes font intervenir au moins une « bonne »
dérivée de ¢ (c’est-a-dire e;¢, i = 1,2 ou ¢ = 4), a l'exception du terme mprQrr qui
contient |Lé|?. Mais justement, on peut calculer que

Drpy =0, Edrpp=o0.

Avec le choix du multiplicateur K, par exemple, on obtient le contrdle & 'instant ¢
d’une énergie équivalant a

(4.1) E(9)(t) = / (61 +#2|Le|* + t*Sa=1 2lead|® + u?|Lo[*]dv,

t
dv étant la mesure de volume induite par g sur >;. Il est intéressant de comparer cette
formule avec (3.1), sachant que, dans le cas plat, on a les relations

S + Zw1H1 = QL, S — Ew1H1 = UL
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4.2. Le cas relativiste

Dans la situation IT de I’étude des équations d’Einstein, les auteurs utilisent des
estimations d’énergie du tenseur de courbure R. On sait que R satisfait la deuxieme
identité de Bianchi (« Bianchi equations »)

D[ERVIS]O(B =0,

ou le crochet sur les indices signifie la somme alternée (comme pour la dérivée ex-
térieure d’une 2-forme). En fait, puisque 'on étudie les équations d’Einstein dans le
vide, qui s’écrivent Rog = 0, le tensor de Weyl W est identique a R, satisfait les

“3ay = 0. On peut
établir une analogie entre ces équations et les équations de Maxwell. Le fait est qu’il
existe une « machinerie » d’inégalités d’énergie analogue a celle que nous avons ex-
pliquée pour I’équation des ondes. On définit un tenseur d’énergie-moment (dit « de
Bel-Robinson ») par

mémes équations de Bianchi, les mémes symétries, avec en plus W

Qapys = Wapwwgg + *Wapw* ggv

olt *Wogys = (1/2)5aﬂquWw est le dual de Hodge de W, défini & I’aide de la forme
volume ¢. Le tenseur ) jouit des propriétés suivantes :

i) @ est symétrique et de trace nulle par rapport & tout couple d’indices.

i) Q(X,Y,Z,U) est positif si les quatre champs X,Y,Z U sont de type temps
orientés vers le futur.

iii) Si W est solution des équations de Bianchi,

DaQaﬁ'yé =0.

Comme en 4.1, on en déduit qu’en posant, pour trois « multiplicateurs » donnés
XY, Z,
Po = Qupys XY 20,

on trouve, si W satisfait les équations de Bianchi,
1
Dep, = §Qa575[(X)7rO‘BY7Z5 4 Mgy xBzs (Z)Wa5XByv]'

On voit donc que le choix des multiplicateurs X, Y, Z obéit exactement aux mémes
contraintes que pour ’équation des ondes : on prendra comme avant soit T', soit Ky, ce
qui, compte tenu des symétries, ne laisse que quatre possibilités. Dans [9], les auteurs
ne retiennent en fait que les choix (Ko, Ko, Ko) ou (Ko, Ko, T), ce qui correspond a
I'inégalité conforme pour I’équation des ondes.

La nouveauté ici est qu’il n’y a pas de coordonnée t. On va donc intégrer D P,
dans un domaine de détermination K, bordé par deux surfaces de niveau u = A,
u = v et une portion de X9 = {¢ = 0} : au lieu d’obtenir une énergie qui s’exprime
comme une intégrale sur un plan horizontal, comme dans le cas des ondes, on obtient
deux intégrales sur le bord latéral de K, qui sont en fait, de fagcon analogue a (4.1),
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des intégrales des carrés de diverses composantes de R, agrémentées de divers poids
qui sont des puissances de u et u (voir [9]).

5. COMMUTATIONS

Il s’avere qu’en général, pour obtenir des estimations ponctuelles & poids (qui sont
ici 7 et (u) = (1 + |u|?)"/?) sur les solutions d'une équation hyperbolique, le contréle
de I’énergie de cette solution ne suffit pas. Dans 'esprit des inégalités de Sobolev, il
faut aussi controler I’énergie d’un certain nombre de dérivées de la solution, résultat
que 'on n’atteint qu’en établissant des équations vérifiées par ces dérivées, c’est-a-dire
en les « commutant » a 'opérateur.

5.1. Le cas des ondes

Dans le cas plat (voir [7] ou I'exposé de Chemin [4]), on commute avec I’équation
des produits Z<, ou les Z sont pris parmi les « champs de Klainerman »

804; Ria Sa H1
Dans le cas général, on utilise la formule suivante (cf. [8]) :
[Lg, X]¢ = 1°FV2p0p + Dam®P ¢ — (1/2)0° (tr 7)05¢.

On notera que le commutateur ne dépend que du tenseur de déformation 7 = X
de X, le méme qui intervenait déja dans les inégalités d’énergie. On remarquera a ce
propos que, contrairement aux apparences, 7 contient des dérivées X (g*?), comme il
est normal pour un commutateur, car

70 = 0%(XP) + 9°(X*) — X (g*P).

Il faut donc commuter avec Ly des champs pour lesquels 7 soit le plus petit possible, et
qui apportent I'information souhaitée. Dans le cas de I’équation des ondes (situation I),
pour gagner le controle des dérivées de ¢ d’ordre supérieur a un, le plus simple est de
commuter le champ T = (1/2)(L + L), dont le tenseur de déformation a de bonnes
propriétés. Utilisant alors I’équation, on obtient un contréle de Ay¢ qui, via la théorie
elliptique, donne finalement le controle de toutes les dérivées.

Il est cependant des cas ou un controle de I'analogue des « champs de Klainer-
man » appliqués a ¢ est souhaitable, pour les mémes raisons que dans le cas plat (par
exemple, pour pouvoir ensuite appliquer I'inégalité de Klainerman [7] [4]). Dans ce
cas, on dispose déja d’un analogue du champ de scaling S défini par

S = (1/2)(ul + uL).

Pour ce qui est des rotations analogues aux R;, on note que les cones sortants sont
des surfaces caractéristiques pour L, ; il est donc raisonnable de choisir des champs
O tangents aux spheres du feuilletage, c’est-a-dire ici aux spheres Sy, .. Le choix
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des auteurs est de préserver autant que faire se peut les relations existantes dans le
cas plat

[Ri; RJ] = aiijkv [R17 87’] = 0) <€i, R]> = 0) i = 374

Pour ce faire (toujours dans la situation I), on considére, dans ¥, le feuilletage en
spheres u = g, et son champ unitaire normal (sortant) N. Le flot de N permet de
ramener sur une sphére donnée les champs (standard!) R; qui vivent sur la spheére
a linfini : cela est dii au fait que le feuilletage ressemble, & l'infini, au feuilletage
standard, et que les champs R; sont homogenes d’ordre zéro. Pour obtenir les champs
tangents a la sphere S, ,,, on prend 'image des champs tangents & la sphere S 4,
par le flot de L, pendant le temps tg. On assure ainsi les relations

[0,70] = ¢;;,%0, [L,'0] = 0.

Il y a un certain arbitraire dans cette définition, car on aurait par exemple obtenu
d’autres champs en transportant les champs standard de 'infini directement dans le
plan ¥, .

Finalement, notons qu’il ne semble pas qu’on dispose d’analogues aux rotations
hyperboliques H; du cas plat, jouissant de bonnes propriétés de commutation.

5.2. Le cas relativiste

On a vu que, dans ce cas, les auteurs utilisent les équations de Bianchi pour contro-
ler la courbure a I'aide d’inégalités d’énergie. Les champs que 1'on souhaite commuter
aux équations de Bianchi sont les mémes que plus haut : T, S, (V0. Notons ici que
les rotations (VO sont définies & partir des rotations sur la surface {uy = u, } de ¥g a
laide des flots de deux champs « équivariants » (c’est-a-dire que leurs flots appliquent
les spheres du feuilletage les unes dans les autres) : on pousse d’abord les champs le
long de C, par le flot de 2Q2L, puis, de la sphere a laquelle on a abouti, le long du
cone sortant par le flot de 2Q2L jusqu’a la sphére voulue.

La principale différence est qu’on dérive le tenseur de Weyl, et non pas une fonction,
ce qui nécessite quelques précautions. Au lieu de considérer la dérivée de Lie usuelle
LxW, on doit introduire, afin de préserver les symétries de W, la dérivée de Lie
modifiée (par des termes linéaires)

LxW = LxW — (1/2)XW] + (3/8) tr) 7,
ot on a posé (avec (X7 = 1)
(X) [(Wlagys = ThWupys + WgWauw + nyLWaﬁué + 75 Wagqu-

Nous renvoyons le lecteur a [3] pour des apergus géométriques sur cette définition.
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6. LES EQUATIONS DE STRUCTURE : PROPAGATION ET
ELLIPTICITE

Nous avons vu plus haut la nécessité d’introduire les champs T, Ko, S, VO, et
comment leurs tenseurs de déformation intervenaient, aussi bien dans les inégalités
d’énergie que dans les formules de commutation. Il reste a expliquer comment 'on
controle ces divers tenseurs de déformations.

Bien que les traitements des situations géométriques I (ondes) et IT (relativité)
soient assez nettement différents, ils ont en commun suffisamment de traits caracté-
ristiques pour que nous puissions en donner une idée en exposant ici le seul cas I.
Nous reviendrons sur le cas II a la section 7.

Nous définissons les coefficients de connexion (qui sont des tenseurs sur les spheres
du feuilletage) par les équations

Xab = (DaL,es), X, = (DaL,es),
2%, = (DL, eg) =0, 26 = (DrL,e),
27]a = <D£La ea>7 2ﬂa = <DLL7 ea>-

Il est clair que ces coefficients suffisent a exprimer les tenseurs de déformation des
champs T, S, K. Notons que x et x sont les secondes formes pour le feuilletage en
spheres, et a ce titre, symétriques. Définissons k comme la seconde forme pour les
surfaces Xy,

kij = —(1/2)({915_%]‘.

Les formules

I
I

Xab = —Xab — 2kaba Sa —TNa + kaNa

n, = —kan, Na =b"1 #£Vab+ kan

montrent, en supposant k suffisamment connue, qu’il suffit de controler x, n, b.

Notons que ces coefficients sont & peu de chose pres les composantes (non nulles)
de V?u :

V2ugp = (DaVu, ep) = —(Dob "L, ey) = —b™ X,
VZua = —(Dpb 'L, ey) = —2b7 1,
VZupp = —(Dpb 'L, L) = 2e3(b)b™2 — 20~ 'kyn.
En dérivant deux fois I’équation eikonale, on obtient d’autre part
DrV?unp + bV2ulV?u,5 = b ' Rarsr.

Pour en déduire les équations de transport sur x, n, b, nous introduisons la partie sans
trace de x définie par

X =x—(1/2)g(trx).
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Les équations de transport sont alors
L(b) = —bknn,
L(trx) + (1/2)(tr x)* = =|X|* = knn trx — Raa,
DaXab + (1/2)(tr X)Xab = —kENNXab — Qabs
Pana + (1/2)(tr Xm0 = —(knp + 1) Xab — (1/2)(tr X)kan — (1/2)fa,

ou «, 3 sont des composantes de R

Qgp = RaLbLa tra = R44, ﬁa - RLaLLa

et [y est la projection sur I’espace tangent aux spheres de Dy4. En principe, ces équa-
tions suffisent a saisir x, 7, b et leurs dérivées. Cependant, cela conduit & de mauvaises
estimations, a cause de pertes de dérivées. C’est pourquoi 'on introduit ’équation de
Codazzi

Aiv )/(\a + Sé\abk'bN = (1/2)(Wa trx + kon tI‘X) — Rpsap-
La clé est de penser cette équation comme un systeme elliptique sur les spheres.
La stratégie est alors la suivante :

i) On remarque que I’équation de transport sur try ne fait intervenir que la com-
posante R44 du tenseur de Ricci.
ii) Le point crucial est la structure particuliere de Ric(L, L),

Ric(L, L) = L(m) — (1/2)ce} Ly(gw) + .

Ici, m ne dépend que des dérivées premieres de g, et E est une somme de termes
quadratiques en les dérivées premieres de g. Dans le contexte du probleme non-linéaire
de [10], on dispose sur Ly(g,, ) d’estimations meilleures que sur les composantes de R
en général. En appliquant e, a I’équation de transport, et en introduisant ’inconnue
«normalisée » y = tr y — 2/(t — u), on trouve finalement

Da Valy+m)+(3/2) Valy +m)
= —Xab ¥o(y +m)+ (y+m) ¥aly +m) — (y+m) ¥atrxX —trx ¥oknn
—knn Yatrx+ ¥a((1/2)efelLyg, — E).

iii) En combinant cette équation & I’équation de Codazzi, on contrdle finalement
les dérivées sur les spheres de tr y, X sans faire intervenir de dérivées de R. On a donc
véritablement gagné une dérivée.

Pour controler V,n ainsi que la dérivée manquante L tr y, on ne dérive pas I’équa-
tion de transport sur 7, car cela introduirait une dérivée de . On pose

p=2divy +2tr xkyy + 20> — tr(.X) + 7,
olt ¥ = Ris, + R335. L’équation de transport sur u s’écrit

Ly+ ptrxy =--+ L(Ry4),
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ou les points désignent des termes qui ne contiennent pas de dérivées de R. Compte
tenu de la structure remarquable de Ry4, le terme L(R44) ne pose plus de probléeme.
Une fois p estimée, on obtient les dérivées de n par le systéme elliptique

divy = (1/2)u — trxknn — [n]* + (1/2) tr(XX) — (1/2),

curln = (1/2)(X, X2c — X, X1c) — (1/2)(Riaz2 — Roaz1).
Finalement,
Ltrx =p—kyn trx + (1/2)(tr x)?

fournit 'information souhaitée.

7. COMPTAGE DES DERIVEES ET EQUATIONS EIKONALES EN
RELATIVITE

Nous n’avons jusqu’ici discuté que de la facon d’obtenir des estimations de solu-
tions d’équations linéaires. Un probléeme fondamental dans le cas non-linéaire est la
mise au point d'une hypothése d’induction. Une telle hypothése comporte en géné-
ral 'indication des comportements d’un certain nombre n de dérivées de la solution.
L’étude du probleme linéaire dont les propriétés sont déduites de cette hypothese doit
permettre de retrouver (avec une amélioration) ces mémes propriétés, en particulier
de retrouver un contréle du méme nombre n de dérivées.

Nous allons brievement expliquer ce « comptage des dérivées » dans le cas de la
relativité. L’hypothese d’induction consiste a supposer connues, dans une région K
bordée par une portion de ¥p, une portion de cone sortant u = vy et une portion de
coOne rentrant u = u,,, une métrique, ainsi que deux fonctions optiques v et u réalisant
un feuilletage dit « canonique », et vérifiant

O <80,R<80.

En simplifiant outrageusement, on peut dire que la quantité R décrit les comporte-
ments de dérivées d’ordre (au plus) deux des composantes de R, tandis que O décrit les
comportements de dérivées d’ordre (au plus) trois des coefficients de connexion (no-
tons que les dérivées d’ordre trois sont prises sur les sphéres). Pour retrouver /améliorer
I’hypothese sur R, on utilise les équations de Bianchi que 'on dérive deux fois. Nous
admettrons, ce qui est trés loin d’étre évident, que les informations sur O suffisent
pour maitriser les commutations et les inégalités d’énergie correspondantes. Il faut
ensuite retrouver I’hypothese sur O, et c’est ce point que nous allons un peu détailler,
pour bien voir comment les fonctions optiques u et u sont construites.
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Dans la situation géométrique II, on définit des coefficients de connexion, tout a
fait comme au point 6 :
Xab = (Dacasen), X, = (Da€s, ), 2Ca = (Daca, €3),
260 = (Desea €q) =0, & = (Deges,eq) =0,
Mo = (1/2)(Desea, €a) = Ca + Valog 2,
n, = (1/2)(De,e3,€q) = —Ca + Vo log Q,
4w = (De,eq,e3) = —2D4log Q, 4w = (D e3,e4) = —2D3log Q.

La grande différence est que les composantes de Ric sont nulles. Les équations de
transport naturelles, ou I'on a scindé x et x, sont comme plus haut

Dytrx + (1/2)(tr x)* — (Dalog Q) trx + [X|* = 0,
DyX +trxx — (D4logQ)x = —a,
(7.1) D€+ 2xC+ PalogQl = -,
Dstrx + (1/2)(trx)2 — (D3log Q) trx + |X|2 =0,
D3X +tr xX — (D3log Q)X = —a.
Les équations «anti-naturelles », qui expriment D3 tr x ou Dy tr x en fonction de div ¢,

servent en fait & calculer div ¢, comme on ’a vu plus haut.
Les équations elliptiques sont

divX + X¢ = (1/2)(Virx + Ctrx) — 6,
divy — X¢ = (1/2)(Vtrx — {x) + B,
curl( = —(1/2)X A X + o,
div(=---,
ol les points indiquent des quantités préalablement estimées.

C’est la nécessité de « boucler » 'hypothese d’induction qui va conduire au concept
fondamental de « feuilletage canonique ». Supposons en effet donnée sur ¥y une fonc-
tion w dont les surfaces de niveau forment un feuilletage en spheres raisonnable de
Yo, et qui servira de donnée initale pour u. Le controle de trois dérivées de x via (7.1)

nécessite le controle de trois dérivées de 6, la seconde forme du feuilletage en spheres
sur Xo. En notant N le vecteur unitaire sortant et a = [Vw|~!, on a

Vntr+ (1/2)(tr0)? = —(Aloga + p) + [—|Vlogal® + 6] + g(k)],

ou g(k) est une somme de carrés de composantes de k. Comme on n’a besoin en fait
que de trois dérivées ¥, pour ne pas avoir a dériver p, on va demander, et c’est la la
définition du feuilletage canonique sur X,

Aloga+p=p, loga=0,

ou la barre supérieure dénote la moyenne sur la sphere.
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Pour choisir la donnée u, de u sur C,, on introduit comme au point 6 la fonction u
p=— divy+(1/2)XX — p.

Le point important est que ’équation de transport sur p est agréable. Pour controler
les dérivées ¥, on choisit d’imposer p = @ sur C, . Sans entrer dans les détails, disons
qu’il est possible de choisir u de cette fagon, que les auteurs appellent « canonique ».

8. VERS LA CONJECTURE H??

Pour terminer ce court exposé, nous voudrions effleurer les travaux en cours iii) de
Klainerman et Rodniansky [11-16]. Il ne nous est en aucune fagon possible d’entrer ici
dans les détails. Ce qui importe pour notre propos est d’illustrer 'unité des méthodes
d’approche.

Il s’agit du probleme de type B : résoudre les équations d’Einstein pour des données
de Cauchy g € H%, k € H'. Dans le contexte que nous avons expliqué plus haut, un
des points clé est de pouvoir controler les cones sortants, surfaces de niveau de la
fonction optique u. Rappelons (cf. [9]) que [gtrx mesure le taux de variation du
volume de S dans la direction de e4 : pour éviter apparition d’un phénomene de
type « caustique », il est donc nécessaire (entre autres choses) de controler tr x dans
L. En notant ici L = —Vu et x(X,Y) = (DxL,Y), on a ’équation de transport

L{trx) + (1/2)(trx)* = —|xI*.

Il faut donc controler [ |X|* sur les géodésiques I' qui tissent un cone sortant C'.

On a vu (au paragraphe 7) que la bonne fagon d’estimer Yy est I’équation de Codazzi
divy =—-6+4(1/2) ¥Wtrx+ (1/2) trx{ — ¢.X.

En supposant que les deux derniers termes ne causent pas de problémes, et en notant
D~ l'opérateur pseudo-différentiel (sur la sphere!) d’ordre -1 qui résout le systéme
ci-dessus, il reste a considérer

. / D2, 1, = / D1 ¥ tr 2.
I I

Nous supposons estimée la quantité Ry, qui est la somme des normes des « bonnes »
composantes de R (dont ) dans L?(C). Notons que I' est de codimension deux
dans C (qui est de dimension trois), en sorte que le théoreme de trace de H*(C') dans
H*7}(T') qu'on aimerait utiliser... est faux, car ici s = 1 et non s > 1. De fagon tout
a fait analogue & la situation de [10] décrite en 6 ol la structure particuliere de Raq
permettait de gagner une dérivée, c’est ici la structure particuliere de 8 qui va nous
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aider. Les équations de Bianchi, écrites dans le repeére habituel, donnent en particulier
(cf- 19])
div 3 = Dap+ (3/2)ptr x + (1/2)X.a = ¢ — 213,
curl 3 = —Dyo — (3/2) trxo + (1/2)X o — "3 — 20" .
En abrégé, nous écrivons 3 = D~1(L(p), L(c)), soit, en ignorant le commutateur
DB =VrQ+---, Q=D"3(p0).
L’intégrale I; sera majorée par la norme de Q|I" dans H', qui est estimée par
Q|2 () < Cl(p,0)|L2(c) < CRo.

Si 'on a une chance de majorer |tr x|re & 'aide de I’équation de transport, c’est
en majorant Iy & l'aide de cette méme norme. Mais D~! X/, opérateur (pseudo-
différentiel) d’ordre zéro sur la sphere, n’opere pas dans L*... Nous arrétons ici, en
plein « suspens », le récit de cette passionnante aventure, en espérant avoir donné au
lecteur quelques clés pour aborder la lecture des travaux de Klainerman et Rodniansky
[14-16].

Remarque. — Nous nous sommes limités ci-dessous aux travaux ayant un rapport
immédiat avec ’approche que nous avons choisie. Une bibliographie plus vaste concer-
nant les équations hyperboliques non-linéaires se trouve dans [7], tandis que les lec-
teurs plus spécialement intéressés par la relativité consulteront [9].
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