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UNIFORMISATION EN DIMENSION TROIS

par Michel BOILEAU

Séminaire BOURBAKI

51ème année, 1998-99, n° 855
Mars 1999

INTRODUCTION

En 1977, W. Thurston a annoncé le théorème suivant :

Théorème de Thurston d’hyperbolisation.- Soit M une variété compacte, orien-
table, de dimension trois. On suppose que toute sphère plongée S2 borde une boule dans M
et qu’il existe une surface orientable, de caractéristique d’Euler strictement négative, pro-
prement plongée et dont le groupe fondamental s’injecte dans celui de M. L’intérieur de la
variété M admet une structure hyperbolique complète si et seulement si tout sous-groupe
abélien Z + Z du groupe fondamental de M est conjugué à un sous-groupe du groupe
fondamental d’une composante du bord de M.

Ce théorème donne une condition simple sur la topologie d’une variété de dimension
3 pour que son intérieur admette une structure hyperbolique, c’est-à-dire une métrique
riemannienne complète de courbure sectionnelle constante égale à -1. Il est au centre de
beaucoup de résultats importants en dimension 3.
Un cas particulier important de ce théorème concerne une variété qui fibre sur le cercle,

avec pour fibre une surface compacte orientable F et pour monodromie un difféomor-
phisme ~ E (cf. l’exposé de D. Sullivan [Sul]). La variété M ne dépend alors
que de la classe de conjugaison de cp dans le groupe des difféotopies La condi-
tion d’atoroïdalité est équivalente au fait que le difféomorphisme 03C6 est pseudo-Anosov :
son action sur l’ensemble des classes de conjugaison de lacets non triviaux dans xi (F)
n’admet pas d’orbite périodique.

Le cas fibré peut alors s’énoncer sous la jolie forme suivante :

Théorème d’hyperbolisation pour les variétés fibrées sur le cercle ([Th4] ; voir
aussi (Otal]).- Soit M une variété compacte, orientable, de dimension 3, qui admet une
fibration sur le cercle de monodromie ~. L’intérieur de M porte une métrique hyperbolique
complète de volume fini si et seulement si la monodromie cp est pseudo-Anosov.
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Historique de la preuve. Dans ces notes [Th0] Thurston a établi les techniques et les
résultats sur lesquels se fondent la preuve de son théorème d’hyperbolisation. En 1980,
il a présenté un plan détaillé et précis de celle-ci dans des notes sur les conférences qu’il
avaient données à Bowdoin [Thl] (cf. [Th2], [Morl]). Dans [Th3, Th4, Th5] il a écrit en

détail la première partie de sa preuve (cf. § 4.1 le théorème de l’image bornée), ainsi que
la preuve du cas fibré sur le cercle. Ces articles présentent les résultats nécessaires pour la
preuve, ne figurant pas dans les notes [ThO]. Le reste de la preuve (cf. §4.2) devait alors
être reconstituée à l’aide de [Thl] et des chapitres 8, 9 et 13 de [ThO] (cf. [Mor1]).
En 1985, les travaux de F. Bonahon sur les bouts des variétés hyperboliques [Bon]

(cf. § 4.2) ont permis de simplifier la partie de la preuve utilisant les chapitres 8 et 9 de
Thurston.

À la même époque J. Morgan et P. Shalen [MS1, MS2, MS3] ont donné une preuve
différente, de nature plus algébrique, des résultats principaux de [Th3, Th5] (cf. §4.1).
En suivant une approche complètement différente de celle de Thurston, C. McMullen

[McMl, McM2, McM3] a donné en 1989 une preuve du théorème du point fixe (cf. ~ 4), qui
est le coeur de la démonstration du théorème d’hyperbolisation des variétés qui ne fibrent
pas sur le cercle. Cette approche trouve son origine dans l’observation par J. Hubbard d’un
lien entre la conjecture de Kra, sur la norme de l’opérateur Théta associé au revêtement
d’une surface de Riemann, et le théorème du point fixe de Thurston.
En utilisant les travaux de McMullen, J.P. Otal [Ota2] a écrit en 1996 une preuve

complète du théorème d’hyperbolisation des variétés qui ne fibrent pas sur le cercle.

Entre-temps, il avait donné une nouvelle preuve pour le cas des variétés fibrées dans

[Otal].
A la même époque M. Kapovich [Ka] a écrit lui aussi une preuve complète du théorème

d’hyperbolisation pour les variétés qui ne fibrent pas sur le cercle, mais en reconstituant

l’approche originale de Thurston.

Dans ce texte M désignera toujours une variété compacte orientable. De même une
surface sera par définition compacte et orientable.

Une variété M de dimension 3 est irréductible si tout plongement de la sphère S2 =
M se prolonge en un plongement de la boule B3 dans M.

La variété M est atoroïdale si tout sous-groupe abélien de rang 2 du groupe fondamental

de M est conjugué à un sous-groupe périphérique (Le contenu dans le groupe fondamental
d’une composante du bord).

Ces deux conditions, irréductibilité et atoroïdalité, sont nécessaires pour que l’intérieur
de M admette une structure hyperbolique complète. C’est une conséquence directe de
l’irréductibilité du revêtement universel Ef et de la classification des sous-groupes abéliens

d’un sous-groupe discret et sans torsion de 

Une surface F, proprement plongée dans la variété irréductible M, est essentielle si le

groupe fondamental de chaque composante connexe de F s’injecte dans celui de M (F est
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dite alors incompressible) et qu’aucune composante connexe de F ne borde une boule ou
ne peut être déformée dans le bord aM.

Une variété M est hakenienne si elle est compacte, irréductible et qu’elle contient une
surface essentielle. Le théorème d’hyperbolisation est donc un théorème d’uniformisation
des variétés hakeniennes atoroïdales, dont le groupe fondamental n’est pas virtuellement
abélien.

Il existe beaucoup d’exemples importants de variétés hakeniennes : toute variété irréduc-
tible ayant un premier groupe d’homologie infini est hakenienne. En particulier toute
variété irréductible à bord non vide est hakenienne. Un exemple typique est l’extérieur
d’un noeud dans 53.

Le théorème d’hyperbolisation de Thurston s’applique à l’extérieur d’un noeud non
trivial dans 53 qui n’est ni un noeud torique, ni un noeud satellite. C’est R. Riley [Ril],
qui le premier a explicitement construit des exemples de structures hyperboliques sur le

complémentaire de certains noeuds et entrelacs dans 53.
L’existence d’une structure hyperbolique complète de volume fini sur le complémentaire

de ces noeuds est cruciale dans la preuve de la conjecture de Smith sur le redressement
des actions non libres sur 53 d’un groupe cyclique fini. Pour la preuve de cette conjecture
nous renvoyons aux actes édités par H. Bass et J. Morgan [BaM], ainsi qu’à l’exposé de
J. Morgan [Mor2].

La condition d’être hakenienne n’est pas du tout nécessaire pour que l’intérieur de M

porte une structure hyperbolique. C’est une conjecture toujours ouverte qu’elle peut être

remplacée par la condition (cette fois-ci nécessaire) que le groupe fondamental de M est
infini.

La variété hyperbolique fermée de Seifert et Weber [WS], obtenue en recollant par des
isométries les faces d’un dodecaèdre hyperbolique d’angles dièdres ~, n’est pas hake-
nienne.

Le théorème de chirurgie hyperbolique de Thurston montre comment construire beau-
coup de variétés fermées, hyperboliques qui ne sont pas hakeniennes. Partant d’une variété
irréductible M, ne contenant aucune surface fermée essentielle et à bord un tore incom-
pressible, Thurston déforme la structure hyperbolique complète (donnée par le théorème
d’hyperbolisation) en une structure hyperbolique non complète, mais dont le complété
est topologiquement une variété fermée, obtenue en collant un tore solide le long du bord

Théorème de chirurgie hyperbolique ([ThO, Ch. 5]).- Soit M une variété hake-
nienne atoroïdale et T2 ~ ~M une composante torique incompressible. Excepté pour un
nombre fini de recollements, une variété, obtenue en collant un tore solide le long du tore
T2, admet une structure hyperbolique complète.

Pour plus de détails sur ce théorème nous renvoyons aux notes de Thurston [ThO, Ch. 5]
et à l’exposé de M. Gromov [Gro].
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L’importance des variétés atoroïdales dans l’étude des variétés de dimension 3 a été
clairement mise en évidence par les travaux de Jaco-Shalen [JS] et Johannson [Jo]. Leurs
résultats montrent que toute variété hakenienne M admet une décomposition (canonique),
le long d’une famille finie (peut-être vide) de tores plongés, essentiels, disjoints et deux
à deux non parallèles, en sous-variétés atoroïdales ou admettant une fibration en cercles

(fibration de Seifert) ou en tores.
Ce résultat a donné le cadre topologique de la conjecture de géométrisation ci-dessous.

Celle-ci est due à Thurston et domine depuis plus de 20 ans toute la topologie en dimension
trois.

Les morceaux fibrés de la décomposition de Jaco-Shalen et Johannson peuvent être mu-
nis d’une métrique riemannienne homogène, complète, unique et localement isométrique à
l’un des six modèles suivants : les géométries à courbure constante S3 et JE3, la géométrie
produit Ef x R, et enfin trois géométries fibrées modelées sur les groupes de Lie Nil,
SL2(:IR) et Sol.

Thurston [Th8] (voir aussi [Sco3]) a montré, qu’avec la géométrie hyperbolique, ce
sont là les seules géométries homogènes que puisse admettre une variété irréductible et

compacte de dimension 3. Ceci l’a conduit à formuler la conjecture suivante, qu’il a donc
démontrée pour les variétés hakeniennes :

Conjecture de géométrisation (Thurston).- L ’intérieur d’une variété compacte, orien-
table, irréductible, de dimension 3, admet une décomposition canonique le long d’une

famille finie de tores essentiels, en sous-variétés possédant une structure géométrique ho-

mogène complète.

Cette conjecture englobe la conjecture de Poincaré, pour laquelle elle privilégie une

approche beaucoup plus géométrique que topologique.

Sortant du cadre des variétés hakeniennes et des méthodes classiques de dimension 3, les

travaux de P. Scott [Scol, Sco2], P. Tukia [Tu], G. Mess [Me], D. Gabai [GaI], A. Casson et
D. Jungreis [CJ] ont permis de montrer qu’une variété irréductible, de groupe fondamental

infini, admet une fibration de Seifert si et seulement si son groupe fondamental a un centre

non trivial. Une conséquence de ce résultat est :

Théorème du tore ([CJ],[Gal]).- Soit M une variété de dimension 3, fermée, orien-
table et irréductible. Si la variété M a un groupe fondamental infini et qu’elle n’est pas
atoroïdale, soit elle contient un tore plongé et essentiel, soit elle admet une fibration de

Sei f ert.
Ce résultat ramène la conjecture de géométrisation de Thurston à deux conjectures

d’uniformisation, ne faisant plus intervenir que les géométries sphériques et hyperbo-

liques. La première conjecture est une extension de la conjecture de Poincaré, englobant
la conjecture de Smith sur le redressement des actions libres des sous-groupes finis de
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Conjectures d’uniformisation.- Soit M une variété orientable, fermée et irréduc-
tible :

1. ( Poincaré-Smith) La variété M admet une métrique sphérique si et seulement si elle
a un groupe fondamental fini.

2. (Thurston) La variété M admet une structure hyperbolique si et seulement si elle a
un groupe fondamental infini et qu’elle est atoroïdale.

A ce jour, ces conjectures restent largement ouvertes. Elles sont a priori indépendantes
l’une de l’autre. C’est une idée fondamentale du programme de Thurston que d’avoir su
lier ces deux conjectures en montrant que dans certains cas la géométrie sphérique peut
être obtenue à partir d’un effondrement d’une suite de métriques hyperboliques singulières
sur la variété considérée.

En 1981 Thurston [Th2] a annoncé le théorème suivant qui a pour conséquence immé-
diate la conjecture de Smith pour les actions cycliques finies, non libres sur S3.

Théorème de redressement des symétries ([Th6]).- Soit M une variété de di-
mension 3 fermée, orientable, irréductible et atoroïdale. Soit f E un difféomor-
phisme périodique non trivial.. Si f n’agit pas librement sur M, la variété M admet une
métrique sphérique ou hyperbolique invariante par f.
Cet énoncé est un cas particulier du théorème des orbifolds de Thurston [Th6], qui

montre l’analogue naturel de sa conjecture de géométrisation pour une orbifold compacte
irréductible et dont le lieu de ramification est de dimension > 1. Nous renvoyons à [BS]
et [ThO, Ch. 13] pour la notion d’orbifold en général.
Dans le théorème ci-dessus, l’orbifold apparaît naturellement comme le quotient de la

variété M par l’action engendrée par le difféomorphisme f. Le point de départ de la preuve
de ce théorème est là encore le théorème d’hyperbolisation qui permet de se ramener au
cas où le complémentaire (9 - E de l’image E des points fixes de f admet une structure
hyperbolique complète. On montre alors que soit cette structure hyperbolique peut être
déformée en une structure hyperbolique dont le complété est topologiquement l’orbifold
(9, soit l’orbifold O admet une structure sphérique. Pour plus de détails nous renvoyons
à [BoP] et [CHK].
Nous achevons ce panorama de résultats sur l’uniformisation des variétés de dimension 3

par les résultats récents de D. Gabai [Ga2, Ga3], et D. Gabai, R. Meyerhoff, N. Thurston
[GMT], qui eux aussi sortent du cadre des variétés hakeniennes. Une conséquence de
leurs travaux est un théorème de rigidité hyperbolique, qui généralise en dimension 3 le
théorème de rigidité de Mostow [Mos].
Théorème de rigidité hyperbolique ([GMT]).- Une variété orientable fermée de
dirnension 3 admet une structure hyperbolique si et seulement si elle admet un revêtement
fini qui a le type d’homotopie d’une variété hyperbolique.

Voici un corollaire immédiat de ce théorème et du théorème d’hyperbolisation :
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Corollaire.- Si une variété orientable atoroïdale et fermée admet un revêtement fini
qui est une variété hakenienne, elle admet une structure hyperbolique.

La conjecture de Waldhausen suivante implique donc la conjecture de géométrisation
de Thurston pour les variétés fermées, orientables et de groupe fondamental infini :

Conjecture du revêtement (Waldhausen).- Toute variété fermée, orientable, irré-

ductible et de groupe fondamental infini, admet un revêtement fini qui est une variété
hakenienne.

Cette conjecture est largement ouverte, même dans le cas d’une variété hyperbolique.
On espère en fait qu’il existe toujours un revêtement fini ayant un premier groupe d’homo-

logie infini.

Dans la preuve de beaucoup des résultats présentés dans cette introduction, le théorème

d’hyperbolisation de Thurston joue un rôle central. On peut le considérer comme le ré-
sultat fondateur du programme de géométrisation des variétés de dimension 3, développé
par Thurston. C’est pourquoi la suite de cet exposé lui est entièrement consacrée.

La preuve du théorème d’hyperbolisation, comme beaucoup de théorèmes profonds en
dimension 3, utilise de façon essentielle l’hypothèse que la variété M est hakenienne.
L’existence d’une surface essentielle F, proprement plongée dans M, permet de découper
la variété le long de cette surface et d’obtenir ainsi une nouvelle variété MF qui est irréduc-
tible. Si MF n’est pas une réunion finie de boules, elle est hakenienne et le processus peut
être itéré. Le théorème de finitude de Haken, qui borne le nombre de surfaces essentielles,
disjointes, deux à deux non parallèles et proprement plongées dans la variété M, entraîne

qu’en un nombre fini de pas ce processus donne une réunion finie de boules : une telle
suite finie de variétés, obtenues par découpage, est appelée une hiérarchie de M. La preuve
du théorème d’hyperbolisation s’effectue alors par récurrence sur la longueur maximale
de certaines hiérarchies de M (cf. § 5). Le coeur de la démonstration est un théorème de
recollement de structures hyperboliques (cf. § 3,4), auquel se réduit l’étape de récurrence
par une jolie construction de ciselage et de miroitage de certaines composantes du bord

(cf. §5).
Ce texte ne prétend pas donner une preuve complète du théorème d’hyperbolisation de

Thurston, mais seulement en présenter les étapes les plus marquantes.
À cet effet, les résultats ne sont pas énoncés dans leur plus grande généralité, mais

uniquement dans le contexte de la preuve du théorème d’hyperbolisation.
La plupart des démonstrations sont seulement esquissées. Les détails complets peuvent

être trouvés dans les articles originaux de W. Thurston [ThO, Thl, Th2, Th3, Th4, Th5],
de C. McMullen [McMl, McM2], de J. Morgan et P. Shalen [MSI, MS2, MS3], ainsi

que dans la monographie de M. Kapovich [Ka], l’article de J. Morgan [Morl], et les

monographies de J. P. Otal [Otal, Ota2]. Il est clair que l’exposition présentée ici repose
pour la plus grande partie sur ces références.
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L’auteur tient à remercier L. Potyagailo pour l’avoir guidé d’un arbre à l’autre dans la
théorie de Rips, et J.P. Otal pour son aide et ses suggestions qui ont permis d’améliorer
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Mathematik ETH Zürich pour leur hospitalité durant la préparation de ce texte.

1. VARIÉTÉS HYPERBOLIQUES ET GROUPES KLEINIENS

Définition.- Un groupe kleinien est un sous-groupe discret de PsL2 (C), de type fini et
sans torsion.

Nous supposerons toujours ici que le groupe kleinien F n’est pas virtuellement abélien.
L’action de F sur l’espace hyperbolique H3 s’étend en une action conforme sur la sphère

à l’infini que l’on identifie à la sphère de Riemann C = C U 
Le domaine de discontinuité Q est l’ouvert 0393-invariant maximal de la sphère à l’infini,

sur lequel l’action de F s’étend de façon libre et discontinue. Son complémentaire A(r) =
C - Q est l’adhérence de l’ensemble des points fixes des éléments de F. On l’appelle
l’ensemble limite de h.

Le quotient N == JHl3 unir est une variété kleinienne, dont l’intérieur N = H3 /0393 porte
une structure hyperbolique complète et le bord ~N = n/F une structure conforme. La
variété N est naturellement orientée par l’orientation de JHl3 .
Une surface de Riemann est de type fini si elle est conformément équivalente au complé-

mentaire d’un nombre fini de points (appelés pointes) d’une surface de Riemann compacte.
Elle est dite hyperbolique si chacune de ses composantes connexes a une caractéristique
d’Euler strictement négative.

Le théorème suivant d’Ahlfors [Ah] (voir aussi [Su2]) est fondamental pour l’étude des
variétés kleiniennes.

l.l. Théorème de finitude ([Ah])
Soit F un groupe kleinien non virtuellement abélien et dont le domaine de discontinuité

n est non vide. La surface de Riemann est hyperbolique de type fini. De plus, une
pointe correspond à un élément parabolique de h. m
On dit que le groupe kleinien F admet un parabolique accidentel si q E r est un

élément parabolique qui correspond à un lacet de la surface non homotope à une
pointe.

Le coeur convexe C(N) de la variété hyperbolique N est le quotient par r de l’enveloppe
convexe C(A) de A dans JHl3. C’est le plus petit convexe fermé, dont l’inclusion dans N est
une homotopie d’équivalence. Ce n’est pas en général une sous-variété différentiable de N,
car son bord peut être plissé le long de géodésiques. Il n’est pas non plus nécessairement
de dimension 3. Par exemple il est de dimension 2 lorsque F c PSL2(R) est un groupe
fuchsien, c’est-à-dire un sous-groupe discret et de covolume fini dans PSL2(R).
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Pour éviter ce problème, on remplace souvent C(N) par son à-voisinage fermé 
qui est l’ensemble des points de N à distance au plus b de C(N) pour un 03B4 > 0 fixé.
Pour tout à > 0, est une sous-variété de N, de dimension 3, de classe Cl, à bord
strictement convexe et qui est difféomorphe à la variété kleinienne N.

On note la partie £-mince de N : c’est l’ensemble des points de N dont le rayon
d’injectivité est  ~. Il existe alors une constante universelle ~o, appelée constante de

Margulis, telle que pour £  ~o toute composante connexe de la partie £-mince est soit un
bout cuspidal de rang 1 ou 2, soit le voisinage tubulaire d’une géodésique (qu’on appelle
tube de Margulis). On appelle alors partie cuspidale de N, la réunion des bouts

cuspidaux de la partie £-mince pour £  ~o. On notera No le complémentaire dans N de
la partie cuspidale.

La variété hyperbolique N est géométriquement finie si son coeur convexe est de

volume fini. C’est équivalent à ce que la partie £-épaisse soit compacte. De

plus, pour un £ suffisamment petit (dépendant de F), le type topologique de la variété
compacte M = est indépendant de ~ et P = est une réunion

finie d’anneaux et de tores correspondant respectivement aux cusps de rang 1 et 2.

Définition.- On appelle type topologique de la variété hyperbolique géométriquement
finie N la paire (M, P), où P C âM est la sous-surface compacte de caractéristique
d’Euler nulle, correspondant à la trace des cusps tronqués.

La paire (M, P) a les propriétés topologiques suivantes :

1 ) M est une variété de dimension 3, compacte et irréductible ;

2) P C 8M est une sous-surface compacte, incompressible dans N, dont les composantes
connexes sont des anneaux ou des tores. De plus P contient toutes les composantes toriques
de aM ;

3) tout sous-groupe abélien Z+ Z C est conjugué au groupe fondamental d’une

composante connexe torique de P ;

4) il n’existe pas d’anneau essentiel (M, P), s’appuyant sur P ;

5) M n’est pas homéomorphe au produit T~ x [0, l~, excepté si P = T~ x {0}, ni à un
I-fibré tordu sur la bouteille de Klein.

Définition.- Une paire (M, P) ayant les propriétés 1) à 5) est appelée variété apprêtée
atoroïdale. La sous-surface P C âM est appelée le lieu parabolique de la variété apprêtée
et la surface compacte âoM = aM - int(P) son bord.

On dit que la variété apprêtée (M, P) est acylindrique si tout anneau essentiel dans

(M,80M) peut être homotopé dans P.

Remarque : La variété apprêtée (T~ x ~0, l~, ~2 x ~0~) est le type topologique d’un cusp
de rang 2.
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Définition.- Une variété apprêtée (M, P) est dite hyperbolique si elle est le type topo-
logique d’une variété hyperbolique géométriquement finie.

Une version précise du théorème d’hyperbolisation de Thurston est :

1.2. Théorème d’hyperbolisation pour les variétés apprêtées ([Thl])
Soit M une variété hakenienne, compacte, orientable, de dimension 3. La variété ap-

prêtée (M, P) est hyperbolique si et seulement si elle est atoroïdale.

Cette version du théorème d’hyperbolisation est nécessaire pour l’étape de récurrence.
En effet les variétés apprêtées apparaissent naturellement au cours de la hiérarchie, par

exemple lorsqu’on découpe une variété le long d’une surface essentielle s’appuyant sur une

composante torique du bord.

La construction de miroitage décrite au § 5 permet à Thurston de ramener l’étape de
récurrence à l’étape finale où le recollement fait intervenir tout le bord de la variété

apprêtée.

2. LE THÉORÈME DE RECOLLEMENT

Dans toute la suite, (M, P) désigne une variété apprêtée atoroïdale à bord non vide et
strictement incompressible. C’est-à-dire que aoM est incompressible et qu’il n’existe pas
d’anneau essentiel dans M s’appuyant à la fois sur ooM et P.

On désignera toujours par T une involution du bord ~0M de (M, P), qui échange les
composantes connexes par paires et renverse leur orientation. C’est-à-dire que l’on a une

partition ~0M = ~+0 M  ~-0 M et un difféomorphisme renversant l’orientation 

ôôMtelqueT=(f, f-1).
On note alors M/T la variété quotient, obtenue en identifiant deux à deux les compo-

santes connexes de ooM par T. C’est une variété à bord vide ou une famille finie de tores

9(M/ï) = P/T. En tant que variété apprêtée, son bord est vide et le lieu parabolique est
tout le bord 

Avec ces notations, l’étape principale de la preuve du théorème d’hyperbolisation de
Thurston est le théorème de recollement suivant :

2.1. Théorème de recollement ([Thl])
Soit (M, P) une variété apprêtée, à bord non vide âoM strictement incompressible. Soit

T : ~0M ~ ~0M une involution qui échange les composantes connexes par paires en
renversant leur orientation. On suppose que chaque composante connexe de la variété

apprêtée (M, P) est hyperbolique. Alors, l’intérieur de la variété quotient M/T admet une
structure hyperbolique complète de volume fini si et seulement si elle est atoroïdale.
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La preuve du théorème de recollement distingue deux cas suivant que la variété apprêtée
(M, P) admet ou non un revêtement fini qui est le produit d’un intervalle par une surface
compacte (F, 8F) x I. La démonstration dans les deux cas est entièrement différente.
Dans le premier cas, quitte à passer à un revêtement fini, on peut supposer que la

variété apprêtée (M, P)/T fibre sur le cercle, avec pour fibre la surface (F, âF) et pour
monodromie f E telle que T = ( f, f -1). La condition d’atoroïdalité est alors
équivalente au fait que le difféomorphisme f est pseudo-Anosov.

Pour une preuve détaillée de ce cas nous renvoyons à [Otal] et [Th2], ainsi qu’à [McM4]
et [Sul].

Remarque : Dans beaucoup de cas la preuve du théorème d’hyperbolisation pour une
variété non fibrée peut s’appliquer à un revêtement fini d’une variété fibrée. En fait,
excepté pour une variété fermée dont le premier nombre de Betti est égal à 1, toute
variété compacte qui fibre sur le cercle admet un revêtement fini qui contient une surface

essentielle, proprement plongée et qui n’est la fibre d’aucune fibration sur le cercle. Pour
un tel revêtement la preuve du cas non fibré s’applique. C’est une conjecture ouverte

qu’un tel revêtement fini existe toujours.

À partir de maintenant, nous nous restreindrons au cas des variétés hakeniennes qui ne
fibrent pas sur le cercle : c’est en quelque sorte le cas générique.

Nous allons expliquer maintenant comment Thurston ramène dans ce cas-là la preuve
du théorème de recollement à un théorème de point fixe.

Rappelons que l’espace de Teichmüller T(F) d’une surface compacte connexe F est
l’espace des classes d’équivalence de structures conformes d’aire finie sur int(F). Deux
telles structures (F, si) et (F, s2) sont équivalentes s’il existe une application conforme
h : Fi - F2 proprement homotope à l’identité.

On définit alors la distance de Teichmüller A(5i,52) comme où

h : (F, si) - (F, s2) parcourt l’ensemble des applications quasi-conformes proprement
homotopes à l’identité, et K(h) est l’excentricité de h.

Cette distance fait de T(F) un espace métrique complet, qui est homéomorphe à I~n

pour n = -3x(F), où x(F) est la caractéristique d’Euler de F.
Dans toute la suite l’espace de Teichmüller 7"(9oM) désigne le produit des espaces de

Teichmüller des composantes connexes de ~0M. On le munit de la distance de Teichmüller

définie comme le maximum des distances de Teichmüller pour les composantes connexes.

Voici l’analogue de l’espace de Teichmüller pour une variété apprêtée hyperbolique.

Définition.- Soit (M, P) une variété apprêtée connexe, hyperbolique et à bord stricte-
ment incompressible. On note P) l ’ensemble des classes d’équivalences de stuctures

hyperboliques géométriquement finies sur (M, P). C’est l’ensemble des paires (N, où

N est une variété hyperbolique géométriquement finie et [f] est la classe d’homotopie


