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Séminaire BOURBAKI
37eme année, 1984/85, n°642 Février 1985

INTERACTIQN DES SINGULARITES
POUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES NON LINEAIRES
[d'aprés J-M. Bony et al.]

Gilles LEBEAU

Introduction
Soit une équation semi-linéaire de la forme :

M P(x,D Ju(x) = F(x,u(x),...,asu(x),...)IBISM (xe RY

ol P(x,Dx) est un opérateur différentiel linéaire d'ordre m , a coefficients
réels C® , qu'on supposera strictement hyperbolique par rapport a X, » et ol
F est une fonction réelle C~ en ses arguments. Le probléme auquel s'intéresse

J-M Bony est :

Probléme : Soit u une solution de (1) appartenant a 1l'espace de Sobolev H
dans R" entier. On suppose connu les singularités de wu(x) dans

) ]RI_1 = {xeR® ,xn<0} . Pour s'>s peut-on savoir si u appartient a HS'
au voisinage d'un point Xx avec xn>0 ?

(On se pose aussi le probléme analogue (de Cauchy) ol on supposecanmuesles singu-

larités des données (52—)Ju(x' ,00 pour j=0,...,m-1)
n

Pour résumer la situation, Bony utilise le schéma suivant :

§-s' () s'=2s-s

- . (o]
interaction

3 (@)

®)
comportement linéaire

S.M.F.
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G. LEBEAU

La valeur de So dépend en fait de 1'équation ; pour (1) on pourra prendre
So =1/ +m-1 .

- Dans la région (a), la régularité a priori de u est trop faible pour que le
probléme (2) soit bien posé : d'une part le deuxieme membre de (1) ne sera pas
défini en général ; d'autre part, méme quand on sait le définir, il est possible
que u soit ¢ dans le passé et qu'une singularité de u apparaisse brusque-
ment (Choc). Par contre, dés que s >Sy s cela ne peut pas se produire : on sait
démontrer que si u est ¢’ dans an<0 , u est ¢ partout (c'est une
conséquence immédiate des résultats de [2], voir aussi [11]).

b) Pour s>s, et si on ne s'intéresse qu'a une régularité limitée de u
(s's2s-s,) le probleme est résolu dans [2] : le comportement est le méme que
dans le cas linéaire (F=0) (et les résultats de Bony s'appliquent aux équations
non linéaires les plus ‘générales ; on renvoie a [2] (et a 1'exposé de Y. Meyer
au séminaire Bourbaki) pour les énoncés précis dans le cas général ; pour les
équations semi-linéaires du type (1), voir le §1).

c) Enfin, pour s'> Zs-sy il apparait un phénomeéne typiquement non-linéaire :
1'interaction des singularités. Une description heuristique de ce phénomene
consiste a remplacer 1'équation (1) par un probléme beaucoup plus simple, mais
qui va donner dans les bons cas la description géométrique du résultat qu'on ob-
tient. Soit le systéme

1 P(X,Dx)u(x) 0

(ii) P(x,Dx)v(x) fx) = F(x,u(x),...,asu(x),...

)|8|sm-1
ol on choisit par exemple une solution u de i) , C* en dehors de deux hyper-

surfaces caractéristiques S1, S2 , et distribution de Fourier sur les conormaux
T§ , T§ . On suppose que dans xn:>0 , S1 et S2 se coupent le long de T
1 2

de codimension deux. Alors on aura en général (WF est le front d'onde de
Hormander)
= *
WE(f) = TS1U T§2U Tt
et d'aprés les résultats généraux sur les équations linéaires en supposant

WF(v)c:Tg lJTg dans X, <0 , il y a toutes les chances pour que WF(v) con-
1 2

tienne dans 1'avenir les conormaux des autres hypersurfaces caractéristiques

issues de T , SS”"’Sm

D'aprés le point b) les nouvelles singularités issues de 1'interaction, sur
5500 esS

S n » Seront moins fortes (25'-50) que les singularités sur S,, S, (s)
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(642) INTERACTION DES SINGULARITES POUR LES E.D.P. NON LINEAIRES

(4)

[Bien sOr, si on veut &tre géométriquement complet, il faut modéliser par le

systéme infini récurrent : P(X’DX)Vi+1 = F(x Vi x),... ,ani(x) yeee)ese .1
1. Rappels

On sait bien que méme dans le cas linéaire, la notion de singularités locales
ne donne pas de réponse satisfaisante au probléme (2) ; il faut microlocaliser :
on dit que u(x) appartient microlocalement a 1'espace de Sobolev H au point
(x O,EO ) ET*Rn\O (fibré cotangent a R privé de la section nulle) si pour

toute fonction (x) EC:(Rn) a support assez proche de X, ona:
@E) 1+ |E ]2)5/2 € LZ(I‘) (A = transformée de Fourier)
ou T est un petit voisinage conique de Eo . On écrit ueHS(x EO)
o!

Alors dans le cas linéaire, le probléme est résolu par le résultat classique

{71 .

THEOREME 1.- Soét p_(x,E) £e symboke principal de P(x,D,)
1) S ppx, 7 #0  (éee (x,, E®)  non caractinistique) alons
S +Hmn

Pu EH(xo, Eo) entrhaine UEH?XO’ go)

2) Si p(x,, ED=0 et sé y est fa bicanactinistique nutle de P passant
par  (x5,EC) (L.e La cournbe intégrale du champ hamiltonien de p,(x, E)) ona:
Pue BS™1  mionolocakement Lo fong de vy et ueH?x g0y entrainent ueH®
micrnolocalement Le Long de vy o’ =

L'extension de ce résultat au cadre non linéaire repose sur le calcul
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G. LEBEAU

paradifférentiel de Bony (voir [2], et aussi [11]). Pour comprendre la limitation
sur la régularité de u , on se souviendra du :

THEOREME 2.- [2], [8], [13]. L'espace des u appartenant & H° et appartenant
1

microlocalement & H®  est une algebre 54 s>n/, s'§25-n/2 (n =nombre

de variables) .

Pour 1'équation (1) on a alors :

THEOREME 3.- [2]. Soit u 4ofution de (1), et appartenant & H°

2s-m+2-1/7
x,, E9)

. (o] .
2) S& pm(xo,g ) =0 , et 8L UEH%XO,go) avec t§25-n/2-m+1 alons

1) Sé pm(xo,§°) #0 ,ona u€H

ueHt microlocalement en tout point de La bicaracténistique nulle de Py passant
par  (x, E%)

Ce résultat s'améliore si le terme non linéaire F ne dépend que de aBu
avec |B| SB <m-1 . Indépendamment, B. Lascar [8] et J. Rauch [13], avaient
démontré des résultats analogues, mais moins généraux. On trouvera dans [12]

les résultats concernant la réflexion des singularités pour les problemes aux
limites.

2. Interaction en dimension un d'espace

Dans [14], [15], [16], J. Rauch et M. Reed ont étudié les systémes d'équations
semi-linéaires strictement hyperboliques en dimension un d'espace :
du. u.

_ i i_
(6) Xi(ui) =5 + ci(x,t) i fi(t,x,u1,...,um)

ou les fi » C; sont des fonctions réelles C , et ci;écj pour i#j . Une
traduction de leur résultat principal sur 1'interaction des singularités est :

THEOREME 4.- [16] . Soit (uy,...5u)  une sofution bornée de (6). On suppose
que Les données de Cauchy Uy o =Y; (x,0) 4ont dans H> avee s>1/p . Soit
s(x) une fonction telle que pour fout j , u. OGHS(X) au voisinage de x
Alons u; (x,t) appartient a HS(x,t) au voi/.u’inage de (x,t) avec

S(x,t) = inf > _ s(x;)
A xiEAﬂt=O

ol R'Aing est pris surn tous Les graphes A de La gorme :
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(7

[En chaque sommet du graphe, il arrive deux courbes intégrales de Xi et XJ.
i#j , et il repart une courbe intégrale de Xk , k#i , k#jl

Un intérét de plus de leur travail est de prouver que le phénoméne d'interaction
se produit en général : voir [15] avec des données de Cauchy (o par morceaux,
lorsque deux singularités portées par les courbes intégrales de )(i et XJ. se
croisent, il apparait une singularité sur la courbe intégrale de Xk dés que
326

TR (x,t,u ..,um)#O .
1)

1"

3. Interaction de deux singularités (dimension quelconque)

En dimension supérieure a deux, et si on veut avoir un contrdle géométrique
microlocal des singularités, il faut faire des hypothéses supplémentaires sur
la nature des singularités incidentes. En effet, dans [1], M. Beals a construit

une solution de 1'équation des ondes non linéaire :

2 -1 .2

=]

8_1% - Z %B = B(x)us ; geC” , n23
X j=1 °j2
n
dont les données de Cauchy sur xn=0 sont C sauf a 1'origine, et dont le
support singulier remplit le céne d'onde |[x'| s |xn| .Ona ueH , s>/
et ueHS*2°€ 3 1rintérieur du céne.

L'hypothése supplémentaire que fait Bony est que les singularités incidentes
sont conormales :

DEFINITIONS. Soit V une s0us-variété de codimension d de R" ; pourt s€ER ,

k€N on note HS’k L'ensemble des u€H tels que X1...)S) ueH pour X
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G. LEBEAU

champs de vecteurs tangents a V et psk . (lonsque k=+w , ce sont Les
distributions de Fournien de Honmander sun Le conormal T\*, ) .

Evidemment, H‘s[’k est une algébre pour s>N/; , et est stable par action des

opérateurs pseudo-différentiels de degré 0. Pour étudier 1'interaction de deux
ondes, on complique la définition précédente : '

DEFINITION 6. Soient Sise+-sSy » M hypersurfaces se coupant iransversalement
sun T de codimension 2 ; on note Hg’k L'espace des u dans B tels que
M1...Mpu€H5 » powr psk , Les M; &tant des opérateurs pseudo différentiets

de degné 1 dont Le symbole principal &'annule sun Les conormaux T3 et Tr
i
Pour s>T/, Hg’k est aussi une algebre, mais il faut le démontrer. En se

placant dans la situation géométrique de 1'introduction (4), on a alors :

THEORBME 7.- [3] . Soit u, sofution de (1) appartenant a H s>/, +m
telle que dans x, <0 , u€I—ls+k hons de S;us, u€H§fk pres de S;
i=1,2 . Alons dans x >0 , pres de T ,ona uEHg’k étdepﬂws pres de
Sj\l" j=3,...,m , avec q=s+1-N/y-m ueﬂgfq’[k-q] s k>q ueHs*k

S.
Adnon. J J

Idée de la preuve : Soit M 1'ensemble des opérateurs pseudo différentiels
d'ordre 1 dont le symbole principal s'annule sur Tg, et T; .51 MeEM ,ona
i

[P,M] € Em_1M + EOP ( 'Ek= {pseudo différentiels d'ordre k} ). On choisit alors

un systéme de générateurs de M sur EO M1 ML et on pose pour <k
seees

Uz = (u, Miu""’Mi1""’Milu)

On démontre alors par récurrence sur £ que USL€Hs en calculant PU,

Lorsque P est de degré deux, c'est trés simple car dans la définition 6, on peut
remplacer 1les Mi par les champs de vecteurs tangents 2 S1 US2 . Dans le cas
général, on montre qu'on a : PU, = AUy + R oll A est une matrice d'opérateurs

_ o 11
paradifférentiels dans Op(Zm ! ) et REH25 /2 et on applique le théore-

. s="/2 -m
me de propagation des singularités de [2] , qui fournit également le gain de
régularité sur SS’ .o ,Sm

4. Interaction de trois ondes pour 1'équation de Klein-Gordon

4.1. Le résultat

Soit 0O = 65 - 6)2(- 6% 1'opérateur des ondes a deux variables d'espace, et 0

un voisinage de l'origine tel que Q" =Qnt>0 soit dans le domaine d'influence
de 9 =@an{t>0} . Soient S1» S, Sg trois hypersurfaces lisses, caractéris-
tiques pour OO , se coupant deux 2 deux transversalement dans § , vérifiant
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S1nSan3 =(t=0,x=0,y=0) .

THEOREME 8.- [4] . Soit u€H(@) , s>, solution de

(9) Ou = £(t,x,y,u) (feC)

On suppose que dans Q  , on a uEHé’ES Us. ldéginition 6)
1V>2

3
Alons, en désignant pan T* fe cone d'avenin t=V x2+y2 , on a pour tout
s'<s :

D uen® ** hons de S,US,Us ur"

2°"3
2) uerd X puas de S\(U S.UTH
i T
' -
3) ueHL DR pros de TM\W 5;) , a=minG,[s-3,1)
Prés des points de contact de T' avec une hypersurngace S; hons de £'ornigine

ona Z1...Z£u€Hi’ 84 2k, Les Z; &tant des champs de vecteurs tangents

<« nt
a T e,tSi.

1
oc

Un théoreme analogue, mais un peu moins précis a été démontré par R. Melrose
et N. Ritter [10] .

On a 1'habitude de visualiser le résultat par le film suivant oli on dessine

les singularités a 1'instant t =cte ¢
t _ 2

0N

(10)

t3=U
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Entre 1'instant t1 et t2 » les singularités n'interagissent que deux a deux,
il ne se passe rien de visible d'aprés le théoréme 7 ; & 1'instant tz , 1'inter-
action des trois ondes va créer par les effets non linéaires tout le conormal
a l'origine dans les singularités de u . Les nouvelles singularités qui sont
dans les caractéristiques de I vont propager dans 1'avenir : d'ou les singulari-
tés sur T’ 2a 1'instant ty

Dans [17] , J. Rauch et M. Reed ont donné un exemple explicite ol la nouvelle
singularité apparait.
4.2. Les méthodes

A) la deuxiéme microlocalisation de Bony sur une Lagrangienne

L'originalité de la méthode de Bony est d'utiliser une théorie de la deuxieme
microlocalisation, théorie inventée par M. Kashiwara dans le cadre de 1'étude
des équations aux dérivées partielles linéaires et analytiques, il y a plus dedix
ans [18]. Biensdr, comme il travaille en théorie C , avec régularité limitée,
Bony a construit ses propres outils ; mais outre 1'analogie conceptuelle, il y a
une interaction non vide entre les deux théories : le calcul symbolique (en
théorie analytique, le calcul symbolique 2.microlocal a été étudié par Y. Laurent
[9n).

Soit A une Lagrangienne homogéne lisse dans T*R" , définie par des équa-
tions homogénes de degré 1, q1(x,§ ) = ... = qn(x,g ) =0

i) les espaces : On définit les espaces de Sobolev & deux indices Hi’k par :
DEFINITION 9. HS’X = {uen® (EA)ku cH}

olt £, est L'ensemble des opérateuns pseudo differentiels de degné 1, dont Le
symbole principal est nul sur A . Lonsque A est Le conormal d@ une Aoubd-varnié-
e S , c'est La définition 5. On définit enswite pour tout s €ER Les espaces
HR’S' par dualité et interpolation. En dehons de A , on a microlocalement

Hi’s' = HS+S' ; pourn Les Andices s' entiens négatifs on a Hs’—k:l:‘/\l-ls’-k+1

ii) Les symboles : Soit do(g) = V1+ 52 , H 1'espace des champs de vecteurs

homogenes de degré zéro sur T*R! (engendré par E; 5—%—; , §%T) ,
J J
dA(x,E ) \/1 + 2 qj(x, 5)2 , et HA le sous-espace de HC formé des champs
j

n

tangents a A .

DEFINITION 10. Une fonction C~ a(x, E) , définie pour d»1, d>1  est
un symbole de bi-ondre (m,m') 584 pour tout produit de champs

Z=Xpe Xy Yy Yy X, €H Y, €H) on a une estimation :

te .m+q m'-q
an |za| sC do dA
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On note aer™™
n o

Exemple.[ Z qi) est un symbole de bi-ordre (0,2a) (a¢€R) . Microlocalement
i=1

1
en dehors de A 1les éléments de let\l’m sont des symboles pseudo différentiels
usuels de degré m+m'

iii) Les opérateurs : Un opérateur linéaire A est de bi-ordre (m,m') s'il envoie
HS ,S'! dans Hi-m ,s'-m' ; on dit que A est un opérateur 2.micro différentiel

de bi-ordre (m,m') et on écrit A€ Op(ZIX’m') , Ss1 pour tout M1,...,Mq
opérateurs pseudo différentiels de degré 1, et tout Q1,...,Qp dans EA ,

le commtateur I_I[ad(Qj)] I[[ad(Mi)]. A est de bi-ordre (m+q,m'-q)
j 1

Un opérateur pseudo différentiel usuel de degré m est toujours de bi-ordre
(m,0). La théorie repose sur le théoréme de calcul symbolique :

mﬁom‘awm 1.- [4 5] 1) 1L existe un homomo)t.piu',éme sunfectif o
Op(z )—» Z /Z -1 , de noyau Op(z 1) , tel que

oA Az) = a(A, )o(A) , A €0p(2m1’m i)
2) (Commutateur). Pour A1€0p()3 i, 1 i=1,2 ,ona

1+m2,m1+m2-1
(A A1 €0p(z,

3) (Invernse). S& A€Op(): , et 84 o(A) est invernsible, AL existe
A'eOp(z"‘ r") tel que o(A)o(A')-1 et AA'=Id+R , A'A=Id+R' , o
RR'€0p(Z

.

) et alay, ApD) = Ho(a),0(A,))

Les opérateurs régularisants de la théorie sont donc les éléments de
Op(zh’™) : ils envoient Hls\,s' dans H/s\—m,m ; on notera que les éléments de
H>*™ sont bien microlocalement C~ en dehors de A , mais pas meilleurs que
H® au voisinage de A (exemple d'éléments de H>*'” : les distributions de
Fourier de Hormander sur A )

Lorsque A est le conormal a 1'origine, on a une description trés agréable

] L=}
des espaces H>*®' : soit u=u 1 + Z uq une décomposition de Littlewood-Paley
(o) - O 00
de u [6] (1=y(E) + Lo gy | ¥,.0€C, , support@)c={|E|<2

_q Sl
support () = {0,9< | E| 2,1} u_; =vM@u , uq=w(2 D)u) . Alors u€H>’

si |[2¥ (e« 29 x)® uqH 2 = ch 2% et un symbole de bi-ordre (m,m') vérifie
des estimations

m-|a|+|B| n'-g
|3g afacx, €] sc, (1489 2“1“(1 24

Soit SP(s,s') 1'espace de Sobolev & poids, sous-espace des distributions
prolongeables sur ]Rn\O , défini par :
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- —p(s-N
u€ SP(s,s') ssi |l Xu(2 px)“s+s' sc 2PGTA) gyec cpERZ . (Lorsque

P
s+s'eN ,ona |x|-s+)‘D}‘u€ L2 pour OsAs<s+s') . On a alors des isomor-

phismes réciproques m (applatissement) et Pf (partie finie) (cf [4])

]
(12) B —1 Sp(s,s')
B* P ’ /Sp(s,«v)
définis par
m= I o2Px)e2 %D)u
Ospsq
(14) PEV = I o2 MIlePxve] .
0spsq
On commence alors par démontrer le théoréme 11 dans le cas A = T;an , €n
faisant opérer les opérateurs 2 micro différentiels sur les Sobolev a poids Sp
via m et Pf , et on vérifie dans ce cas que la construction symbole — opérateur
est stable par transformation canonique laissant stable A .

B) Idée de la preuve

On prend A= TE;]R3

]
, et on travaille avec les espaces H®*S

3 ' .o
s>3/2 , S+s'>°hH ; alors H>*S  est une algébre. Si Z est un champ de vec-

teur singulier a 1'origine de la forme
3

(15) Z= 1 a.(x,y,t)D.
j=1 J J
ou les aj sont dans % C® en dehors de 1'origine, on pose,
' -
pour u dans % (ici Sp(s,s'-1) s'injecte dans H® S 1)

16) Z.u = Z(m)

1,1

3
ona zeop®") et o) = I a. E.

j=1 J J
On désigne par Z 1la sous-algébre de Lie de 0p(Z°’1) engendrée par Op(Zo’o)
et les champs singuliers Z précédents qui sont tangents aux trois hypersurfaces
S1,SZ,83 et au cOne d'onde T , et on pose

an S (k,2) = werss', zKuewSs")

Le point non linéaire de la preuve consiste a prouver la :

PROPOSITION 12.- HS’S'(k,Z) est une algebre stable par fonction C.
]
S4 u,v sont dans H*S ot Z de da gorme (16) ,0n a

Zv) =uZ(v) + vZ(u) + M]u + sz
Z F(u) = FF(WZu + MS.F'(u)

modulo H>*™ * avec MiEOp(ZO’O) :
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(On écrit u=mu+Eu , et on utilise le fait que 7 est un vrai champ de vecteur;
les restes Eu , sont dans H>**“ et rentrent dans les opérateurs M , qui
dépendent de u et v ).

Puis on montre par récurrence sur £<k qu'on a

1/2-¢ -1 .
(18) uen®* /2-e, /2 (2,2) , ce qui entraine le théo%‘éme 8 (a 1'exception de 3)
pour lequel on montre qu'on a M1...Mp un€H5+1/2-E’_ /2 pour p<I[s-/2] ,
pHq<k , les M; étant des pseudo différentiels de degré 1 dont le symbole

s'anmule sur les conormaux a Si , SinSj) .

La preuve du point (18) utilise toute la souplesse du calcul 2 micro différen-
tiel :

Soit N=TA(T*Rn J\A 1le fibré normal au conormal 2 1'origine privé de sa
section nulle, dont on note les points v = (E ,n,T ; x,Y,t) (g ,n,t) #(0,0,0);
(i,?,?:) #(0,0,0) . Pout ueH>*™ , on dit que u appartient 2 Hs,s'

A

2.microlocalement en Vo = ( Eo,...,Xo,...) s'il existe A€ op(Zo’o)
o(A) = x1(x,...)x2(§ se++) avec X1 [resp le c homogéne de degré 0, égale
;1 1 prés de (Xo,...) [resp(go,...)] , tel que Auen>Ss

On commence par démontrer qu'il existe des champs singuliers Z1""ZL qui

engendrent 2 sur Op(Z:o’o) » qui vérifient les relations de commutation

(19) [[31,211 = B0+ IAZ ¢ A

avec Aij €Op(22’- ), Bi€0p(Z°’°) , et qu'on peut les choisir tels que :

(20) Ay J-EOp(Z1’c‘) 2.microlocalement pres de

Tlt = {(E’nﬂ:; f(,?;A)eN Py TZ = §2+ nz ’ (5\(’?’%) = S(E !ﬂs‘T)’ s€R} ¢

Le point (20) est emprunté a [10] ; il permet de construire une preuve qui
n'utilise pas de 3eme microlocalisation sur T , comme c'était le cas dans [4].
Pour O<gsk , soit Up le vecteur de composantes

Up = (u,Ziu,. .. ,Zi1 .. .Zipu)

Par hypothése, on a UD€Hs pour t<0O . On commence la récurrence en montrant :

z AY . —3 1
THEOREME 13.- (4] . S{ Ou = ferS ™25 /2 pres de £'onigine, et u€H® dans
t<0 , atons ueH*V27% V2 piag de L'onigine.

En effet, come [J est (2,0) elliptique aux points ol E=0 , on a
UEH5+1/ 20y 2 en ces points, et on peut donc supposer que WF(u) ne rencontre
pas E=0 ; on peut aussi se ramener 3 u=0 dans t<<O . Alors pour ¢ >0,
fens V2, Vave L‘(IRt HTE) dron ue LR, LESE) et comme
WF Nt =0=¢ onen déduit ueH 12 €V, S+V, =257,
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=3, 1 1) e =1
Par 1'équation on a Cu = £(t,x,u) EH cH> /2> /2 , donc U0=u€HS+ /27€:=/2
qui est une algebre car s+ 1/2 -e-T/z > 3/2 s S+ 1/2 -e> 3/2 , d'olr

£(t,x,u) € HS+1/2 -€5=172

En utilisant la proposition 12, (19) et (20), on obtient pour tout & une
équation

2n DUR + R!Z, USL = FSL

ou RJL est une matrice d'opérateurs dans Op(ZZ’-1) et R2€0p(21 :0) prés de
Tf‘. , €t ou FQ est une expression non linéaire construite 2 partir des
composantes de Uy, et d'opérateurs dans Op(Zo’o)

En se servant de Prop. 12, il ne reste plus qu'ad prouver la généralisation du
théoréme 13 :

;o 23,01
THEOREME 14.- (5]. S{ DU + RU = FeHS 72> 2 | yen’ powr t<O

1, 3 ,
ver*/2>°72 | reop®y , Rreop"® mes de TH |, alons on a
U€H5+1/2-€,-1/2

Un tel résultat est deux microlocal, et facile aux points non caractéristiques
'I.’Z # Ez +nZ car O+R y est (2,0) elliptique. Les points mauvaix sont ceux
de Tf‘, car les 'bicaractéristiques' issues de ces points passent par la section
nulle de N . La preuve se fait en trois temps :
1) on prouve le résultat prés des points de Tf. dans t<O (en ces points on
peut éliminer R par conjugaison et on est ramené a une version 2.microlocale
de 13)
2) on montre le théoreme de propagation des singularités 2.microlocales pour

O+ R en dehors de TF , Ce qui, avec le point 1), donne le résultat partout

sauf sur TF t>0

3) on conclut a la sortie en se ramenant 2 nouveau au cas R =0

Ce sont les points 1) et 3) qui imposent le choix s'=-1/2 comme deuxiéme
exposant dans la preuve.
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