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(d’après Jean Bourgain)
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Séminaire BOURBAKI

36e année, 1983/84, n° 623
Février 1984

Introduction

Au cours de la dernière décennie la géométrie des espaces de Banach a dévelop-
pé un certain nombre de techniques en théorie des opérateurs - méthode d’extrapolation,
opérateurs p-sommants - qui permettent de reformuler des théorèmes classiques

d’analyse ou des questions ouvertes, et parfois d’y apporter des solutions. En voici

un exemple : soit A(D) l’algèbre du disque et C(T ) l’espace de fonctions continues

sur le cercle ; N. Th. Varopoulos vers 1970 avait demandé si le produit tensoriel

projectif A(D)ê A(D) était une sous-algèbre fermée de C(T) ® C(T). Cette ques-

tion équivaut à la suivante : tout opérateur du dual de A(D) dans un espace de

Hilbert est-il absolument sommant ?

J. Bourgain [9] résout positivement cette question en utilisant des méthodes
d’espaces de Banach et la logmodularité de l’algèbre du disque. Nous en parlerons à
la section 1.

A la section 2 nous regroupons des résultats où les techniques probabilistes -
travaux de D. Burkholder, R. F. Gundy, B. Maurey - interviennent fortement, notam-
ment pour la classification isomorphique des espaces de fonctions analytiques en

plusieurs variables.

La plupart des résultats des sections 1 et 2 répondent à des questions posées
par A. Pelczynski [65] dans un article fondamental de 1976.

La section 3 contient des résultats d’analyse harmonique. Dans 3A une étude
des sous-espaces invariants par translation ae LP(G), G groupe abélien compact,
permet de caractériser certains multiplicateurs idempotents de LP(G) par les pro-

priétés arithmétiques de leur spectre.
G. Pisier, en reliant les résultats de X. Fernique sur les processus gaussiens

stationnaires aux méthodes de la géométrie des espaces de Banach a fait évoluer la
théorie des ensembles de Sidon ( C73~ ~ C74~ , ~75~ ). Dans 3.B. nous présentons les



progrès récents de cette théorie dus à J. Bourgain qui ajoute aux techniques précéden-
tes des outils combinatoires.

Nous avons voulu donner un aperçu d’ensemble des résultats d’analyse dus à J.

Bourgain. Etant donné leur diversité l’aventure n’était pas sans risques : nous avons

dû réduire les sections 2 et 3 à l’énoncé des théorèmes et nous n’avons pas pu inclure

les résultats propres à la géométrie des espaces de Banach ou à la théorie des idéaux

d’opérateurs.
La seule esquisse de démonstration se trouve à la section 1, elle concerne la

propriété de Grothendieck et de cotype 2 de L 1 /H 0 1 , sous une forme un peu plus

générale, dans une version extrêmement récente.
Nous rappelons quelques notations et définitions usuelles.

~ 

Si X et Y sont deux espaces de Banach, le produit tensoriel projectif

(noté aussi est le complété de X ® Y pour la norme

Soient (~E~) un espace de probabilité et X un espace de Banach. Pour

= = est l’espace des (classes de) fonctions
mesurables f de 03A9 dans X qui sont limites presque partout de fonctions étagées
et qui vérifient !fr=B p>l 1 Î =supess!f(y)!). On pose

P ~~ ~ 

y~Y
~(X) = = L~(N~)~ ~ = L~((1,...n~C), 

Un espace de Banach X est un espace ~~, s’il existe X>1 1

tel que pour tout sous-espace de dimension finie E de X. il existe un sous-espace
F de X de dimension finie (notée n) contenant E et tel que À > d(F, ~~) =

, T : F -~ ~ isomorphisme~. En abrégé, ~~ a même structure locale

Dans toute la suite on note Q - {-1 y est la mesure de Haar de 03A9o
et En: :~-~-1,1~ la projection sur la coordonnée (ou fonction de

Rademacher).

1. ANALYSE COMPLEXE EN UNE VARIABLE

Soient D le disque ouvert z!1~ et T le cercle unité 

Lp, 1~p~~, désigne où m est la mesure de Haar norma-

lisée de T. C(T) est l’espace des fonctions continues sur T, muni de la norme

uniforme. A(D) (resp. HP , H ) est le sous-espace fermé (resp. 
fermé si p=oo) de C(T) engendré par A(D) et

HP , s’identifient à des espaces de fonctions holomorphes dans D. H
est le sous-espace de H 

1 
des fonctions f telles que f( A 0) = 0. 

0



La projection de Riesz al est la projection orthogonale de L2 sur H2.

1.A. L ~ /H 1 est-il de cotype 2 ?

A. Pelczynski pose cette question dans C65 ~ , dans une étude qui met en évidence
les connexions entre des résultats d’analyse classique et la théorie générale des espa-
ces de Banach, par exemple : théorème de Riesz et opérateurs p-sommants sur A(D),
projection de Paley de H 1 sur ~ 2 et théorème de Grothendieck. Cette étude cherche

aussi à comparer le comportement des espaces A(D), H et H (qui ne sont pas des

espaces cC Doo ou à celui de C(T), L 1 ou L , 00 en tant qu’espaces de

Banach. La question posée est liée à des problèmes de factorisation et extension d’opé-
rateurs : est-ce que tout opérateur de A(D) dans son dual A(D)’ se factorise par

un espace de Hilbert ? Est-ce que tout opérateur d’un sous-espace réflexif de L 1
dans f admet une extension à L 1 ? A(D) est-elle une sous-algèbre fer-
mée de C(T ) ® C(T) ? Examinons les relations entre ces questions et comment J.

Bourgain ( [11] [13]) y répond positivement.
DEFINITION 1. Un espace de Banach X est de cotype q (2q~~ ) s’il existe une cons-

tante C telle que pour toute suite finie d’éléments de X,

«£i)i>_ 1 est la suite de fonctions de Rademacher). Lp est de cotype 2 pour 2

et le cotype ne "passe" pas en général aux quotients ( [61]).
,

DEFINITION 2, Soient X et Y deux espaces de Banach et Un opérateur
u : X -~ Y est p sommant s’ il existe une constante ~ telle que pour toute suite

finie d’éléments de X,

La plus petite de ces constantes X est notée p(u ) ; l’espace des opérateurs
p-sommants de X dans Y est noté ?7’(X,Y), celui de tous les opérateurs
(linéaires bornés) de X dans Y, B(X,Y).

DÉFINITION 3. Nous dirons qu’un espace de Banach X vérifie le théorème de

Grothendieck si

La condition ( 1.1 ) est équivalente aux conditions suivantes [66 J :



Ces conditions sont vérifiées si X. = L 1 (A. Grothendieck [48]), si X est

un espace ~’1 1 ( [55 J )~ et si X est le quotient d’un espace cE 1 par un sous-

espace réflexif (G. Pisier [66 ] et S. V. Kisliakov C52~ , indépendamment). B. Maurey
montre que si E est un espace ~ ~ et Y un espace de cotype 2,

B(E,Y) = T2(E,Y), ce qui implique que tout opérateur u de E dans Y se facto-

rise par un Hilbert. Plus généralement, G. Pisier C 8~ montre que si E ’ et F

sont de cotype 2 et si E ou F a la propriété d’approximation bornée alors tout

opérateur de E dans F se factorise par un Hilbert. G. Pisier [67 ] et U. Haagerup
[49] généralisent le résultat de B. Maurey au cas des C~‘-algèbres.

Revenons à l’espace L1 /H 1, qui échappe à toutes ces généralisations. On a

A(D)’ = L M (T), où M (T) est l’espace des mesures singulières sur T

(c’est un espace C~S.~ ). Il est donc équivalent de dire que A(D)’ , ou L 1 /H 0 1,
est de cotype 2 et vérifie le théorème de Grothendieck, et ces propriétés ont plusieurs
formulations.

PROPOSITION FONDAMENTALE. Notons R le sous-espace de L(0 engendré

par la suite (£i)i~ 1 des fonctions de Rademacher. ° Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(1.4) ) A(D)’ est de cotype 2 et B(A(D)’ , ~2 ) = T 1 (A(D)’ , ~2 )
(1.5) A(D)’ est de cotype 2 et B(A(D), ~ 1 ) _ ~ 2 (A(D), ~1 )
(1.6) Il existe une constante C telle que tout opérateur u : R -~ H~

admet une extension û : L1 (S~,~C ) -~ H~ telle que I 1û11 _ CI lul I

( 1. 7) Le produit tensoriel projectif R ê L 1 /H o 1 est fermé dans L 1 @ A L 1/ Ho 1
(1.8) Il existe une constante C telle que pour toute suite finie x1, ..., xn dans

L ~ /H 1 il existe une suite f1’...’ fn telle que q(fi) = xi pour 1  i  n

(q : L 1 -~ L1 I H1 o est l’application quotient) et

(1.9) A(D)ê A(D) est une sous-algèbre fermée de C(T)ê C(T).

Les preuves de ces équivalences sont, sous forme explicite ou implicite, dans

ML Elles expliquent l’intérêt porté au problème du cotype 2

de L1/H1. Dans [65] on montre que L1/H1 est de cotype q pour un q > 8,

ensuite S. V. Kisliakov d’une part, G. Pisier et J. Bourgain d’autre part, s’aperçoi-

vent que L 1 /H o 1 est de cotype q pour tout q > 2. J. Bourgain, dans des travaux

successifs, fournit trois approches, que nous allons esquisser, pour montrer que



Première approche. En établissant un lemme de décompositior (lemme 1.3)
basé sur la logmodularité de H , et la méthode d’extrapolation introduite par B.

Maurey [60 J , J. Bourgain obtient le résultat suivant.

THEOREME 1.1 L1/H1 0 et A(D)’ vérifient le théorème de Grothendieck.

On ne sait pas si un espace de Banach X. vérifiant le théorème de Grothen-

dieck est de cotype 2. Mais c’est bien le cas si X est isomorphe à ~ 1 (X) L63J,
et L /H 0 1 a cette dernière propriété (P. Wojtaszczyk Cg3 ~ ). Les conditions équiva-
lentes de la proposition fondamentale sont donc vérifiées. Cette approche permet aussi

de répondre à des questions sur la structure locale de A(D), posées dans C65J .

1. B . Deuxième approche : projections analytiques.
Dans 13~ , J. Bourgain obtient la généralisation de la propriété d’extension

(1.6) aux sous-espaces réflexifs de L 1 et de Il retrouve donc que L 1 /H 0 1
est de cotype 2, sans utiliser le travail de P. Wojtaszczyk. Les ingrédients de

départ sont ici les mêmes que dans [11] (lemme de décomposition et méthode d’ extrapo-
lation) mais la preuve est conceptuellement plus claire. Tout d’abord J. Bourgain
établit un résultat frappant d’analyse.

THÉORÈME 1.2 C13~ , Il existe une constante C telle que pour toute fonction A

dans L 1, il existe une fonction A. dans L 
1 

satisfaisant I::.l  ,

T et une projection P de dans H (A) (non néces-
sairement orthogonale) qui est un opérateur borné sur Lp(~1 ) pour et un

opérateur borné de > dans L1’~(~ ). 
Nous dirons que P est une projection analytique. On ne peut prendre pour

P la projection de Riesz usuelle que si ~1 satisfait à la condition (Al) de
Muckenhoupt [47j . Sinon, 1.2 fournit un substitut adéquat à la projection de Riesz (~
d’où son intérêt. B. Mitjagin et A. Pelczynski [65] ont donné le premier exemple
d’une projection bornée de Lp( ~ 1 ) .dans Hp(Q 1 ), lorsque pour un

p fixé. S. V. Kisliakov [53] a étendu le résultat à 1  p  2. La preuve de 1.2

dépend du lemme suivant, où la logmodularité de H intervient crucialement.

LEMME DE DECOMPOSITION 1.3. Il existe une constante C telle que pour toute

fonction f dans L , f >_ 0, il existe une suite (c.).~ de nombres positifs et
deux suites (e i)i?0 et de fonctions de H satisfaisant aux conditions



suivantes :

La suite (ï )-~ joue le rôle d’une partition de l’unité par rapport aux ensem-
bles de niveau de f et les fonctions 8 i ont un rôle technique. Pour la preuve de

1.2, on considère f = 1 + fl dans 1.3, on pose A. = F et on montre que P

définie par P(cp ) _ ~ 8 . T R.(r.(p) pour cp dans L2 ( ~ ) a les propriétés voulues.
i>0 ~ ~ i 1

THÉORÈME 1.4. Soient un espace de probabilité et Y un sous-espace

de L 1 ( v ) . Supposons qu’il existe r > 1 et une constante C tels que pour tout

y dans Y, ~y~r~C~y~ 1 
. Alors tout opérateur linéaire borné u : 

Y ~ H~ a

une extension u : L (~) -~Ft telle que Iu I  Kllull, où K ne dépend que de r

et C.

REMARQUE. D’après un résultat de H. P. Rosenthal ~~~~ , tout sous-espace réflexif
de L~ (v) satisfait à l’hypothèse précédente sur Y (quitte à changer v en une pro-

babilité f v , fE:L 1 ( v )). Il est aussi équivalent de dire que Y est de type p pour

un p > 1 (voir pour cette notion). Cette hypothèse de réflexivité est essentielle

(Y = H 1 fournit un contre-exemple ~13~ ).

Dans C131, pour établir 1.4 on démontre la propriété de relèvement 1.8 (où les
e. sont remplacés par des éléments yi dans Y) ; une projection analytique adéqua-
te permet d’exhiber un relèvement et la méthode d’extrapolation, de conclure. Les

conditions équivalentes de la proposition fondamentale sont donc satisfaites. Le théorè-

me 1.4 a des retombées en théorie des opérateurs [13] et entraîne :

COROLLAIRE 1. 5 [13J. Soient (S~, ~ , v ) un espace de probabilité et (y . ).~ une

suite de variables indépendantes p-stables (1p2). Il existe C >0 telle que pour

toute suite finie (x. ) i 1_in d’éléments de 
p

ou le supremum est pris par rapport à toutes les suites (~~~~ ~ H satisfai-

sant S p. ~ ~ 1, p’ = p/p-1 (ce résultat ne subsiste pas en deux variables

[36])
THÉORÈME 1.6 [13]. Soient Y un sous-espace rëîlexiî de L1/H1o et u : Y ~ H~



un opérateur linéaire borné. Alors u a une extension ? : L /H 1o~H~.
La preuve de 1.6 suit les mêmes lignes que celle de 1.4, mais la propriété de

relèvement correspondante dépend ici d’une inégalité d’interpolation à poids en deux

variables ( U3-L prop. 4.4) qui généralise une inégalité de S. V. Kisliakov pour

R~ (R.

Les opérateurs continus de L /H 1 dans H°° correspondent aux fonctions
?

bianalytiques bornées sur D , donc 1.6 permet d’obtenir des résultats d’interpola-

tion en deux variables qui généralisent des résultats scalaires, par exemple :

COROLLAIRE 1.7 [13]. Soit A={x ,k>l}c:Z un ensemble A(2) Soit

(p ) 1 une suite de fonctions de H°° faiblement 2-sommable (sup E !~(z)! ~ 2014’ 1 
"

Alors il existe ~ dans x D) telle que pour k>1, ~ dx = pjt)
(t~T). 

~

Ces résultats sont liés au problème de la caractérisation des multiplicateurs de

A(Dm) dans l 1(Nm) : si a = (a ) m 
est une suite de nombres réels positifs telle

que pour toute fonction f de E a !f(k)j ~, est-ce que E a. )  oo ?
" 

~ ~ 
"

La réponse positive à cette question a été donnée par Paley [64] lorsque n = 1 et

par S. V. Kisliakov L54J, sous une forme plus forte, lorsque n = 2. La réponse
n’est pas connue pour n > 3. Pour n = 2 la réponse peut être retrouvée comme

conséquence du résultat plus général suivant.

COROLLAIRE 1.8 Si (fj)j~1 est une suite de fonctions de LB l’application

définie dans par 03A6 ~ (03A6(e-ijx),fj >)j~ 1 
est une application linéaire continue

" " 1/2
de H~(D2) dans l1 si et seulement si inf (" B ! f .+h. |2) dm  oo.

"

1.C. Troisième approche : Esquisse d’une démonstration.

Tout récemment, J. Bourgain [37] a obtenu une propriété d’extension vecto-
rielle de la projection de Riesz (théorème 1.9) qui permet de démontrer le théorème 1.4
sans faire appel au théorème 1.2. Apparemment cette méthode ne permet pas de démon-

trer le théorème 1.5. Signalons qu’en dimension supérieure à un, ces approches ne

peuvent pas aboutir et on ne sait pas si lorsque n > 1, est de

cotype 2 ou vérifie le théorème de Grothendieck.

THÉORÈME 1.9 M. Soient p et a satisfaisant 1poo et 0(X1,(~,~P)
un espace de probabilité, J : L 1(03A9) ~ L03B1(03A9) l’inclusion canonique. Alors l’application



(R’ = (R ~ J s’étend en un opérateur borné de LP(L 1) = Lp(T, L~ (S~)) dans 

LP(T , 

Démonstration. Supposons n discret afin d’éviter des problèmes de mesura-

bilité (on pourra s’y ramener dans la suite). D’après les théorèmes d’interpolation
entre espaces de Lorentz ( [3 ] , l’extension au cas de La, qui est quasi-normé,
n’offre pas de difficultés) il nous suffit de montrer que 0l’ s’étend en un opérateur

borné

(on a la dernière inégalité car R est un opérateur borné de L 
1 

dans L1,~ ,
l’avant dernière résulte de l’estimation suivante : si uE:L 1 , vEL et 0  a  1,

T ,

ce qui établit (i).

Pour démontrer (ii) nous aurons besoin d’une version à poids de (i), qui se

démontre de façon analogue :

(i’ ) Soit A une fonction positive de L 1 satisfaisant à la condition (A 1 )
de Muckenhoupt I c T intervalle). Alors lR. 1

I I ~T xE:I 
1 

~ ~ 

1 1
s’étend en un opérateur continu de dans L1’~(~tn, La(S~)), 0oc~ 1.

Vérifions (ii). Soit alors (R’ f E et

Il I 00 
= x. (t) (x~ comme dans (i)). Pour tout ~ > 0,

Lq’~ (La) ~ >0 
~ 

.

Appliquons à q le procédé utilisé par S. V. Kisliakov dans [53]: soit

ï?= E S~M~(7? ), est assez petit pour que ~2!~~!! q~. ,
q’ = q/(q-1) (M désigne l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood ~J. 



En prenant le supremum en À on obtient (ii).

REMARQUE. Le théorème 1.9 a des versions dans le cadre des espaces invariants par
réarrangement sur Q, et on peut remplacer la projection de Riesz par une transfor-
mation de martingales ou une intégrale singulière de type Calderón-Zygmund [37 J ;
1. 9 a des applications à l’étude de l’uniforme convexité complexe C37~ ,

Démonstration du théorème 1. 4 . Nous allons montrer que Y ® L 1 /H 0 1 est

fermé dans L 1 @ L 1 /H o 1 ; il nous suffit de montrer qu’il existe une constante C

telle que étant donnés y1, ... , yn linéairement indépendants dans Y et x 1, ..

.. , x n dans L /H ,

Soit q l’application quotient de L1 dans et le relè-
vement de norme minimum de L~/H~ dans L~ (si o~) est l ’ unique
f dans L telle que g(f ) = x et !!f!L=!!x)! Î ; cr n’est pas linéaire mais

r ~ 
~ ~o

elle est continue [51]). Pour chaque 03C9~03A9 fixe, posons f(t,03C9)=03C3(03A3 yi(03C9)xi)(t);
alors f(.~)- E et 

"~

~ ~

Posons g(t)=~ E a(x)(t) Î (t~T, r>0 arbitraire). Alors
~ KKn 

"

log(g+ï ) ~ L et il existe une fonction ~ extérieure telle que t ~(t) ( = g(t) + r,
t~T )46J. On a alors



Notons la projection de Riesz négative (projection orthogonale de L ~
sur ?). Puisque !~’~(~(x)T~g~ ~~(~(x)~L~; posons

fi = 03A61/2 R-(03A6-1/2 03C3(xi)), alors fi - 03C3(xi) = 03A61/2(R- - Id)(03A6-1/2 03C3(xi)) ~ H1o , donc

q(f.)=x. On a

(( 1 ) découle de l’hypothèse faite sur Y (0 a~ 1 ), (2 ) du théorème 1. 9 pour p =2

et (3) du choix de 4J) . Ceci conclut la preuve, T étant arbitraire.

1. D . Sur les espaces H et IL

On ne sait pas si H 00 a la propriété d’approximation métrique, ce qui

empêche de transférer certaines démonstrations concernant A(D) à H~ . Par

contre, par réflexité locale, y le théorème 1.4 entraîne :

COROLLAIRE 1.10 [11J. (HOC» 1 est de cotype 2 et vérifie le théorème de Grothen-

dieck.

Le résultat suivant est bien plus difficile (il dépend d’inégalités d’interpolation

pour les opérateurs (p,q) sommants sur Hoo, du lemme de décomposition 1.3 et de

résultats sur les suites d’interpolation pour H ).

THÉORÈME 1.11 1 U3J . H â H est une sous-algèbre fermée de L~ ~L°° .

Signalons d’autres propriétés banachiques de H :

PROPOSITION 1.12 Hoo et ses duaux ont la propriété de Dunford-Pettis.

Les duaux d’ordre impair de H 00 sont faiblement séquentiellement complets.

THÉORÈME 1.13 C24-~ . L’espace H est primaire, c’ est-à-dire, si H°° = X Q9 Y,
alors soit X, soit Y est isomorphe à H .

THÉORÈME 1.14 !_7 J . H est un espace de Grothendieck (tout opérateur

T : est faiblement compact).



THÉORÈME 1.15 ( ~25 ~ , [26J ). Pour p > 0, p 1= 1, H~ a la propriété d’approxi-
mation AP p (l’application canonique Y’ ® p H~ -~ N P (Y,X) > est injective, pour tout

espace de Banach Y).

Notons 2L l’espace des fonctions f de A(D) dont la série de Fourier est

uniformément convergente, muni de la norme Ilfllu = sup Il Î E f(j) eijtlL. .

°~

THÉORÈME 1.16 ~14~ . A(D) n’a pas de base besselienne. Par conséquent, il

n’existe pas d’isomorphisme entre les espaces A(D) et ~L

Ce résultat est conséquence d’une minoration concernant des systèmes biortho-

gonaux dans A(D), qui dépend essentiellement du lemme de décomposition 1.3 et

d’estimations liées à des martingales à valeurs dans H .

THÉORÈME 1.17 G 8J. L’espace dual ljj’ est faiblement séquentiellement complet.
Tout sous-espace réflexif de U’ se plonge dans L~ pour un p satisfaisant

1p2.

L’intérêt principal de 1.17 réside dans un lemme de "type Havin" lié aux théorè-

mes de Carleson et à l’inégalité de S. A. Vinogradov 

2. PROBABILITES ET ANALYSE REELLE OU COMPLEXE

2.A. Isomorphismes d’ espaces de fonctions analytiques de plusieurs variables

Soit U c ~n un domaine d’ holomorphie borné et OU sa frontière de

Shilov. A(U) est l’espace de Banach des fonctions continues sur U qui sont

holomorphes à l’intérieur de U, muni de la norme I Ifl I = sup I f(z) I = sup )f(z)). .
zE:U z~~U

A(U) s’identifie donc à un sous-espace fermé de C(bU). Notons Bn la boule

unité euclidienne de ~n.
Les premiers résultats sur la classification linéaire topologique des espaces

A(U) sont exposés dans [65J (les références originelles s’y trouvent) :

(a) (G. M. Henkin ) Si m>2 et n~1 les espaces de Banach et A(Bn)
ne sont pas isomorphes.

(b) (B. S. Mitjagin et A. Pelczynski) A(D) n’est pas isomorphe à A(Dn) pour n?2.
Les invariants topologiques qui permettent de démontrer ces résultats s’expri-

ment en termes d’espaces duaux et utilisent la théorie de Henkin des mesures analyti-
ques. J. Bourgain montre d’abord que A(D2) n’est pas isomorphe à A(D3)



et établit ensuite le cas général.

THÉORÈME 2.1 1 [35 J . Si mn, n’est pas isomorphe à un sous-espace

fermé de A(Dm)’ 1 et par conséquent A(Dn) n’est pas isomorphe à un quotient de

A(Dm).
Voici le schéma de la preuve. Soient X 1 = L1/H1, o X. = X m ® X. 1 pour

rt~2 . D’après il est possible de montrer que X m est isométriquement isomor-

phe à un sous-espace fermé de A(Dm)’ . Des techniques liées aux martingales comple-

xes multi-indexées permettent de montrer que n’ est pas isomorphe à un sous-

espace fermé de A(Dm)’ , d’où la conclusion. Plus généralement :

THÉORÈME 2.2 [35 J . Soient U et V deux domaines d’ holomorphie de la forme

U = U1 x ... x Um et V = Vl x ... x V , n où Ui et V. sont des domaines stric-

tement pseudo-convexes (1_i,jn). Si m ~ n, les espaces A(U) et A(V) ne

sont pas isomorphes.

Si de plus les domaines Ui et V. prédédents ont des frontières lisses

( 1_i, j_n) et m~n, alors U et V ne sont pas biholomorphiquement équivalents

(conséquence de 2.5 et 12 1 ; voir l’article de synthèse C34~ ),

Pour d’autres propriétés fonctionnelles des espaces A(Dn) et A (Sn), voir

M et C1~~ .
Le théorème 2 .1 ne donne pas d’ informations de nature locale et ne permet pas,

en particulier, de montrer que HQO (D2) et Hoo (D3) ne sont pas isomorphes. A. Pel-

czynski [65J montre que H°°(D) n’est pas isomorphe à pour n~2, par

la considération des normes p-sommantes et p-strictement intégrales d’un opérateur
de A(Dn) dans un espace de Banach quelconque. Tout récemment J. Bourgain [36]
a montré que l’identité entre opérateurs p-sommants et p-intégraux valable pour

II algèbre du disque ne s’étend pas au cas de plusieurs variables. Par conséquent

THÉORÈME 2.3 [36J . H~(D) n’est pas isomorphe à pour n ? 2.

Le point de départ pour l’étude isomorphique des espaces H 1 (Tn) est

l’isomorphisme entre H1(Tn) et l’ espace des martingales dyadiques

m-indexées établit par B. Maurey [62J . Utilisant ce résultat et la dualité entre H 1 (S n)
et (théorèmes de John Nirenberg et Ch. Fefferman) J. Bourgain réduit

l’étude des isomorphismes des espaces H à un problème probabiliste, qu’il

résout à l’aide des inégalités de martingales et des techniques d’espaces de Banach

réticulés.



THÉORÈME 2.4 et ne sont pas isomorphes si m ~ n.

2.B. Sur le problème des trois espaces pour L1

Soient X un espace de Banach et Y un sous-espace fermé de X ; si

L1 est isomorphe à un sous-espace fermé de X, est-ce que L1 est isomorphe à

un sous-espace fermé de Y ou de X/Y ?

C’est un problème ouvert, même pour X = L1 (voir [ 5 ] ) . H est un dual

séparable, il ne contient pas de sous-espace fermé isomorphe à L 1. Dans C65 ~ on

démontre que L1 n’est pas isomorphe à un sous-espace complémenté de l, 1 /H 0 1.
Par contre : 

THÉORÈME 2.5 . L est isomorphe à un sous-espace fermé de L H. Plus

précisément, il existe une suite croissante (nk)k? 1 d’entiers telle que si J est la

tribu sur T engendrée par les fonctions or k(9 ) = sign cos k > 1, alors la

restriction de l’application quotient q : L 1 -+ L 1 /H 0 1 à L 1 (G) est un isomorphisme.

Par conséquent, toute fonction sur T bornée et ] mesurable peut être obtenue

comme l’espérance conditionnelle d’ une fonction de H .

La démonstration est délicate et fait appel à des techniques probabilistes,d’ana-

lyse harmonique et d’analyse complexe.

2. C. Extensions vectorielles d’opérateurs
Soient un espace de probabilité, S un opérateur linéaire continu

de LP(O) dans lui-même Pour quels espaces de Banach E l’applica-
tion linéaire S ~ IdE (définie a priori seulement sur LP(Q) @ E ) s’étend-elle en

un opérateur borné de dans lui-même ? (problème 1 ). Quelle est l’estima-
tion précise, en fonction de n, de la norme des opérateurs S /8) IdE, où E est

un espace de Banach quelconque de dimension finie n ? (problème 2).

D. L. Burkholder a étudié le problème 1 lorsque S est une "transfor-

mation de martingales" T définie sur LP , 1p~, par T(f) = n? E 03B1b(E03B1n-E03B1n-1)(f)
((a’n)n?0 suite croissante de sous-tribus de (X = suite de variables

aléatoires uniformément bornée et prévisible). Tous ces opérateurs T @ IdE s’éten-

dent à LP(G , E ) (suivant D. L. Burkholder, E a la propriété (UMD) "d’incondi-
tionalité des différences de martingales" ) si et seulement si E satisfait une propriété
que nous appellerons " C -convexité" .

Lorsque S est la transformation de Hilbert H (définie sur L2 par



H(f)(t) = - i 03A3 sign(n) D. L. Burkholder [39J montre que le problème 1 a
201400

une réponse positive si E a la propriété (UMD), J. Bourgain montre la réciproque.

PROPOSITION 2 . 6 C1 ~~ . Soient E un espace de Banach, p tel que 1  p  ~ .

Si HO IdE s’étend en un opérateur borné sur LP(T , E ) alors E a la propriété
(UMD ) .

Soit E un espace de Banach de dimension finie, notons h (0,E) la norme

de H ~ IdE comme opérateur sur LP(n,E), B. Virot p[82] vérifie que
h2 (T , E )  C log(dim E ) pour E = 2 n J. Bourgain montre que ce n’est

pas le cas pour tout espace E de dimension finie, par une construction aléatoire

permettant d’ établir :

PROPOSITION 2 .7 ~23.~ . Pour tout entier n >_ 1, il existe A c Z de cardinal

n tel que Il 1 S sin k 8 1 /  C n2/3 (C constante numérique). 
+

°~

En prenant (voir section 3 ) et E ) définie par f(t) = 

où cp(9 ) _ sin k8 (cp t (9 ) = cp(8+t), 8 tE:T) on obtient =

~H(03C6)~~ ~ C’ n1/3~f~L2, d’où On ne connait pas

l’ ordre exact de grandeur de (T,E) (on a h2 (T , E ) _ C dim E , E de dimension

finie ; par une extraction aléatoire on ne peut pas faire "mieux" que n 2/3 dans 2.7

C23J ).
Dans ~28~ , J. Bourgain estime h P (S~,E) lorsque E est un espace de

Banach réticulé de dimension finie et montre que si E est symétrique l’ordre de

grandeur de h P (S~,E) est logarithmique ; on y trouve aussi des propriétés de stabi-

lité des espaces de Banach satisfaisant (UMD).

G. Pisier résout entièrement le problème 1 dans le cas où S est la

projection orthogonale P de L2( -1,1 ) sur le sous-espace fermé R engendré

par la suite ( ~ n)n>1 des fonctions de Rademacher : P e Id E s’étend à L2( -1,1 ~, E)
(par définition E est K-convexe) si et seulement si E ne contient pas des
uniformément. ~j

Notons K(E) la norme de P i81IdR comme opérateur sur L(~-1,1J’ ,E),
E de dimension finie. Alors K(E ) _ C B/log(dim E) si E a une base inconditionnelle

et K(E )  C log(dim E) en général [69 J . J. Bourgain montre que cette dernière esti-

mation est la meilleure possible (comme conséquence de la construction aléatoire de

certains sous-ensembles de {- 1 , 1 r) :



PROPOSITION 2 . 8 Il existe une suite (E )~ d’espaces de Banach de dimen-

sion finie telle que dim En = +00 et lim K(E )(log dim > 0.
n+oo 

~ 

3. ANALYSE HARMONIQUE

Dans toute la suite G désigne un groupe abélien compact, r son dual et A

une partie de r. = Lp(G, m), où m est la mesure de Haar de G, norma-

lisée par m(G) = 1 ( 1  On note M(G ) l’espace des mesures complexes,

régulières et bornées sur G. Pour p EM(G ), le spectre de  est l’ensemble

(-x , y ) dIl(x) f o}. Pour B c M(G ) et Acf on note

BA = fE:B, sp(f) c A}.
Les deux paragraphes de cette section ont une préoccupation commune : quelles

relations y a-t-il entre les propriétés fonctionnelles de l’ espace B~ et les propriétés
arithmétiques de A ?

3.A. Sous-espaces invariants par translation de LP(G), 
Le point de départ est le résultat suivant 

Soit et X un sous-espace de LP tel que LP X (c 1 est-à-
dire, LP est isomorphe à un sous-espace fermé de X). Alors X contient un

sous-espace fermé isomorphe à L~ et complémenté dans LP.

Si X est un sous-espace invariant par translation de LP(G), G groupe

abélien compact, il est de la forme L~(G) pour une partie A de r ; s’il est

complémenté, alors LP(G ) = L~(G) E9 D’où la question suivante :

Soient 1  p  00, p 1= 2, et A c r. Si LP(G ) -~ L~(G), existe-t-il

A’ c A tel que Lp’ (G) soit isomorphe à LP(G ) et complémenté dans LP(G) ?
J. Bourgain montre que c’est vrai, lorsque et G = -1,1 , en

caractérisant dans ce cas les parties A de r telles que LP(G) -~ L~(G) :
THEOREME 3.1 [4J Soient G ==~-1,1~ , , r son dual, Acr et 

Alors Lp(G) si et seulement s’il existe une suite d’éléments de
A et une suite 

1 d’éléments de r telles que :

1. y k = n En’ où est une suite de parties finies de N deux à deux



disjointes ((e ) ~. désigne la suite de fonctions de Rademacher).

2. où ©k désigne le sous-groupe de r engendré par
k? 1 

k k k

y1’...’yk ~ pour k:2: 1.

Si ces conditions sont satisfaites, il existe A cA tel que est isomorphe

à LP(G) et complémenté dans LP(G) . 

La démonstration de la condition suffisante utilise des techniques probabilistes

et d’analyse harmonique. Elle est valable pour 1  p et produit l’ensemble A 1

de la dernière assertion. La preuve de la condition nécessaire est plus délicate, elle

utilise des arguments combinatoires et de géométrie des espaces de Banach (voir 

pour une rédaction détaillée).

Ensuite J. Bourgain obtient une caractérisation arithmétique du spectre
des multiplicateurs idempotents de Lp(G) dont l’image est isomorphe à 

THÉORÈME 3.2 [6 J. Soient G un groupe abélien compact et métrisable, Ac r

et P~2.

(a) Si L~(G) est complémenté dans LP(G) , les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

(i) L~(G) est isomorphe à Lp(G)

Il existe deux suites (k)k 1 et (y 1 
d’ éléments de r telles que

(iii) n existe (~k)~ 1 et (yk)k~ 1 comme dans (ü), 1. et satisfaisant

(j8) Si A vérifie (iii), 

La preuve de 3.2 utilise des résultats de C 4~ , contient d’autres éléments

d’analyse harmonique (notamment on estime des normes de projections invariantes par

translation concernant des suites de "mailles" ) et de combinatoire. En particulier, on

utilise le fait que la propriété (ii) est primaire (si Acr satisfait (ii) et A = A1U ,
alors soit A1’ soit ~ satisfait (ii)). La propriété (iii) est aussi une propriété



primaire 

Remarquons que si r n’a pas d’éléments d’ordre fini, la condition 2’ 1 entraf-

ne que A contient des translatées de progressions arithmétiques arbitrairement

longues. Sans l’hypothèse que L~(G) est complémenté dans LP(G) on ne sait pas

montrer ce dernier résultat ni que (ü) entrafne même dans les cas

les plus simples (par exemple, r=Z, B = 0 et y - 4k, k >_ 1 [42] ) .

3. B. Ensembles de Sidon

Une partie A de r est un ensemble de Sidon s’ il existe une constante C

telle que pour tout polynôme trigonométrique P(x) = E a y (x) on a

Par dualité, cette définition équivaut à dire que pour toute fonction bornée b = 

il telle que p (y ) = b (y ) pour y dans A. Une telle mesure sera

dite mesure d’interpolation.

L’exemple le plus simple d’ensemble de Sidon s’obtient au moyen de la condi-

tion arithmétique suivante : on dit que l’ensemble A c r est quasi indépendant si
toute relation de la forme E ay y = 0, où A est une partie finie de A et

E -j-1,0,1j- , , entrafne ce 
= 0 pour yE:A. Cette condition permet de

construire des mesures d’interpolation sur A que l’on appelle produits de Riesz et

qui constituent l’outil fondamental de la théorie. En particulier, ils permettent de

montrer que toute réunion finie d’ensembles quasi-indépendants est un ensemble de
Sidon. La réciproque est un problème ouvert :

(3 .1 ) Tout ensemble de Sidon est-il une réunion finie d’ensembles quasi indépendants ?

Ce problème a une réponse positive lorsque G = (Z(p))~ avec p entier

premier [59] (Z(p) désigne le groupe des racines de II unité). Plus récem-
ment, J. Bourgain [17 ] montre que l’étude des ensembles de Sidon du dual r du

groupe G = lI Z(p~), où est une suite bornée d’entiers, se ramène au

cas où G = (Z(pr)f, p~ étant une puissance du nombre premier p. Dans le cas

où les p. sont tous égaux à un produit de nombres premiers distincts, tout ensemble
de Sidon de r est réunion finie d’ensembles quasi-indépendants (D7 J, ).
Dans la même direction, on a le résultat suivant, dont la preuve est combinatoire :

PROPOSITION 3.3 C1~~ . Soit A un ensemble de Sidon. Pour tout entier k > 1,



A se décompose en Nk parties ~11, ..., A~ n’ ayant pas de relations de

longueur  k, c.’ est-à-dire : si A c A. et ÎA I _ k, toute relation E a y= 0

où (03B103B3)03B3~A ~{-1,0,1} 
A 

entraîne 0 pour yE:A Nk). ° 
Comme conséquence on obtient, dans le cas général, un résultat démontré dans

lorsque G est un groupe métrisable.

COROLLAIRE 3.4 C1 ~~ . Tout ensemble de Sidon de r est réunion finie d’ensembles

de Sidon A 1 dont le pas tend vers l’infini (c’ est-à-dire , pour tout sous-ensemble
fini F de r il existe un sous-ensemble fini A 1 de A1 tel que si y, y’ E

et y ~ y’ , alors 
0

Lorsque G = T,  = {2n , n~1} est un des premiers exemples d’ensemble

de Sidon ; lorsque G={-1,1}N, la suite de Rademacher est l’exemple le

plus simple à traiter et une de ses réalisations est r n (t) = sign sin 2nt 
tE Il est surprenant que le caractère général de cette relation ait échappé
aux spécialistes.

THÉORÈME 3.5 ~2~~ . Soient G un groupe abélien compact et connexe, A un

ensemble de Sidon de r tel que 0 Et A et A n (.~ 1 ) = ~. Alors il existe une

constante C telle que pour toute famille (a ) y 

Autrement dit, la famille (sign Im y ) est équivalente à la base canonique de
e 1(A). 

Y C

La preuve utilise des procédés de convolution de mesures aléatoires semblables

à celui qui a permis à S. W. Drury de montrer que la réunion de deux ensembles

de Sidon (voir [57] pour une rédaction détaillée) est un ensemble de Sidon.

Les travaux de G. Pisier sur les séries de Fourier aléatoires presque sûrement

continues et les questions nouvelles apportées par la géométrie des espaces de Banach

ont ravivé II intérêt autour des ensembles de Sidon à partir de 1976. Tout d’abord

G. Pisier [73] résout le problème reliant les ensembles de Sidon aux ensembles A(p)

à l’aide de la minoration due à X. Fernique 146 j des processus gaussiens stationnai-
res à trajectoires presque sûrement bornées. Ensuite, par l’étude des conditions

d’entropie métrique liées aux séries de Fourier aléatoires G. Pisier ( C74~ , t-75j )
obtient d’autres résultats sur les ensembles de Sidon, en particulier des caractéri-

sations arithmétiques.



Ces travaux interviennent dans quelques résultats de J. Bourgain ( C21’ ~ ~2~ ~
C3~ ). Le plus important répond à une question posée par C. C. Graham en 1973, dans
le cadre de la conjecture de dichotomie.

THÉORÈME 3.6 ~21~ . Soit G un groupe abélien compact et E une partie du

groupe dual telle que pour toute mesure ~ dans M(G), il existe une mesure discrè-
te v sur G pour y E:E (condition "B(E) = B iE )" ).
Alors E est un ensemble de Sidon.

La preuve utilise crucialement un résultat de C75~ , une propriété établie par
L. T. Ramsey et B. B. Wells dans [76 J (où 3.6 est démontré indépendamment dans le
cas des groupes d’ordre borné) et un lemme nouveau permettant de comparer certains
nombres d’entropie.

Dans [72J G. Pisier montre que A est un ensemble de Sidon si et seulement
si C~(G) est de cotype 2, généralisant un résultat précédent de N. Th. Varopoulos
CD] . Rappelons la notion suivante : l’espace de Banach X a la propriété d’Orlicz
s’ il existe une constante C telle que pour toute suite finie ..., x d’éléments

Un espace de Banach de cotype 2 a la propriété d’ Orlicz et la réciproque n’est
pas connue en général. Par contre, dans le cas des espaces CA(G), la réciproque
est vraie.

THÉORÈME 3.7 C32J . Si l’espace de Banach CA(G) a la propriété d’Orlicz alors
A est un ensemble de Sidon.

La question suivante est ouverte : si CA(G) est de cotype q pour un

q > 2, A est-il un ensemble de Sidon ? Néanmoins, s’il existe k tel que A
soit contenu dans le produit de k ensembles dissociés ( ~56 J , déf. 2 . 5 ) alors la
réponse est positive (communication orale).

Le résultat suivant donne un éclairage nouveau à la théorie des ensembles de
Sidon, en permettant de ramener plusieurs problèmes sur ces ensembles à des problè-
mes sur les produits de Riesz.

THÉORÈME 3.8 t33J. Soit A c r. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est un ensemble de Sidon.

(ii) Il existe une constante C telle que pour toute suite scalaire finie 



(iii) Il existe b > 0 tel que tout sous-ensemble fini A1 de A contient un sous-
ensemble quasi-indépendant A~ tel que A~ ! > a .

(iv) Il existe a ., 1 > 0 tel que pour toute suite scalaire finie il existe

un sous-ensemble quasi-indépendant A1 de A tel que E a >5~ 1 ~!~. .1 

La seule condition nouvelle est (iv) ; l’implication (i) est due à W. Rudin

C ~8 >> les implications (ü) =9 (i) et (i)~ (iii) sont dues à G. Pisier ~~3~ , [75 j . Mais
ici la preuve, combinatoire et probabiliste, est entièrement indépendante des proces-
sus gaussiens et conditions d’entropie. La condition (iv) montre en particulier comment

sont "fabriquées" les mesures d’interpolation.

COROLLAIRE 3.9 C34~ . Soit A un ensemble de Sidon. Il existe une constante

C = C(A) telle que pour toute partie finie A de A et toute suite scalaire 

il existe une suite de nombres complexes (X 1 ). L>1~ satisfaisant L1 E I I s C(A) 
Y Y

tels que la i 
satisfait (03B3) = a03B3 

i~1 
pour tout y E:A .

La condition (iii) ramène le problème ouvert (3 .1 ) à un problème purement

combinatoire.

Le théorème 3.8 permet de résoudre un problème abordé partiellement dans

C 1 ~ . On dit qu’un ensemble Ac r est de première espèce s’il existe une constante

C telle que pour tout compact K de G d’intérieur non vide il existe une partie

finie AK de A ayant la propriété suivante : pour tout polynôme trigonométrique

p(x) = E a y(x) on a ~P~l  C sup I P(x) I . Si A est un ensemble de pre-

mière espèce, son pas tend vers l’infini et la réciproque n’est pas vraie en général.

COROLLAIRE 3.10 1]3]. Tout ensemble de Sidon de r dont le pas tend vers

l’infini est un ensemble de première espèce.

Un exposé historique sur les ensembles de Sidon se trouve dans [43 ] .
Concluons par un problème difficile d’analyse harmonique ne concernant pas

les ensembles de Sidon.

THÉORÈME 3 .11 [31]. Il existe e > 0 tel que pour toute suite d’entiers k1  k2
 ...  kn



Le problème de la détermination du minimum d’une somme de cosinus trouve

son origine dans des travaux en théorie des nombres. La résolution de la conjecture
de Littlewood 158 J permet d’affirmer que min E cos k.x s - C log n(k  ...  k ).

xE:R 1_ jn ~ 1 n

Une partie fondamentale de la démonstration de 3.11 consiste à construire de "grandes"
mailles d’entiers, par des procédés combinatoires qui ont des points communs avec
ceux du théorème 3.2.
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